61. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie C

. Pro libovolna realna ¢isla x,y, z takova, ze x < y < z, dokazte nerovnost
22—yt 22> (v —y+2)>

. Honza ma tri karticky, na kazdé je jina nenulova ¢islice. Soucet vSech trojmistnych
¢isel, ktera lze z téchto karticek sestavit, je ¢islo o 6 vétsi nez trojnasobek jednoho
z nich. Jaké cislice jsou na kartickach?

. Necht F je stfed strany C'D rovnobézniku ABC D, ve kterém plati 2|AB| = 3|BC]|.
Dokazte, ze pokud lze do ¢tyftuhelniku ABCE vepsat kruznici, dotyka se tato kruz-
nice strany BC v jejim stiedu.

. Na tabuli je napsano prvnich n celych kladnych c¢isel. Markéta a Tereza se stiidaji
v tazich pti nasledujici hie. Nejprve Markéta smaze jedno z ¢isel na tabuli. Dale vzdy
hracka, ktera je na tahu, smaze jedno z cisel, které se od predchoziho smazaného
¢isla ani nelisi o 1, ani s nim neni soudélné. Hracka, ktera je na tahu a nemuze jiz
zadné cislo smazat, prohrava. Pro n = 6 a pro n = 12 rozhodnéte, ktera z hracek
miize hrat tak, ze vyhraje nezévisle na tazich druhé hracky.

Krajské kolo kategorie C se kona
v utery 17. dubna 2012

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feseni tloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu mtize soutézici ziskat
6 bodi, Gspésnym resitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodi
nebo vice. Povolené pomitcky jsou psaci a rysovaci potieby
a Skolni MF tabulky. Kalkulatory, notebooky ani zadné jiné
elektronické pomtcky dovoleny nejsou. Tyto tidaje se zaktim
sdéli pred zahajenim soutéze.



61. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh krajského kola kategorie C

1. Abychom mohli uplatnit vzorec A2 — B2 = (A — B)(A + B), pievedme nejprve
jeden z krajnich élenti levé strany, napiiklad ¢len 22, na pravou stranu:

2 —y? > (z—y+2)? - 2%

(z—y)(x+y) >@-—y+z—2)(z—y+2z+2),
(z—y)(x+y) > (z—y)(z—y+22).

Protoze spolecny cinitel x — y obou stran posledni nerovnosti je dle predpokladu tilohy
¢islo zaporné, budeme s dikazem hotovi, kdyz ukazeme, ze zbyli ¢initelé splnuji opacnou
nerovnost x +y < x —y+ 2z. Ta je vSak ziejmé ekvivalentni s nerovnosti 2y < 2z neboli
y < z, kterd podle zadani tlohy skutecné plati.

Jiné reseni. Podle vzorce pro druhou mocninu trojélenu plati
(x—y+2)? =22+ 9> + 2% — 22y + 202 — 2y2.

Dosadme to do pravé strany dokazované nerovnosti a provedme nékolik dalsich ekviva-
lentnich uprav:

a2 —y? 4+ 22 > 2 P+ 22— 2my + 222 — 22,
0> 2y% — 2y + 222 — 2yz,
0>2y(y —z) +2z(z —y),
0>2(y—x)(y — 2).

Posledni nerovnost jiz plyne z predpokladi tlohy, podle kterych je ¢initel y — x kladny,
zatimco cinitel y — 2z je zaporny.
Za Uplné feseni udélte 6 bodi. Za pouhé ovéfovani nerovnosti pro konkrétni trojice Cisel z < y < z

zadny bod neudélujte.

2. Oznac¢me abe to trojmistné ¢islo, o jeho# trojnasobku se pise v textu tlohy. Plati
tak rovnice
3abc + 6 = abc + acb + bac + bea + cab + cba.

Protoze na pravé strané je kazdéa z cislic a, b, ¢ dvakrat na misté jednotek, desitek
i stovek, mlizeme rovnici prepsat do tvaru

300a + 30b + 3¢ + 6 = 222a + 222b + 222¢ neboli 78a + 6 = 1920 + 219c.
Po vydéleni ¢islem 3 dostaneme rovnici 26a + 2 = 64b 4 73¢, z niz vidime, zZe c¢ je suda
Cislice. Plati proto ¢ = 2, coz spolu se zfejmou nerovnosti b = 1 (pfipomindme, Ze

v8echny t¥i nezndamé ¢islice jsou dle zadani nenulové) vede k odhadu

64b + 73c = 64 + 146 = 210.



Musi proto platit 26a + 2 = 210, odkud a = (210 — 2) : 26 = 8, takze ¢islice a je bud 8,

nebo 9. Pro a = 8 ovSem v nerovnosti z predchozi véty nastane rovnost, takze je nutné
b=1a c=2 (arovnice za zadani ulohy je pak splnéna). Pro a = 9 dostavame rovnici

64b + 73c = 26 - 9 + 2 = 236,

ze které plyne, Ze c je jednak délitelné ¢tyrmi, jednak je mensi nez 4, coz nemiize soucasné
nastat.

Odpoved: Cislice na kartickach jsou 8, 2 a 1.

Pozndmka. Resit odvozenou rovnici 26a + 2 = 64b + 73c pro nezndmé (nenulové
a navzajem ruzné) ¢islice a, b, ¢ 1ze vice Gplnymi a systematickymi postupy, uvedli jsme
pouze jeden z nich.

Za Uplné feseni udélte 6 bodi, z toho nejvyse 3 body za spravné sestavenou rovnici, rozvinuti dekadic-
kych zapisi ¢isel a ipravu na linedrni rovnici s nezndmymi a, b, ¢. Dalsimi nejvyse 3 body pak ohodnotte
postup pri hledani feSeni odvozené rovnice, pritom za pouhé uhodnuti hledané trojice udélte 1 bod.

3. Protoze ¢tyfuhelnik ABCE je podle zadani te¢novy, pro délky jeho stran plati
zndma rovnost’

|AB| + |CE| = |BC| + |AE].

V na$i situaci pii oznaceni a = |AB]| plati |BC| = |AD|
(obr. 1), odkud po dosazeni do uvedené rovnosti zjistime, ze |[AE| = 3a.
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Obr. 1

Nyni si v§imneme, Ze pro délky stran trojuhelniku ADFE plati

|AD|: |DE|: |AE|=2a:3a:2a=4:3:5,

takze podle (obracené ¢asti) Pythagorovy véty mé trojuhelnik ADE pravy thel pii
vrcholu D, a tudiz rovnobéznik ABCD je obdélnik. Te¢na BC' kruznice vepsané Ctyt-
thelniku ABCE je tedy kolma ke dvéma jejim (navzdjem rovnobéznym) te¢ndm AB
a CE. To uz ziejmé znamend, ze bod dotyku tec¢ny BC' je stiedem tsecky BC (plyne to
ze 7jisténé kolmosti vyznaceného praméru kruznice k jejimu vyznacenému poloméru).

Jiné fesSeni. UkaZzeme, Ze pozadované tvrzeni lze dokazat i bez povSimnuti, Ze
rovnobéznik ABCD je v dané tloze obdélnikem. Misto toho vyuzijeme, ze tsecka C'E

1 Rovnost se odvodi rozepsanim délek stran na jejich tseky vymezené body dotyku vepsané kruznice
a naslednym vyuzitim toho, ze kazdé dva z téchto tsekt, které vychazeji ze stejného vrcholu
¢tyrahelniku, jsou shodné.



je stfedni prickou trojuhelniku ABF, kde F je prusecik polopiimek BC a AE (obr. 2),
nebot CE || AB a |CE| = |AB|. Ozna¢me proto a = |AB| = 2|CE|, b = |BC| = |CF]

F

Obr. 2
ae=|AE| = |EF| (rovnost 2a = 3b uplatnime az v pravy ¢as). Stejné jako v pivodnim
feSeni vyuzijeme rovnost b +e = a + %a (: %a), jez plati pro délky stran tecnového

¢tytuhelniku ABCE. Kruznice jemu vepsana se dotyka stran BC, C'E, AE po fadé
v bodech P, ), R tak, zZe plati rovnosti

|ICP|=|CQ|, |EQ|=|ER| ataké |FP|=|FR)|.
Pro soucet shodnych délek |FP| a |FR| tudiz plati

|FP|+|FR|=(b+|CP|)+ (e+ |ER|) = (b+e)+ (|CP| + |ER|) =
= 3a+(I0Q| + |EQ|) = §a + ja=2q,

coz znamend, 7e |FP| = |FR| = a.
Ted uz feSeni tilohy snadno dokonéime. Rovnost |[BP| = $b, kterou mame v nasf
situaci dokazat, plyne z rovnosti

|BP| = |BF|— |FP| =2b—a,

kdyz do ni dosadime zadany vztah a = %b.

Za uplné feseni ud€lte 6 bodu, z toho 2 body za uziti kritéria te¢novosti ¢tyruhelniku ABCE k vyjadreni
délky strany AFE.

4. Role dvou po sobé mazanych cisel je v zadané hie symetricka: je-li po ¢isle x
mozno smazat ¢islo y, je (pfi jiném pribéhu hry) po ¢isle y mozno smazat ¢éislo 2. Proto si
miizeme celou hru (se zadanym ¢éislem n) ,zpfehlednit” tak, ze pfedem vypiSeme vSechny
takové (fikejme jim pripustné) dvojice (z,y). ProtoZe na poradi ¢isel v pfipustné dvojici
nezalezi, sta¢i vypisovat jen ty dvojice (x,y), v nichz x < y.

V pripadé n = 6 vSsechny pripustné dvojice jsou

(1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,5), (3,5).



Z tohoto vyctu snadno usoudime, ze vitéznou strategii ma (prvni) hracka Markéta.
Smaze-li totiz na pocatku hry ¢islo 4, musi Tereza smazat ¢islo 1, a kdyz pak Markéta
smaze Cislo 6, nemtze jiz Tereza zadné dalsi cislo smazat. Kromé tohoto pribéhu 4 —
— 1 — 6 si mize Markéta zajistit vitézstvi i jinymi, pro Terezu ,,vynucenymi* prubéhy,
napiiklad 6 -1 —4nebo4 -1 —-3 — 5 — 2.

V ptipadé n = 12 je vSech pfipustnych dvojic vyrazné vétsi mnozstvi. Proto si
polozime otéazku, zda vsechna ¢isla od 1 do 12 nelze rozdélit do Sesti pripustnych dvojic.
Najdeme-li totiz takovou Sestici, miiZeme popsat vitéznou strategii druhé hracky (Te-
rezy): smaze-li Markéta pii jakémkoliv svém tahu ¢islo x, Tereza pak vzdy smazZe to
¢islo y, které s ¢islem x tvofi jednu z Sesti nalezenych dvojic. Tak nakonec Tereza smaze
i posledni (dvanécté) ¢islo a vyhraje.

Hledané rozdéleni vSech 12 ¢isel do Sesti dvojic skutecné existuje, napiiklad

(1,4), (2,9), (3,8), (5,12), (6,11), (7,10).

Jiné vyhovujici rozdéleni dostaneme, kdyz v pfedchozim dvojice (1,4) a (6, 11) zaménime
dvojicemi (1,6) a (4,11). Dalsi, méné podobné vyhovujici rozdéleni je naptiklad

(1,6), (2,5), (3,10), (4,9), (7,12), (8,11).

Odpovéd: Pro n = 6 ma vitéznou strategii Markéta, pro n = 12 Tereza.

Za uplné tfeseni udélte 6 bodi, z toho 2 body za vyreseni pripadu n = 6 a 4 body za vyreSeni pripadu
n=12.



