61.ro¢nik matematické olympiady

Ulohy klauzurni &3sti $kolniho kola kategorie B

1. V oboru celych ¢isel feste rovnici
P+ +r+y=4.

2. Je dan pravouhly trojuhelnik ABC' s pravym thlem pfi vrcholu C. Necht F je pata
vysky z vrcholu C' na pfeponu AB. Na kolmicich k ptimce AB, které prochazeji
vrcholy A a B, jsou v poloroviné opac¢né k poloroviné ABC' zvoleny po fadé body D
a F, pro néz plati |AF| = |AD| a |BF| = |BE|. Ozna¢me dale R stfed usecky DE.
Dokazte, ze plati nerovnost |RF| = |C'F|, a zjistéte, kdy nastane rovnost.

3. V jistém mésté maji vybudovanou souvislou sit na $ifeni pomluv (pomluvy od libo-
volného pomlouvace a libovolné pomlouvacky se mohou dostat ke vSem ostatnim).
V ni si kazdy pomlouva¢ vymeénuje informace se dvéma pomlouvackami a kazda
pomlouvacka si vyménuje informace se tfemi pomlouvaci. Pfredpokladejme, ze ve
zminéné siti se najde takovy muz i takova Zena, ze po pripadném umrti kterékoli
z téchto dvou osob prestane byt sit souvislou. Najdéte nejmensi mozny pocet ¢lent
této siteé.

Klauzurni c¢ast skolniho kola kategorie B se kona
ve Ctvrtek 26. ledna 2012

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu mtize soutézici ziskat
6 bodi, Gspésnym resitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodi
nebo vice. Povolené pomitcky jsou psaci a rysovaci potieby
a Skolni MF tabulky. Kalkulatory, notebooky ani zadné jiné
elektronické pomtcky dovoleny nejsou. Tyto tidaje se zaktim
sdéli pred zahajenim soutéze.



61. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh klauzurni &4sti $kolniho kola kategorie B

1. Vynasobenim obou stran dané rovnice ¢tyfmi dostaneme
42% + 49 + 4x + 4y = 16.

Vyraz na levé strané takto upravené rovnice doplnime na soucet druhych mocnin dvou
dvojcleni. Obdrzime tak

Az + 4+ 1)+ (42 + 4y +1) = 2z + 1) + 2y + 1) = 18.

Staci tedy vysetfit vSechny rozklady cisla 18 na soucet dvou kladnych lichych cisel,
nebot ¢isla 2x + 1 a 2y + 1 nejsou délitelnd dvéma (a nerovnaji se tedy ani nule) pro
zéddna celd x a y.

Uvazujme proto nasledujici rozklady:

18=1+17=3+15=5+13=7+11=9+09.

Mezi uvedenymi soucéty je pouze jeden (18 = 9 + 9) souc¢tem druhych mocnin dvou
celych cisel. Mohou tedy nastat nasledujici ¢tyti pripady:

20 4+1=3, 2y+1=3, tj.z=1, y=1,
2¢+1=3, 2y+1=-3, tj.x =1, y= -2,
20 4+1=-3, 2y+1=3, tj.r=-2, y=1,

20 +1=-3, 2y+1=-3, tj. x = -2, y=—2.

Zdvér. Dané rovnici vyhovuji pravé ¢tyfi dvojice celych ¢&isel (z,y), a to (1,1),
(17 _2), (_27 1) a (_27 _2)

Jiné feseni. Danou rovnici lze upravit na tvar z(z + 1) + y(y + 1) = 4, z néhoz je
patrné, ze ¢islo 4 je nutno rozlozit na soucet dvou celych cisel, z nichz kazdé je souc¢inem
dvou po sobé jdoucich celych ¢isel. Protoze nejmensi hodnoty vyrazu ¢(¢+ 1) pro kladna
i zdporna cela t jsou 0,2,6,12,..., pfipadd v ivahu pouze rozklad 4 = 2 + 2, takze
kazda z neznamych z, y se rovna jednomu z ¢isel 1 ¢i —2, jedinych celych ¢isel ¢, pro
néz t(t+ 1) = 2. Navic je jasné, Ze naopak kazda ze ¢tyt dvojic (x,y) sestavenych z ¢isel
1, —2 je feSenim dané tulohy.

Za systematické a uplné feSeni udélte 6 bodu. Za odhad feSeni (1,1) neudélujte zadny bod, za dalsi
jedno uhodnuté feseni udélte 1 bod, za vSsechna uhodnuta reseni 2 body. P#i spravném postupu naopak

strhnéte 1 bod za kazdé chybéjici reSeni. Jednoznacnost rozkladu c¢isla 18 na soucet dvou druhych
mocnin je natolik zfejma, Ze ji neni nutné zdtvodnovat (jak je uvedeno v ptivodnim FeSeni).

2. Protoze DAF a EBF jsou pravouhlé rovnoramenné trojuhelniky, maji ahly pii
jejich preponéach velikost 45°, takze trojuhelnik DEF' je pravouhly. Oznac¢me S stred
tsecky AB (obr. 1). Protoze stfed pfepony pravothlého trojuhelniku je zaroven stfedem
jeho opsané kruznice, zfejmé plati |RF| = 1|DE| a |CS| = 1|AB|. AD a BE jsou dvé
rovnobézné primky, jejichz vzdalenost je rovna |AB|, a proto |DE| 2 |AB|. Plati tedy

1 1
[RF| = S|DE| 2 S|AB| = [CS| 2 |CF|,

coz jsme chtéli dokéazat.
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Obr. 1

Rovnost nastane, pravé kdyz |DE| = |AB| a |CS| = |CF)|, tedy pravé kdyz S = F
(pak je i |AD| = |AS| = |BS| = |BE| a |DE| = |AB]J) neboli pravé kdyz je trojuhelnik
ABC rovnoramenny.

Jiné fesSeni. Ozna¢me ¢, = |BF| a ¢, = |AF|. Vzhledem k tomu, ze |AD| = ¢
a|BE| = ¢, (obr.1), vidime, Ze pro délku pfepony DFE v pravothlém trojuhelniku DEF
(viz feSeni 2. tlohy doméciho kola) dostaneme pouzitim nerovnosti mezi aritmetickym
a geometrickym priimérem pro dvojici kladnych ¢isel ¢2 a ¢ a dale Eukleidovy véty
o vysce CF v pravouhlém trojuhelniku ABC odhad

IDE| = /2(c2 + }) 2 V2 2¢qcy = 2y/cacy = 2|CF|.

Protoze v pravouhlém trojuhelniku DEF plati |[RF| = Z|DE|, dostavdme vyuzitim
uvedené nerovnosti

2|RF| = |DE| 2 2|CF| aodtud |RF|>|CF],

coz jsme chtéli dokazat.
Rovnost nastane, pravé kdyZ se obé priimérované hodnoty ¢2 a ¢? rovnaji, tj. kdyz
plati ¢, = ¢p, coz nastane pravé v pripadé pravoihlého rovnoramenného trojuhelniku

ABC.

Za Gplné feseni udé€lte 6 bodu. Za opomenuti podminky, kdy nastane rovnost, strhnéte 2 body. Za pouhé
uhodnuti, kdy nastane rovnost, udélte 1 bod.

3. Oznacme A toho pomlouvace, po jehoz smrti se sit rozpadne, a My, Z; pocty
pomlouvacii a pomlouvacek v jedné oddélené skupin€, My a Z5 ve druhé. Protoze v kazdé
skupiné existuje alespon jedna pomlouvacka a ta je porad jesté ve spojeni s aspon
dvéma pomlouvaci, je M1 = 2 a My = 2. V kazdé skupiné mezi pocty pomlouvacek
a pomlouvaci plati nyni vztahy 3727 — 1 = 2M; a 3Z5 — 1 = 2M5. Rovnice tvaru
3z — 1 = 2m nema4 celociselné feseni z ani pro m = 2, ani pro m = 3, teprve pro m = 4



vychazi celé z = 3. Nejmensi mozny pocet c¢lend sité tak muze byt M; = My = 4,
Z1 = Zy = 3.

Takovou sit snadno sestrojime podle obr. 2, v némz z; oznacuji pomlouvacky a m;
pomlouvace.

Obr. 2

Zaroven vidime, Ze uvedena sit se stane nesouvislou po smrti jedné z pomlouvacek
z3 Ci z4. Nejmensi pocet clent sité s pozadovanou vlastnosti je proto 15.
Za uplné feseni udélte 6 bodt. Pokud bude nalezen jen minimalni odhad Z1 = Zo = 3, M1 = M> =

= 4 a nebude uvedena konkrétni konfigurace, udélte 4 body. Pokud bude nalezena pouze konkrétni
konfigurace a nebude dokazano, ze mensi pocet ¢lent sité nemuze existovat, udélte jen 2 body.



