61. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

/7

Ulohy domaci casti I. kola kategorie A

1. Oznacme n soucet vsech desetimistnych cisel, kterd maji ve svéem dekadickém zdpise
kaZdou z cislic 0,1,...,9. Zjistéte zbytek po déleni cisla n sedmdesdti sedmi.

RESENI. Nejdiive zjistime hodnotu ¢isla n, potom uz jeho zbytek po déleni &islem 77
urcime snadno. V zadani popsana desetimistna cisla nebudeme scitat primo. Hledany
soucet snaze najdeme tak, ze zjistime, kolikrat se ktera Cislice naléza ve vSech s¢itancich
na misté jednotek, desitek, stovek atd. Nasledné urcime, jaky je ,prispévek® kazdé cislice
do celkového souctu n.

Jestlize je ¢islice 1 na misté jednotek, potom na zbylych devét mist mtizeme zbylych
devét Cislic rozmistit libovolné, jen na prvni misto nesmime dat ¢islici 0. Na prvni misto
tedy muzeme dat nékterou z osmi riznych ¢islic (kazdou kromé 0), nasledné na druhé
misto nékterou z osmi riznych éislic (kazdou kromé té, jiz jsme dali na prvni misto),
na tieti misto nékterou ze sedmi riznych ¢islic (kazdou kromé ¢islic na prvnich dvou
mistech) atd. Cislice 1 se proto na misté jednotek naléza 8-8-7-6-5-4-3-2-1 = 8-8! krat.!

Stejnou uvahou zjistime, Ze Cislice 1 se naléza 8 - 8! krat i na misté desitek, stovek,
tisicti atd. Jen na prvni pozici se naléza az 9! krat, protoze tehdy na zbylych devét mist
miizeme zbylych devét ¢islic rozmistit libovolné — nemame omezeni pro ¢islici 0.

Prispévek cislice 1 do celkového souctu je tedy

8-8!+8-8-10+8-8!-100+...+8-8!-10° +9!-10° =
=8-8!-111111111 +9-8!-10% = 8! - 9 838 888 888.

Cislice 2 se zfejmé naléza ve vSech séitancich na jednotlivych mistech stejnékrat jako
Cislice 1, takze jeji prispévek do celkového souctu je dvojnasobny. Prispévek cislice 3 je
trojnasobny, prispévek ¢islice 4 ¢tyinasobny atd. Pocet vyskyti ¢islice 0 na jednotlivych
mistech je sice jiny nez u ostatnich ¢islic, ale zjisfovat ho nemusime, protoze piispévek
¢islice 0 do souctu je nulovy. Dohromady tak mame

n =38! 9888888888 - (1+2+...+9)=45-8!-9883888888. (1)

Hledany zbytek bychom mohli uz nyni urcit vycislenim hodnoty n a vydélenim
¢islem 77. My se vSak vyhneme zdlouhavému nasobeni a déleni velkych ¢isel. Z vyjad-
feni (1) vidime, ze n je délitelné sedmi (protoze ¢initel 8! je nasobek sedmi). Protoze
77 = 7-11, musi byt nasobkem sedmi i zbytek cisla n pri déleni sedmdesati sedmi.

Jesté uréime zbytek c¢isla n po déleni jedenacti. Trivialné plati 45 = 1 (mod 11)
a snadno vypocitame, ze 8! = 40320 = 5 (mod 11). Urceni zbytku ¢isla 9 888 888 888
mtZeme urychlit zndm§m tvrzenim: Cislo s dekadickym zapisem apar_1...a1ay dava
pii déleni jedenacti stejny zbytek jako &islo ag —ay +as —. ..+ (—1)*ay. Dostdvame tak

9883888888 =8—-8+8—-8+...+8—-9=—-1=10 (mod 11).

1 Ke stejnému vysledku bychom dospéli i jinou avahou: Jestlize bychom ¢islici 0 pFripustili i na prvni
pozici, vSech ¢isel by bylo 9!. Nevyhovujicich ¢isel s nulou na pocatku je 8!. Vyhovujicich ¢isel je
tedy 9! — 8! =9-8! -8/ =8-8!.



Celkové tedy vychazi
n=45-8!-9888888888=1-5-10=50=6 (mod 11)

(vyuzili jsme to, Ze soudin ¢initelti dava stejny zbytek jako soucin jejich zbytk).
Zbytkem pfi déleni ¢éisla n sedmdeséti sedmi je tedy ¢islo z mnoziny {6, 17, 28, 39, 50,
61,72}, které je délitelné sedmi, tedy ¢islo 28.

JINE RESENI. Pripustme, Ze na prvnim misté zapisu ¢isel mtze byt i nula. Potom
mezi vSemi Cisly, kterd maji ve svém desitkovém zapise kazdou z cislic 0, 1, ..., 9, se
kazda cislice vyskytuje na kazdém z deseti mist 9! krat. Proto je soucet vSech takovych
Cisel

1010 —1

sl:9!(0+1+2+...+9)(1+10+...+1o9):9!.45.T:9!-5-(1010—1).

Musime vsSak ode¢ist soucet téch (navic zapocitanych) desetimistnych ¢isel, kterd za-
¢inaji nulou. To jsou vlastné vSechna devitimistna cisla, jez maji ve svém desitkovém
zapise kazdou z ¢islic 1, 2, ..., 9. Analogicky jako predtim odvodime, Ze jejich soucet je

10° — 1
32:8!(1+2+...+9)(1+10+...+108):8!-45-T:8!-5~(109—1).

Ziejmé 7 | s1 a 7| s2, takze i 7 | s1 — s2 = n. Navic diky zndAmému rozkladu vime,
7e ¢isla 10281 41 = (10+1)(10%* —10%*~1 +... —10+1) jsou délitelna jedenacti, proto

51 =9!-5(10° —1)(10° +1) = 9! - 5(10° — 1) -0 = 0 (mod 11),
55 =81-5-(10°—1)=(8-7)-(6-5-4)-(3-2-5)-(10° +1 - 2) =
=1-(—1)-30-(—2) =5 (mod 11),

tedy n = 81 — s9 = —5 = 6 (mod 11). Zavér je stejny jako v prvnim FeSeni.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Urcete pocet vsech desetimistnych cisel, kterd maji ve svém desitkovém zapise kazdou
z ¢islic 0, 1, ..., 9. [10! — 9!]

N2. Ucitel si mysli ¢islo. Zakim prozradil, Ze jeho ¢&islo konéi ¢islici 6 a dava pii déleni
tFindcti zbytek 9. Urcete, jaky zbytek dava uditelovo ¢islo pii déleni ¢islem 65. [Uéitelovo
¢islo n spliiuje n = 1 (mod 5), n = 9 (mod 13). Protoze 65 = 5 - 13, musi byt hledany
zbytek z mnoziny {9,9 4+ 13,9 + 26,9 + 39,9 + 52}. Z téchto &isel jediné 9 + 52 = 61
déva spravny zbytek pfi déleni péti.]

N3. Dokazte, ze ¢islo s dekadickym zapisem agar_1 ... arag dava pri déleni jedenéacti stejny
zbytek jako &islo ap — a1 + az — ... + (=1)*ay. [Tvrzeni plyne z toho, ze 10 = —1
(mod 11), tudiz 10* = (—1)* (mod 11).]

D1. Dokazte, ze jestlize ¢isla a, b davaji pti déleni ¢islem d postupné zbytky u, v, jsou zbytky
¢isel ab, uv pti déleni Cislem d stejné.

D2. Dokazte, ze zbytky &isel 1, 10, 102, 103, ... pii déleni libovolnym lichym prvoéislem
riznym od 5 tvori periodickou posloupnost.

2. Na setkani bylo néekolik lidi. KaZdi dva, kteri se neznali, méli mezi ostatnimi pritom-
nymi pravé dva spolecné zndmé. Ucastnici A a B se znali, ale neméli ani jednoho
spolecného zndmého. Dokazte, Ze A © B méli mezi pritomnymi stejny pocet znd-
mych. Ukazte rovnéz, Ze na setkdani mohlo byt prdave sest osob.
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RESENI. Ucastniky setkani budeme znézoriiovat plnymi krouzky a to, ze se dva
lidé znaji, budeme znézornovat spojenim piislusnych krouzkt ¢arou.? Mnozinu znamych
ucastnika A riuznych od B ozna¢me M 4 a mnozinu znamych ucastnika B riznych od A
ozna¢me Mp (obr. 1). Podle zadéni jsou mnoziny M4, Mp disjunktni.

Obr. 1

Ani jeden ¢lovék z M4 se neznd s B, nebot A a B nemaji spoleéného znamého.
Protoze kazdy z M4 ma s B pravé dva spolecné znamé, pricemz jednim z nich je A,
nalézé se druhy mezi zbylymi znamymi acastnika B, tedy v mnoziné Mp. Pfitom zadni
dva lidé X, Y z M4 nemohou znat téhoz clovéka Z v Mp. V opacném pripadé by se
totiz Z neznal s A (nebot A, B nemaji spole¢né znamé) a zaroven by X, Y, B tvorili
trojici jejich spoleénych zndmych (obr.2a), coz je v rozporu se zadanim.
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A B A B
Obr. 2a Obr. 2b

Shriime jesté jednou poznatky odvozené v predchozim odstavci: Kazdy ¢lovek z M 4
zné nékoho z Mp a zadni dva lidé z M4 neznaji téhoz ¢lovéka v Mp (obr. 2b). Odtud
plyne, ze v mnoziné Mp je aspon tolik lidi jako v mnoziné M 4. Stejnou tvahou ovsem
dokézeme (vymeénou roli A a B), ze v mnoziné M 4 je aspon tolik lidi jako v mnoziné Mp.
Pratelé A a B maji tedy mezi pfitomnymi stejny pocet znamych.

V druhé céasti feSeni uz jen vymyslime a znazornime néjaké vyhovujici rozlozeni
znéamosti mezi Sestici osob, z nichz dvé jsou A a B, znaji se a nemaji spole¢né znamé.
7 prvni ¢asti uz vime, zZe tyto osoby museji mit stejny pocet znamych. Staci tedy napti-
klad kazdého z dvojice znamych A, B spojit s dvéma dalsimi osobami a mezi takovouto
Ctverici osob dokreslit ¢ary tak, aby bylo splnéno zadani. Objevime tak vyhovujici graf
na obr. 3a (jeho ekvivalentni zobrazeni je na obr. 3b).

A B
Obr. 3a Obr. 3b

2 Takovému zndzornéni se fika graf; castnici jsou vrcholy a znamosti jsou hrany grafu.

3



JINE RESENI. Necht M4, Mp jsou tytéZ mnoziny jako v prvnim feSeni. Budeme
pouzivat pojmy z teorie grafii. Necht M 4 obsahuje m vrcholi a Mg obsahuje n vrcholi.
Protoze kazdy vrchol z M4 ma s B spolecného znamého A a zaroven neni znamym
vrcholu B, musi mit s B pravé jednoho znamého v Mg (aby byla splnéna podminka ze
zadéani, Ze maji pravé dva spolecné znamé). Proto z kazdého vrcholu v M4 vychézi prave
jedna hrana do Mpg. Dohromady tudiz vychazi z M4 do Mp pravé m hran. Analogicky
z Mp vychazi do M4 pravé n hran. Jsou to vSak tytéz hrany, takze nutné m = n.

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

N1.

D1.
D2.

D3.

Na setkani bylo n€kolik lidi. Kazdi dva, ktefi se neznali, méli mezi ostatnimi pritomnymi
pravé jednoho spoleéného znamého. Nikdo se neznal se viemi. Ugastnici A a B se znali,
ale neméli ani jednoho spolecného znamého. Dokazte, ze na setkani byla osoba, ktera
neznala A ani B. [Kdyby A nemél kromé B zaddného zndmého, musel by kazdy znat B,
coz nevyhovuje zadéni. Proto A mé kromé B aspoii jednoho zndmého X. Podobné B
ma kromé A zndmého Y. Pfitom X a Y se nemohou znét, proto museji mit spoleéného
znadmého Z, kterého neznd A ani B.]

Dokazte, ze rozlozeni na obr. 3a je jediné vyhovujici rozlozeni se Sesti osobami.

Na setkani bylo nékolik lidi. Kazdi dva, ktefi se neznali, méli mezi ostatnimi pfitomnymi
pravé tii spoleéné znamé. Ucastnici A a B se znali, ale neméli ani jednoho spoleéného
zndmého. Dokazte, ze A i B méli mezi pfitomnymi stejny pocet zndmych. [Oznacme
M 4 mnozinu znamych Gcastnika A rtiznych od B a M mnozinu znamych tcastnika B
raznych od A, m = M|, n = [Mp|. Zfejmé z kazdého vrcholu M4 vychézeji pravé
dvé hrany do Mg a obracené, z kazdého vrcholu Mg vychéazeji pravé dvé hrany do M 4,
takze 2m = 2n neboli m = n.]

Ve skupin€ n zaka se n€kteri kamaradi. Vime, ze kazdy ma mezi ostatnimi aspon Ctyrti
kamarady. Ucitelka chce Zaky rozdélit na dvé nejvyse ¢tyrélenné skupiny tak, aby kazdy
mél ve své skupiné aspoii jednoho kamarada. a) Ukazte, ze v pfipadé n = 7 lze zéky
pozadovanym zplUsobem vzdy rozdélit. b) Zjistéte, zda lze zédky vzdy takto rozdélit
i v ptipadé n = 8. [60-C-1-4]

3. Oznacme S stred kruznice vepsané, T téziste a V prusecik vysek daného rovnora-
mennéeho trojuhelniku, ktery nent rovnostranny.
a) Dokazte, Ze bod S je vnitinim bodem usecky TV .
b) Urcete pomér délek stran daného trojihelniku, je-li bod S stredem usecky T'V .

RESENI.

Ozna¢me vrcholy daného trojuhelniku pismeny A, B, C tak, aby BC' byla

jeho zakladna. Velikosti stran a thla trojihelniku budeme oznacovat standardnim zp1-
sobem, tj. |[BC| = a,|AC| = |AB| = b, 3 = v = 90° — 3 a.. Necht H je stied zékladny BC'.

a) Vedme vrcholem B vysku, osu thlu a téZnici troj- A

uhelniku ABC' a jejich priseciky s pfimkou C'A oznac¢me
postupné P, D a M. VsSechny tfi lezi na polopiimce C'A
(body D, M dokonce na tuseéce C'A). Ziejmé staci dokazat,
ze bod D je vnitinim bodem usecky M P. Rozebereme dva

pripady.

Jestlize b > a (obr. 4a), je zfejmé 3 > 60°. Odtud mame
|<CBP|=90°— 8 <90°—60° =30° < $3 = |xCBD|,

takze |C'P| < |CD|. Osa thlu déli stranu trojuhelniku v po-
méru pfilehlych stran, proto |CD|/|AD| = a/b < 1, odkud

|CD| < 3|CA| = |CM|. Dohromady tedy |CP| < |CD| < B a I C

< |CM]|, tedy bod D lezi uvnitt tsecky M P.
Jestlize a > b (obr.4b), je f < 60° a analogicky dosta-

Obr. 4a

véme |xCBP| = 90° — § > 90° — 60° = 30° > 13 = |xCBD|, |CD|/|AD| = a/b > 1,
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Obr. 4b Obr. 5

takze |CP| > |CD| > Z|CA| = |CM|, tedy i v tomto piipadé lezi bod D uvnitf
usecky M P.

b) Nejdfive vyjadiime délky usecek T'H, SH, V H pomoci délek stran trojuhelniku
a pomoci délky v vysky AH (obr.5), kterou ovSem dokazeme rovnéé vyjadrit pomoci
délek a, b, nebot z Pythagorovy véty v trojuhelniku ABH mame v? =b% — 1 a?.

Tézisté T deéli téznici AH v poméru 2 : 1, takze |TH| =

Usecka SH je polomérem p vepsané kruznice a jeji délku vypoéitéme ze znamého
vzorce Sapc = 0- s pro obsah trojuhelniku ABC, kde s oznacuje polovinu jeho obvodu:

SaBc %av av
SH = = = = .
| = %(a +2b) a+2b
Trojahelniky BV H a ABH jsou podobné, protoze jsou oba pravouhlé a |<V BH| =
= 90° — 3 = 1a = |xBAH]|. Pro piislusné délky stran proto mame |[VH| : |[BH| =
= |BH]|: |AH]|, odkud
|BH|?>  a?
|AH| — 4v’
Protoze body S, T, V' lezi na poloptimce H A, je rovnost |T'S| = |SV| ekvivalentni
rovnosti

VH| =

TH|+|VH| =2|SH]|,

takze dosazenim za jednotlivé délky a vyuzitim vztahu pro vysku v postupné (ekviva-
lentnimi Gpravami) dostavame

a? 2av

1
3T T ot
4v?(a + 2b) + 3a*(a + 2b) = 24av?,
3a*(a + 2b) = 40? (5a — 20b),
2(a +2b) = 4(b* — La?)(5a — 2b),
a*(a + 2b) = (2b+ a)(2b — a)(5a — 2b),
3a% = 12ab — 5a® — 4b?,
24> — 3ab+b* = 0,
(2a — b)(a —b) = 0.



Protoze podle zadani je a # b, je bod S stfedem tusecky TV, pravé kdyz 2a = b, tedy
praveé kdyz je pomér délek stran vysetfovaného trojuhelniku roven 1: 2 : 2.

JINE RESENI. a) Protoze S, T, V jsou vnitini body polopfimky HA (body S, T jsou
dokonce vnitini body tsecky H A), staci ukazat, ze rozdily |HS| — |HT| a |HV|— |HS|
jsou nenulové a maji oba stejné znaménko.

Bez ijmy na obecnosti necht a = 2, tj. |BH| = |HC| = 1. Z pravothlych trojuhel-
niki BSH, BAH a BV H dostavame

& [HA| _ tgf 1
HS| =tg—, |HT|=—=— HV|=1tg(90° — ) = —.
HS|=tgy, [HT|= 50 =55 o |HV|=ts(00° - )=
i 2tgx . L, 1 )
Diky vztahu tg 2z = 1 t2a pfi oznaceni ¢t = tg 53 mame
2t t(1 — 3t?)
HS|— |HT|=1t- =
A5 =] | 3(1 —1¢2) 3(1—1t2)’
1—1¢2 1 — 3t
HV|—-|HS| = —t= .
[HV |~ [HS| = — 5

Protoze 3 je ostry thel riizny od 60°, plati 38 € (0°,45°) a 33 # 30°, odkud pro
hodnotu t = tg %ﬁ vyplyvaji vatahy 0 < t < 1 a 3t? # 1, takze oba zkoumané rozdily
jsou bud kladné (jestlize 3 < 60°), anebo zaporné (jestlize 5 > 60°).

b) Podil rozdila z ¢asti a) ma vyjadieni

|HS| — |HT|  t(1—3t?) 2t 2t2

|[HV|— [HS| ~ 3(1—) 1-3t2 3(1-¢)

Bod S je stfedem tsecky TV, pravé kdyz je uvedeny podil roven 1. Proto v oboru (0,1)
feSime rovnici
2t2

e ——
31—12)

kterd tam zfejmé ma jediny koren

3 2t
t:\/;, odkud tgp = ¢ — V/15.

V trojuhelniku BHA tedy kromé |BH| = 1 plati |HA| = tgf8 = V15, takze podle
Pythagorovy véty méame |[BA| = y/1+ 15 = 4. Strany trojihelniku ABC' jsou proto
v poméru 2:4:4 neboli 1:2:2.

JINE RESENI. a) Ozna¢me vrcholy daného trojihelniku stejné jako v prvnim FeSeni,
dale O sttfed opsané kruznice, By patu vysky z vrcholu B a B; stfed strany AC'. Protoze
osa thlu pfi vrcholu B protind oblouk C'A opsané kruznice v jeho stiedu M (obr.6),
je zfejmé, ze diky podmince O # V (jez je ekvivalentni s tim, Ze dany trojihelnik neni
rovnostranny) protne tato osa stranu AC uvniti tsecky BoBi, a tudiz bod S lezi uvnit¥
usecky TV

Vv

Vv
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Obr. 6

vlastnost jednoduse plyne z toho, Ze trojuhelnik A; B;C} tvoreny stfednimi prickami da-
tem % A protoze osa kazdé ze stran trojuhelniku ABC' je zaroven vyskou trojihelniku
A1 B1C1, je stfed O kruznice opsané danému trojihelniku ABC zaroven prusecikem
vysek trojuhelniku A, B1C4, takZe bod O je v uvedené stejnolehlosti obrazem bodu V/
a |TO| = |TV|. Pokud tedy stied S kruZnice vepsané trojuhelniku ABC' pili tsecku
TV, déli body T a S (v tomto poradi) orientovanou tsecku OV na tfi shodné ¢asti.
Pro kolmé priméty By, Sy a By bodi O, S a V na stranu AC' (obr. 7) proto plati

CBy = CBy + 3(CSy — CBy) = 3CSy — 2CBy.

Budeme-li uvedenou rovnost chépat jako rovnost orientovanych tusecek (nebo vektori)
na primce C'A, vyhneme se nutnosti rozliSovat, zda je tihel pti vrcholu A vétsi ¢i mensi
nez 60°, protoze jak uz vime, na poradi zminénych bodi to nema vliv.

A

Obr. 7

Do nalezené rovnosti ted mizeme dosadit 1b za CBy, 1a za CSy (|CSo| = |C A4 je
délka tsekt obou tecen z vrcholu C' ke kruznici vepsané trojuhelniku ABC) a kone¢né
ze dvou podobnych pravotuhlych trojuhelnikt BCBy a AC Ay (shoduji se ve spoleéném
thlu BCA) vychézi CBy = 1a?/b. Dostavéame tak

b 3 2
5:7“_% neboli % — 3ab + 2a2 = 0.



Posledni rovnost lze pfepsat jako (b — a)(b — 2a) = 0, a protoze a # b, musi byt b = 2a.

JINE RESENT. Cast a) uz nebudeme znovu dokazovat, pouZijeme stejny postup
i oznaceni jako v predchozim feSeni.

b) Nejprve ukazeme, Ze v trojuhelniku, v némz je pii vrcholu A thel vétsi nez 60°,
nemtize osa uhlu stfedem usecky V'I' viibec prochazet. K tomu vyuzijeme zndmou
vlastnost priseciku vysek: jeho obraz V' v osové soumérnosti podle strany AC lezi
na kruznici k trojuhelniku ABC opsané (obr.8). ProtoZze za uvedeného predpokladu
lezi body T a O (v tomto poradi) na polopfimce AO az za bodem V', lezi zfejmé obrazy
T’, O" bodu T, O v uvedené osové soumeérnosti ve vnéjsi oblasti kruznice k. V jeji
vnéjsi oblasti lezi ovSem i obraz B” vrcholu B ve stiedové soumérnosti podle stfedu
usecky VT: bod B” je totiz prusecikem poloptimek TT" a CO’, protoze CO’ je zéroven
kolma na BC (AOCO’ je kosoétverec) a je tak obrazem piimky AO ve stejnolehlosti se
stiedem B a koeficientem 2. Uhlopiicka BB” rovnobézniku BT B”V (na niz lezi téznice
trojuhelniku BT'V') proto ur¢ité protne kruznici k£ uvnitt pasu rovnobézek BV a TT".
Osa thlu pfi vrcholu B vsSak protina kruznici k£ ve stfedu M prislusného oblouku AC
a primka OM lezi vné zminéného pasu.

Obr. 8

Predpokladejme tedy, ze v daném trojuhelniku je pti vrcholu A tthel mensi nez 60°
a ze stied S vepsané kruznice piili isecku V'T'. Oznacme (@ stfed tsecky BT, Sy bod do-
tyku vepsané kruznice se stranou AC a U patu kolmice z bodu T na vysku BV (obr.9).
Usetky TU a QS jsou zfejmé piicky trojihelniku BByB; rovnobézné s odpovidaji-
cimi stranami B By a BBy ve dvouttetinové vzdalenosti od protéjsich vrcholt. Je tedy




také USy || QT (body U, Sy totiz déli orientované tsecky BBy, resp. By By ve stejném
poméru 2 : 1), a protoze bod Sy lezi zfejmé na Thaletové kruznici s primérem @B,
a zaroven bod U lezi na Thaletové kruznici s primérem BT, je QU SyT kosoctverec.
Trojuhelnik A;S5yS je rovnoramenny a z rovnosti obvodovych thla prislusnych tétive TU
kruznice s prumérem BT plyne |<TAU| = |<TBU| = |xQSoU|. Kdyby body A;, U
a Sy nelezely v pfimce, pruse¢ik U ramen A U, SoU shodnych ahla SA,U, SSoU by
lezel na ose soumérnosti tsecky A1Sy, takze trojuhelnik A;USy by byl rovnoramenny.
Protoze vsak tétivé A,U prislusi obvodovy thel A; BU, pro jehoz velikost dle predpo-
kladu plati 90° — v < 30°, je délka této tétivy mensi nez polomér prislusné kruznice
neboli |A1U| < |QT| = |USp|. Vzhledem k uvedenému rozporu musi body A;, U a Sy
lezet v ptimce, takze A1Sy je stredni pfickou trojuhelniku BCB;. Trojthelnik A;SyC
je rovnoramenny, proto je rovnoramenny i trojihelnik BB;C'. Odtud okamzité plyne,
ze b = 2a.
NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Dokazte, ze v kazdém trojihelniku déli osa thlu protilehlou stranu v poméru stran
prilehlych. [Jestlize D je priisecik strany C'A a osy thlu C BA, lze pomér q obsahi troj-
thelniki BCD a BAD vyjadfit dvéma zpusoby: ¢ = |BC| : |BA| (vysky z vrcholu D
maji stejnou velikost) a zaroven g = |CD| : |AD| (vysky z vrcholu B splyvaji).]
N2. V rovnoramenném trojuhelniku se zakladnou délky a a rameny délky b vyjadiete veli-
kost poloméru p vepsané kruznice. [p = %a\/ 462 — a2 /(a+2b) = %a\/(Zb —a)/(2b+ a)]
N3. Dokazte platnost sou¢tového vzorce tg(x +y) = (tgx +tgy)/(1 —tgx - tgy).
D1. Na odvésnach délek a, b pravotihlého trojihelniku lezi postupné stfedy dvou kruznic kg,
kp. Obé kruznice se dotykaji pfepony a prochézeji vrcholem proti preponé. Poloméry
uvedenych kruznic oznac¢me gq, 0p. Urcete nejvétsi kladné ¢islo p takové, ze nerovnost

11 11
—+—2p(=+7)
%a  Ob a b

plati pro v8echny pravouhlé trojuhelniky. [58—A-I1-2]

4. Necht p, q jsou dvé riznd prvodisla, m, n prirozend c¢isla a soucet
mp—1 ng—1
4 i q
q p

je celé cislo. DokaZzte, Ze plati nerovnost

m n
—+—=—>1
qg p

RESENI. Aby se dala lépe vyuzit podminka celo¢iselnosti, upravime souéet zlomki
na tvar

mp—1_ ng—1 _p(mp—1)+q(ng—1)
q p Pq

Citatel posledniho zlomku je nasobkem jeho jmenovatele, takze je délitelny jak prvo-
¢islem p, tak prvocislem g. Protoze prvni sc¢itanec citatele je nasobkem p, musi jim byt
i druhy sc¢itanec, tedy p | g¢(ng — 1). Z nesoudélnosti prvocisel p, ¢ odtud dostéavame
p | ng — 1. Podobné mame ¢ | p(mp — 1), tedy ¢ | mp — 1.

Pfirozené ¢islo mp + (nqg — 1) (které muzeme zapsat i ve tvaru (mp — 1) 4+ nq) je
proto délitelné jak ¢islem p, tak ¢islem ¢, a tedy (diky nesoudélnosti p, ¢) i souéinem pq.
Pro jeho velikost tudiz plati odhad

mp+ng—12pqg, takze mp+ ng > pq.

Po vydéleni obou stran ¢islem pg dostaneme nerovnost, jiz jsme méli dokazat.
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Pozndmka. Kli¢ové tvrzeni pq | mp + ng — 1 muzeme dokazat i jinak. Protoze
plng—1agq|mp—1, nutné pq | (ng—1)(mp —1) = mnpqg — (mp +ng — 1). Odtud jiz
plyne pg | mp + ng — 1.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Najdéte né&kolik &tvetic m, n, p, ¢ vyhovujicich pfedpokladim zadani. [Vyhovuje libo-
volnd ¢tverice, pro niz jsou oba zlomky (mp — 1)/q, (ng — 1)/p cela &isla.]

N2. Necht a, b, ¢ jsou pfirozend ¢isla. Dokazte, Ze jestlize jsou a, b nesoudélné a a | be, je
a | c. [Protoze (a,b) = 1, existuji celd ¢isla z, y takova, ze ax 4+ by = 1. Protoze a | be,
existuje k takové, ze ak = bc. Odtud aky = bey = ¢(1 — ax), tedy ¢ = a(ky + cx) neboli
alc]

N3. Pro cela ¢isla a, b, ¢, d plati b | a + ¢, a | b + d. Dokazte, ze ab | ad + bc + cd.
[ab | (a+c)(b+d) = ab+ (ad + bc + cd)]

D1. Urcete vsechna celd kladn4 ¢éisla m, n takova, ze n déli 2m—1 a m déli 2n—1. [59-A-1I-3]

D2. Urcete vSechny dvojice (m, n) kladnych celych ¢&isel, pro které je ¢islo 4(mn+1) délitelné
¢islem (m + n)2. [60-A-11-3]

D3. Najdéte vSechny trojice navzijem ruznych prvocisel p, g, r splinujici nasledujici pod-
minky:

plg+r, qlr+2p, 7r|p+3q

[55—-A—TII-5]

5. Jsou dany dvé shodné kruznice ki, ko o poloméru rovném vzddlenosti jejich stredi.
Jejich priseciky oznacme A a B. Na kruznici ko zvolme bod C' tak, Ze usecka BC
protne kruznici ki v bodé rizném od B, ktery oznacime L. Primka AC' protne
kruznici k1 v bod€ rizném od A, ktery oznacime K. Dokazte, Ze primka, na niz
lezi téznice z vrcholu C' trojuhelniku K LC, prochdzi pevnym bodem nezavislym na
poloze bodu C.

RESENT. Oznacéme 51, Sy stiedy kruznic k1, ko. Necht P je takovy bod kruznice ki,
ze PS5 je jejim priumérem. Ukazeme, Ze hledanym pevnym bodem je bod P, tj. doka-
zeme, ze stied usecky KL lezi s body P, C na jedné piimce.

Oznacme () bod soumérné sdruzeny s bodem S; podle stfedu S kruznice ky. To
znamena, ze S1(Q) je prumérem kruznice ko a tthel S7BQ je pravy, BQ je tudiz tecnou
kruznice k;. Vzhledem k podminkdm tlohy musime bod C' volit uvniti kratsiho ob-
louku AQ kruznice ky. Z osové soumérnosti podle osy 5155 je i PA te¢nou kruznice kq,
proto je bod K vnitinim bodem kratsiho oblouku PA kruznice k; (obr. 10).

K
A
C
P Q
k’l k2
B
Obr. 10

Protoze kruznice maji stejné poloméry, jsou trojuhelniky S;52A4, S152B rovno-
stranné a velikost stfedového thlu BS1 A je 120°. Pfislusny obvodovy thel BPA ma
proto velikost 60°. Navic body A, B jsou soumérné sdruzené podle pfimky P.Ss, takze
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|PA| = |PB| atrojthelnik ABP je rovnostranny.® Vechny obvodové tihly nad shodnymi
tétivami PA, PB, AB maji tedy velikost 60° (jestlize vrchol lezi na delsim oblouku),
resp. 120° (jestlize vrchol lezi na krat$im oblouku). U tétivy AB to plati i pro obvodové
uhly na kruznici ks, protoze obé kruznice jsou shodné.

Z uvedeného dostavame

XACB| =60°,  |<PLB|=60°, |xPKA|=120°.

7Z rovnosti prvych dvou uhld plyne rovnobéznost piimek PL a KC a z toho, Ze soucet
prvniho a tietiho thlu je 180°, plyne rovnobéznost pfimek PK a LC. Ctyithelnik
PLCK je tedy rovnobéznik, odkud uz pfimo plyne dokazované tvrzeni (tithlopficky
rovnobézniku se navzajem puli, takze pfimka PC prochazi stfedem tsecky K L).

JINE RESENI. Ozna¢me body stejné jako v prvnim feSeni. Jediné, co potiebujeme
dokazat, je, ze PLCK je rovnobéznik.

Body A, B jsou soumérné sdruzené podle piimky P.Ss, proto vzhledem k vlastnos-
tem obvodovych a stfedovych thla plati (obr.11)

1
XPLB| = |xPS;B| = ; |xAS,B| = |%ACB

a odtud uz plyne PL || KC.

Ctyithelnik PLAK je tedy lichobéznik (potadi jeho vrcholti je dano tim, ze bod K
je vnitinim bodem kratsiho oblouku AP, jak vime z prvniho Feseni), a protoze je tétivovy
(je vepsan kruznici ki), musi byt rovnoramenny. Jeho thlopticky KL, PA jsou tedy
shodné, a protoZe z vySe zminéné soumérnosti mame |PA| = |PB]|, plati téz |KL| =
= |PB|. Ctyithelnik K PBL je tétivovy a jeho protilehlé strany KL, PB jsou shodné,
takZe to rovnéZ musi byt rovnoramenny lichobé&Znik? (obr.11). Odtud uz dostavdme
PK || LC.

K

B
Obr. 11

Poznamka. Dané tvrzeni plati, i kdyz pripustime, ze kruznice ki, ko maji rtizné
polomeéry, pricemz Ss lezi na k1; v druhém uvedeném feseni jsme totiz shodnost kruznic

3 To ostatné plyne i z toho, ze P, B, S2, A jsou ¢tyfi ze Sesti vrcholu pravidelného Sestithelniku
vepsaného do k.

4 Vyplyva to naptiklad z rovnosti obvodovych uhlt PLB, K PL nad shodnymi tétivami PB, KL,
anebo jednoduse ze soumérnosti podle osy usecky BL.
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mlcky vyuzili jen ke zjisténi, na kterém z oblouktt AP bod K bude lezet. Na dalsi uivahy
vSak poloha bodu K nemé podstatny vliv. Podobné lze rozborem nékolika pripadi
ukazat, ze tvrzeni ulohy plati i v pripadé, kdy bod L na kruznici k; je urcen jako jeji
druhy prtsecik s primkou BC.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Dokazte, ze kazdy tétivovy lichobé&znik je rovnoramenny. [Jestlize PQRS je t&tivovy
lichobéznik se zdkladnou PQ, ze st¥idavych Ghld plyne |xQPR| = |xSRP|. Obvodové
thly nad tétivami QR, PS tedy maji stejnou velikost, a proto museji byt tétivy QR,
PS shodné. Jiny zptsob: Osa kazdé tétivy prochézi stfedem kruznice, proto je osa
strany PQ totozné s osou strany RS (jsou rovnobézné a prochéazeji spoleénym bodem)
a podle této osy jsou usecky PS, QR soumérné sdruzené, tedy shodné.]

N2. Dokazte, Ze ve ¢tyiuhelniku se thlopficky navzajem puli, pravé kdyz to je rovnobéznik.
[Jestlize se v ¢tyfuhelniku ABCD thlopficky pili v bodé S, jsou trojuhelniky ABS,
CDS shodné a ze stf¥idavych thli AB || CD, analogicky BC || AD. Jestlize ABCD je
rovnobéznik s prisecikem thlopricek S, plyne ze st¥idavych tthli shodnost trojihelniki
ABS, CDS, tj. shodnost tse¢ek BS, SD, resp. AS, SC.]

D1. Je dan tétivovy ctyiahelnik ABC D. Dokazte, Ze spojnice prusec¢iku vysek trojuhelniku
ABC s pruseéikem vysek trojuhelniku ABD je rovnobézna s pfimkou CD. [58-A-1-2]

D2. Je dana kruznice k s tétivou AC, kterd neni primérem. Na jeji te¢né vedené bodem A
zvolime bod X # A a oznacime D prusecik kruznice k s vnitikem tse¢ky X C (pokud
existuje). Trojuhelnik ACD doplnime na lichobé&znik ABCD vepsany do kruznice k.
Urcete mnozinu prusecniku pfimek BC' a AD odpovidajicich vSem takovym lichobéz-
niktim. [59-A-II1-4]

6. Najdéte nejvetsi redalné cislo k takové, Ze nerovnost

2(a? + kab + b?)
(k+2)(a+b) Z Vab

plati pro vsechny dvojice kladnych realnych cisel a, b.

RESENI. Pro k = 2 se d4 nerovnost po vykraceni upravit na tvar %(a+b) > Vab, coz
je zndma nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem platna pro libovolna
kladna cisla a, b. Hledané nejvétsi £ je tedy urcité aspon 2. Zkoumejme dale danou
nerovnost jen za predpokladu k = 2.

Ekvivalentni upravou (protoze k + 2 > 0) dostaneme

2(a® + kab + b?) > (k + 2)(a + b)Vab
a po vydéleni obou stran kladnym éislem b mame
a? a a
> — =
2(62+kb+1>:(k+2)<b+1> b

Ozna¢me /a/b = x. Vhodnou volbou kladnych ¢isel a, b nabude x libovolné kladné
hodnoty. Déale proto stac¢i zabyvat se nerovnosti

2zt + kx? +1) 2 (k+2)(2* + 1)z

a hledat nejvétsi k takové, ze uvedend nerovnost je splnéna pro kazdé kladné z. Po
jednoduchych ekvivalentnich tpravach smérujicich k osamostatnéni k dostavame

k:((xZ—f— )z —22%) < 2(2* +1— (2 + 1)x),
k(z® — 22° + z) gt — 23—+ 1),
1)

'

ka(2? — 22 + m‘”’( —1) = (z - 1)),
kx(x —1) r—12(x? 4z +1).
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Pro z = 1 je posledni nerovnost splnéna vzdy. Pro x # 1 nerovnost vydélime
kladnym vyrazem x(z — 1)? a ziskdme pfimo odhad pro k:

2(2%2 + x4+ 1)
x

k

A

:2+2<x+§>. (1)

Pro kladné z je x+1/x = 2 s rovnosti jediné pro z = 1. Pro x # 1 vyraz z+ 1/x nabyva
vSech hodnot z intervalu (2, 00), prava strana (1) tudiz nabyva vSech hodnot z intervalu
(6,00). Z toho je zfejmé, ze nejvétsi k takové, ze (1) plati pro vSechna kladna = # 1, je
k = 6.

JINE RESENI. Danou nerovnost ekvivalentné upravime:

2 (a+b)?+ (k—2)ab

> 4/
k+ 2 a+b = Vab,
2 b vab
—(iﬂk—z) a )31. )
k?+2 \/ab a+b

Ozna¢me u = (a +b)/vab = y/a/b+ \/b/a. Posledni vyraz jako soucet dvou navzajem
prevracenych kladnych ¢isel mize nabyt libovolné hodnoty z intervalu (2, 00). Upravou
nerovnosti (2) za podminky k 4 2 > 0 dostavame

2
k42

k+2

<u+(k—2)%) >1 mneboli u?— u+ (k—2) 2 0. (3)

Kvadraticka funkce na levé strané posledni nerovnosti méa pro kazdé k kofen u = 2
a jeji koeficient u kvadratického ¢lenu je kladny. Nerovnost (3) proto plati pro kazdé
u = 2, pravé kdyz vrchol odpovidajici paraboly lezi v levé poloroving uréené piimkou
u = 2. Protoze uvedena kvadraticka funkce nabyva minima pro ug = %l(kz—l—Q), je posledni
nerovnost splnéna pro kazdé u = 2, pravé kdyz

2
k% <92 neboli k<6.

Zaver. Hledana nejvétsi hodnota je k = 6.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Uréete, jaké hodnoty nabyvéa vyraz = + 1/z pro = > 0. [Protoze (/z — 1/y/x)? = 0,
mame z + 1/x 2 2. Rovnost nastdva pro z = 1. Vyraz nabyde i v8echny hodnoty vétsi
nez 2, protoze rovnice  + 1/x = p ma pro p > 2 dva kladné kofeny %p + %\/pQ —4.]

N2. Urcete vSechny hodnoty parametru p, pro které kvadraticka funkce f(x) = x2+pr+p—1
nabyva v oboru kladnych ¢&isel jen kladnych hodnot. [Protoze f(z) = (z+1)(z+p—1),
jsou kofeny funkce —1 a 1—p. Dand podminka je splnéna, pravé kdyz ani jeden z kofent
neni kladny, tedy pravé kdyz p = 1.]

D1. Dokazte, ze pro libovolna kladné redlna d¢isla a, b plati

M<2(a2+3ab+b2)<a+b
- 5(a +b) - 2

)

a pro kazdou z obou nerovnosti zjistéte, kdy se méni v rovnost. [59-C-I-5]
D2. Dokazte, ze pro libovolna riazna kladna cisla a, b plati

a+b<2(a2+ab+b2)< a? + b2
2 3(a+b) 2
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