60. roénik matematické olympiady

Ulohy klauzurni ¢asti skolniho kola kategorie C

1. Po okruhu béhaji dva atleti, kazdy jinou konstantni rychlosti. Jestlize bézi opacnymi
smeéry, potkavaji se kazdych 10 minut, jestlize bézi stejnym smérem, potkavaji se kaz-
dych 40 minut. Za jakou dobu ubéhne okruh rychlejsi atlet?

2. Je dan ctverec se stranou délky 6 cm. Najdéte mnozinu stfedi vsech pricek ctverce,

které ho déli na dva étyiahelniky, z nichz jeden ma obsah 12 cm?. (P¥ickou étverce
rozumime tusecku, jejiz krajni body lezi na stranach ¢tverce.)

3. Necht z, y jsou kladné celd ¢isla takova, ze obé ¢isla 3x + 5y a bx + 2y jsou délitelnd
¢islem 60. Zdavodnéte, proc ¢islo 60 déli také soucet 2z + 3y.
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tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tulohu miize soutézici ziskat
6 bodili, ispéSnym TreSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomticky jsou psaci a rysovaci potfeby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zakium sdéli pred zahajenim soutéze.



60. roénik matematické olympiady

Reseni tloh klauzurni ¢asti skolniho kola kategorie C

1. Oznac¢me rychlosti bézct vy a vy tak, ze v; > vy (rychlosti uddvame v okruzich
za minutu). Predstavme si, Ze atleti vystartuji ze stejného mista, ale opaénym smérem.
V okamziku jejich dalsiho setkani po 10 minutach bude soucet délek obou probéhnutych
usekti odpovidat presné délce jednoho okruhu, tedy 10v; + 10vy = 1.

Jestlize bézi atleti ze stejného mista stejnym smérem, dojde k dalsimu setkani, jakmile
rychlejsi atlet zabéhne o jeden okruh vic nez ten pomalejsi. Proto 40v; — 40vy = 1.

Dostali jsme soustavu dvou linearnich rovnic s nezndmymi vy, vs:

10v; 4+ 10wy =1,
401)1 - 40’02 = 1,

kterou vyresime napftiklad tak, ze ke ¢tyinasobku prvni rovnice pficteme druhou, ¢imz
dostaneme 80v; = 5 neboli v; = 1—16. Zajima nas, jak dlouho trva rychlejsimu bézci probéh-
nout jeden okruh, tedy hodnota podilu 1/v;. Po dosazeni vypoétené hodnoty v, dostaneme
odpovéd: 16 minut.

Pozndmka. Ulohu lze rovnéz Fesit tvahou: za 40 minut ubéhnou atleti dohromady
4 okruhy (to plyne z prvni podminky), pfitom rychlejsi o 1 okruh vice nez pomalejsi (to
plyne z druhé podminky). To tedy znamen4, Ze prvni za uvedenou dobu ubéhne 2,5 okruhu
a druhy 1,5 okruhu, takze rychlejsi ubéhne jeden okruh za 40/2,5 neboli 16 minut.

Za Uplné feseni udélte 6 bodt, z toho po 2 bodech za sestaveni jednotlivych rovnic a 2 body za vypocet
pozadované hodnoty.

2. Jestlize pricka déli ¢tverec na dva ctyruhelniky, museji jeji koncové body lezet
na protilehlych stranach c¢tverce. V takovém pripadé jsou oba ctyrtuhelniky lichobézniky
nebo pravothelniky (pro potfeby tohoto feseni budeme pravouhelnik povazovat za spe-
cidlni lichobéznik). Oznac¢me dany ¢tverec ABC'D, koncové body pricky ozna¢me K a L.
Predpokladejme, ze bod K lezi na strané AD, potom bod L lezi na strané BC'. Jeden ze
¢tyiahelnikt K ABL a K DCL mé podle zadani obsah 12 cm?; necht je to napt. lichobéznik
KABL.

Obsah lichobézniku vypocteme jako soucin jeho vysky s délkou stfedni pricky. Vyska
je v nasem pripadé rovna délce strany cCtverce, tedy 6 cm. Jeho stfedni pticka mé tudiz
délku 2 cm. Z toho plyne, ze stied tsecky K L musi lezet na ose strany AB ve vzdalenosti
2 cm od stiedu strany AB. Plati to i naopak: jestlize stied tsecky K L lezi v popsané poloze,
bude étyiuhelnik K ABL lichobéznik s obsahem 12 cm?.

Budeme-li misto lichobézniku K ABL uvazovat lichobéznik K DCL, vyjde stfed pfic-
ky KL na osu usecky C'D ve vzdélenosti 2cm od stiedu strany CD.

Pokud pticka KL spojuje body na stranach AB a C'D, dostaneme dalsi dva mozné
body lezici na spojnici stiedi usecek AD a BC'. Hledanou mnozinu tedy tvori ¢tyfi body,
které lezi na prickach spojujicich stfedy protilehlych stran ¢tverce ve vzdalenosti 1 cm od
jeho stredu.

Za Uplné Teseni udélte 6 bodu. Jestlize fesitel nezdivodni, ze nalezené body maji pozadovanou vlastnost

(m4 jen diikkaz nutné podminky), udélte nejvyse 5 bodl. Za objeveni jednoho z bodii zkoumané mnoziny
bez dtikazu spravnosti dejte jen 1 bod a za popis spravné mnoziny bez dikazu spravnosti 2 body.



3. Na zakladé predpokladu ze zadani vime, Ze existuji kladna cela ¢isla m a n, pro
ktera plati
3z + by = 60m,

5x + 2y = 60n.

Na tyto vztahy se miizeme divat jako na soustavu linearnich rovnic s neznamymi = a y
a parametry m a n. Vyresit ji umime libovolnou standardni metodou, napriklad od dvoj-
nasobku prvni rovnice odecteme pétinasobek druhé a vyjadiime z, potom dopocitame y.

Dostaneme
60(5n — 2m) 60(5m — 3n)

v 9 Y7 19

Protoze cisla 19 a 60 jsou nesoudélna, jsou obé cisla x a y délitelnd 60. Proto i soucet
2x + 3y je délitelny 60.

Jiné reseni. Vime, ze 60 = 3 - 4 - 5. Pfitom ¢isla 3, 4, 5 jsou po dvou nesoudéln4,
proto na ditkkaz délitelnosti 60 staci dokazat délitelnost jednotlivymi ¢isly.

Protoze ¢islo 3z + 5y je délitelné 5, je i = délitelné 5. Podobné z relace 5 | 5x + 2y
plyne 5 | y. Proto 5 déli i 2z + 3y.

Protoze ¢islo 3z + 5y je délitelné 3, je y délitelné 3. A protoze 3 | bz + 2y, je také
3| 5z, a tedy 3 | «. Proto 3 déli i 2x + 3y.

Protoze 4 | 3z + 5y a 4 | bz + 2y, je 4 | (3z + by) + (bx + 2y) = 8x + Ty, takze 4 | y.
A protoze naptiklad 4 | 3z + 5y, je také 4 | 3x neboli 4 | z. Proto 4 déli i 2z + 3y.

Jiné Feseni. Vyjadiime vyraz 2x + 3y pomoci 3z + 5y a 5x + 2y. Budeme hledat ¢isla
p a q takova, ze 2x + 3y = p(3z + 5y) + q(bx + 2y) pro kazdou dvojici celych éisel z, y.
Jednoduchou tupravou dostaneme rovnici

(2—3p—>5q)r+ (3—5p—2q)y =0. (%)
Budou-li hledana cisla p a ¢ splnovat soustavu

3p+5q =2,
op +2q =3,

bude zfejmé rovnost () splnéna pro kazdou dvojici z, y. VyFeSenim soustavy dostaneme
p=11/19, ¢ = 1/19. Dosazenim do (x) dostavame vyjadieni

19(2z + 3y) = 11(3x + 5y) + (bx + 2y),

z néhoz plyne, ze spolu s ¢isly 3z + 5y i bx + 2y je soucasné délitelné 60 i cislo 2z + 3y,
protoze ¢isla 19 a 60 jsou nesoudélna.
Za Uplné feseni udélte 6 bodu. Jestlize chybi zminka o nesoudélnosti ¢isel 19 a 60 a tato nesoudélnost je

v TeSeni potieba, udélte nejvyse 5 bodi. Za cCastecny pokrok v prvnim fesSeni dejte 2 body za sestaveni
soustavy rovnic a 4 body za sestaveni a vyfeseni soustavy rovnic nebo vyjadieni « a y pomoci parametri.



