60. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie C

. Na tabuli jsou napsana pravé tfi (ne nutné rizna) realna ¢isla. Vime, ze soucet libo-
volnych dvou z nich je tam napsan také. Urcete vSechny trojice takovych ¢isel.
. Najdéte vSechna kladna cel4 &isla n, pro kterd je &slo n? +6n druhou mocninou celého
Cisla.
. Lichobéznik ABCD ma zakladny AB a C'D po fadé délek 18cm a 6 cm. Pro bod F
strany AB plati 2|AE| = |EB|. Tézisté trojuhelniki ADE, CDE, BCE, jez oznac¢ime
po tfadé K, L, M, tvoii vrcholy rovnostranného trojuhelniku.

a) Dokazte, ze pfimky KM a C'M sviraji pravy thel.

b) Vypoctéte délky ramen lichobézniku ABCD.

. Necht z, y, z jsou kladna redlna cisla. Ukazte, Ze ¢isla
r+y+z—ryz a xy+yz+zex—3

nemohou byt zapornéa soucasné.

Krajské kolo kategorie C se kona
v atery 5. dubna 2011

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feseni tuloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tulohu miize soutézici ziskat
6 bodtli, ispésSnym TreSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomticky jsou psaci a rysovaci potieby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zakium sdéli pred zahajenim soutéze.



60. roénik matematické olympiady

Reseni tloh krajského kola kategorie C

1. Oznac¢me c¢isla napsand na tabuli a, b, c. Soucet a + b se téz naléza na tabuli, je
tedy roven jednomu z ¢isel a, b, c. Kdyby a + b bylo rovno a nebo b, byla by na tabuli
aspon jedna nula. Rozebereme proto tii pripady podle poc¢tu nul napsanych na tabuli.

Jsou-li na tabuli aspon dvé nuly, snadno se presvédcime, ze soucet kazdych dvou cisel
z tabule je tam rovnéz. Dostavame, ze trojice t, 0,0 je pro libovolné realné cislo ¢ feSenim
ulohy.

Je-li na tabuli pravé jedna nula, je tam trojice a,b,0, kde a i b jsou nenulova cisla.
Soucet a + b tudiz neni roven ani a, ani b, musi tedy byt roven 0. Dostavame tak dalsi
trojici t, —t, 0, kterad je fesenim tlohy pro libovolné realné ¢islo t.

Jestlize na tabuli neni ani jedna nula, soucet a + b neni roven ani a, ani b, proto
a+b = c. Ze stejnych divodi je b+ c = a a ¢+ a = b. Dostali jsme soustavu tii linedrnich
rovnic s nezndmymi a, b, ¢, kterou mizeme vytesit. OvSem hned z prvnich dvou rovnic po
dosazeni vyjde b+ (a + b) = a neboli b = 0. To je ve sporu s tim, Ze na tabuli zddné nula
neni.

Zdveér. Uloze vyhovuji trojice t,0,0 a t, —t, 0 pro libovolné realné ¢islo ¢ a zadné jiné.
Za uplné reseni udélte 6 bodd. Jestlize fesitel neovéri spravnost nalezenych trojic a tato spravnost nevyplyva

pfimo z jeho postupu, ud€lte nejvyse 5 bodd. Za pouhé objeveni vSech trojic dejte 2 body. Za objeveni
neuplné, ale nekonecné mnoziny vyhovujicich trojic 1 bod.

2. Ziejmé n? + 6n > n? a zdroveni n? + 6n < n? +6n + 9 = (n + 3)2. V uvedeném
rozmezi leZi jen dvé druhé mocniny celych ¢isel: (n + 1)% a (n + 2)2.

V prvnim piipadé mame n? + 6n = n? + 2n + 1, tedy 4n = 1, tomu vsak zadné celé
¢islo n nevyhovuje.

V druhém piipadé mame n? + 6n = n? + 4n + 4, tedy 2n = 4. Dostavame tak jediné
feSeni n = 2.

Jiné feseni. Budeme zkoumat rozklad n?+ 6n = n(n+6). Spoleény délitel obou ¢isel
n a n + 6 musi délit i jejich rozdil, proto jejich nejvetsim spolecnym deélitelem mohou byt
jen ¢isla 1, 2, 3 nebo 6. Tyto ¢tyfi moznosti rozebereme.

Kdyby byla ¢isla n a n + 6 nesoudélna, muselo by byt kazdé z nich druhou mocninou.
Rozdil dvou druhych mocnin pfirozenych cisel vSak nikdy neni 6. Pro malé ¢isla se o tom
snadno ptesvédéime, a pro k = 4 uz je rozdil byt i jen sousednich étverci k2 a (k — 1)2
aspon 7. Vlastnost, ze 1, 3, 5 a 7 jsou ¢tyti nejmensi rozdily dvou druhych mocnin, vyuzijeme
i dale.

Je-li nejvétsim spoleénym délitelem ¢isel n a n + 6 ¢islo 2, je n = 2m pro vhodné
m, které navic neni délitelné tfemi. Jestlize n(n + 6) = 4m(m + 3) je Etverec, musi byt
i m(m + 3) étverec. Cisla m a m + 3 jsou vSak nesoudélna, musi proto byt kazdé z nich
druhou mocninou pfirozeného ¢isla. To nastane jen pro m = 1 neboli n = 2. Snadno
ovéfime, ze n(n + 6) je pak vskutku druhou mocninou celého ¢isla.

Je-li nejvétsim spoleénym délitelem ¢isel n a n + 6 ¢islo 3, je n = 3m pro vhodné
liché m. Jestlize n(n + 6) = 9m(m + 2) je ¢tverec, museji byt nesoudélné ¢isla m a m + 2
rovnéz ctverce. Takové dva ¢tverce vSak neexistuji.



Je-li nejvétsim spoleénym délitelem cisel n a n + 6 cislo 6, je n = 6m pro vhodné m.
Jestlize n(n 4+ 6) = 36m(m + 1) je ¢tverec, museji byt ¢tverce i obé nesoudélna ¢isla m
a m + 1, coz nastane jen pro m = 0, my vSak hleddme jen kladna cisla n.

Uloze vyhovuje jediné n = 2.

Za Uplné feseni udélte 6 bodu. Jestlize resitel lohu zredukuje na zvladnutelny kone¢ny pocet moznosti
pro n (napfiklad jako v prvnim feseni), udélte 4 body. Za Gvahu typu ,n a n + 6 jsou pro n nedélitelné 2

a 3 nesoudélnd, proto to museji byt ctverce“ bez redukce na konecny pocet moznosti dejte nejvyse 3 body.
Za objeveni feseni n = 2 bez dikazu nedavejte zadny bod.

3. Ctyithelnik AECD je rovnobéznik, protoze jeho strany AE a C'D jsou rovnobézné
a stejné dlouhé (obé méii 6 cm). Na jeho thlopficce AC tak lezi téznice trojuhelniku ADFE
z vrcholu A i téznice trojuhelniku CDFE z vrcholu C, a proto na této pfimce lezi i body
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jsou usecky AK, KL a LC stejné dlouhé.
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Obr. 1

Bod L je stfedem usecky K C, proto na ose soumérnosti usecky K M lezi nejen vyska
rovnostranného trojuhelniku K LM, ale i stfedni pricka trojuhelniku KMC'. Proto je
primka C'M kolmé na K M.

Zbyva vypocitat délky ramen lichobézniku ABCD. Ozna¢me P stfed tusecky EB.
Protoze CM je kolméa na KM, je téznice C'P kolmé na E B, takze trojuhelnik EBC je
rovnoramenny, a tudiz i dany lichobéznik ABCD je rovnoramenny. Délku ramene BC
nyni vypocteme z pravouhlého trojuhelniku PBC', v némz zname délku odvésny PB. Pro
druhou odvésnu C'P ziejmé plati

V3

3
[CP| = 5|CM|=3- - |[KM],



jak snadno plyne z vlastnosti trojihelniku KMC. A protoze |K M| = Z|AP| z podobnosti
trojuhelniktt KM C a APC, je (pocitano v centimetrech)

2 2
cPl=3- 2 ka = 3. L2 2ap| = V3. 2 aB| - 1245,

Potom

|BC| = \/[PB2+|PCJ? = /36 + 122 - 3 = 61+ 12 = 6V/13.
Ramena daného lichobézniku maji délku 6+1/13 cm.

Alternativnt dikaz kolmosti primek KM a CM: Protoze bod L je stiedem tsecky KC
a zaroven |LK| = |LM]|, nebot trojuhelnik K LM je rovnostranny, lezi bod M na Thaletové
kruznici nad primérem KC| takze trojuhelnik K M C' je pravouhly.
Za uplné feseni udélte 6 bodi, z toho 3 body za dikaz kolmosti pfimek K M a CM a 3 body za vypocet délek
obou ramen lichobézniku ABC D. Netplné feseni hodnotte podle pokroku, kterého zdk doséhl. V uvedeném
feSeni by rozdéleni boda bylo néasledujici: dikaz kolmosti KM a CM — 3 body, z toho 1 bod za odivodnéni
toho, ze bod L je stfedem usecky KC; vypocet délky tsecky KM — 1 bod; vypocet délky jednotlivych
ramen — po 1 bodu.

4. Ukazeme, ze je-li ¢islo xy + yz + zx — 3 zadporné, je ¢islo = + y + 2z — xyz kladné.
Jestlize xy 4+ yz 4+ zx < 3, je aspon jedno z Cisel xy, yz, zx mensi nez 1, napt. xy. Pak
r+y+z—xyz=x+y+ 2(1 —zy) je zjevné soucet t¥i kladnych ¢isel.

Jiné reseni. Ukazeme, ze je-li ¢islo x +y + z — xyz zadporné, pak Cislo zy +yz+zx —3
je kladné.

Predpokladejme, ze x + y + z < zyz. Tim spis x < xyz. Po zkraceni kladného c¢isla x
dostaneme yz > 1. Podobné odvodime odhady xzy > 1 a zx > 1. Nyni je staci secist a mame
Ty +yz +zx > 3.

Jiné resSeni. Tvrzeni Glohy dokdZeme sporem. Predpokladejme, ze © + y + z < zyz
a zaroven xy + yz + zx < 3. Obé tyto nerovnosti jsou symetrické, proto mizeme predpo-
kladat, ze ¢isla x, y, z jsou oznacena tak, ze z je nejmensi. Z druhé nerovnosti dostaneme,
ze xy < 3. Potom vsak z + y + z < zyz < 3z, tedy x + y < 2z. To je vSak spor s tim, ze
¢islo z je nejmensi.

Za uplné feseni udélte 6 bodu.



