60. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ve

Ulohy domdci &sti |. kola kategorie B

1. V oboru redlnych cisel vyreste soustavu

vai+y?=z+1,
Vi2+22=z+1,
Vz22+a2=y+1.

RESEN{. Umocnénim a ode¢tenim prvnich dvou rovnosti dostaneme z2 — 22 =
= (z+1)2 — (z + 1)?, coz upravime na 2(z? — 22) + 2(z — 2) = 0 neboli

(x—2)(x+2z+1)=0. (1)

Analogicky bychom dostali dalsi dvé rovnice, jez vzniknou z (1) cyklickou zdménou
neznamych z — y — z. Vzhledem k této symetrii (danad soustava se nezméni dokonce
pri libovolné permutaci neznamych) staci rozebrat jen néasledujici dvé moznosti:
Pokud z = y = 2, prejde piivodni soustava v jedinou rovnici V222 = z + 1, jez ma
dvé fefeni 210 = 1+ /2. Kazda z trojic (1 +£v2,1+v2,1+V/2) je ziejmé FeSenim
i ptivodni soustavy.
Pokud jsou naopak néktera dvé z ¢isel z, y, z riznd, napiiklad z # z, plyne z (1)

rovnost x + z = —1. Dosazenim = + 1 = —z do druhé rovnice soustavy dostavame y = 0
a poté ze tieti rovnice vyjde 22 + (2 +1)2 = 1 neboli z(z + 1) = 0. Posledni rovnice tak
ma dvé feSeni x = 0 a x = —1, jimz odpovidaji z = —1 a z = 0. Snadno ovérime, zZe

obé nalezené trojice (0,0, —1) a (—1,0,0) jsou FeSenim dané soustavy stejné jako trojice
(0,—1,0), kterou dostaneme jejich permutaci.
Dané soustava ma celkem pét feSeni:

(0,0,—1), (0,-1,0), (-1,0,0), (1+v2,1+v2,1+v2) a (1 - v2,1—v2,1—V2).

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. V oboru realnych cisel reste soustavu

ac2:y—|—z—|—1,
y2:z+x—|—1,
22:x+y+1.

[(0,0,—-1), (0,—1,0), (=1,0,0), (14+v2,1+v2,1+v2)a (1 -v2,1 —v2,1—+2)]

N2. V oboru realnych cisel feste soustavu

vVr—y?=z-1,
Vy—z22=x2-1,
Vz—z2=9y—1.

[69-A—-S-1]
N3. Urcete v8echny trojice (z,y, z) redlnych &isel, pro které plati

w2—|—xy:y2—|—z2,
22 +zy:y2+m2.
[68-B-1-2]



N4. V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

r+y=1,
r—Yy=a,
—4aw—|—4y:z2—|—4

o neznamych z, y, z a realném parametru a. [58-B-II-1]
Nb5. V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

2% +2yz =6(y + 2z — 2),
y? 4 220 = 6(z + = — 2),
22 4+ 22y =6(x+y—2).

[A-53-S-3]

2. Uvazugme vnitrni bod P daného obdélniku ABCD a oznacme po tadé (), R obrazy
bodu P v soumérnostech podle stredu A, C. Predpokladejme, Ze primka QR protne
strany AB a BC' ve vnitrnich bodech M a N. Sestrojte mnozinu vsech bodu P, pro
néz plati [MN| = |AB|.

RESENI. Uhlop¥icka AC daného obdélniku ABCD je ze zadani stiedni piickou
v trojuhelniku PQR, a tedy AC || QR, jinak fe¢eno AC || MN. Usecka MN je tak
jednoznacné urcena tim, ze je rovnobézna s AC, lezi v opacné poloroviné urcené pirim-
kou AC nez bod P a pro jeji délku plati |[M N| = |AB|. Konstrukci bodd M a N lze
provést nékolika zpisoby. Lze k tomu naptiklad vyuzit rovnobéznik AMNE (obr. 1),
v némz plati |AE| = |[MN| = |AB|.

R

Obr. 1

Protoze tsecka M N zaroven urcuje primku, na niz lezi strana QR trojihelniku
PQR, je ziejmé, ze vrchol P musi lezet na primce p, jez je obrazem primky M N v osové
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soumérnosti podle pfimky AC (obsahujici stiedni pficku trojihelniku PQR). Pfimka p
ma s vnittkem daného obdélniku spoleény vnitiek usecky M’N’ (jeZ je navic obrazem
nalezené tsecky M N ve stfedové soumérnosti podle stfedu daného obdélniku).

Snadno vidime, Ze i naopak ke kazdému vnitinimu bodu P tsecky M’'N’ lezi od-
povidajici body @), R na pfimce M N a body M, N jsou tak priseciky primky QR se
stranami AB, BC, takze vyhovuji podminkam tulohy.

Zaveér. Hledanou mnozinou vsech bodt P dané vlastnosti je tedy vnitfek vyse po-
psané Usecky M’'N’.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Je dana kruznice k s prumérem AB. K libovolnému bodu Y kruznice k, Y # A, se-
strojme na polopfimce AY bod X, pro ktery plati | AX| = |Y B|. Uréete mnozinu vSech
takovych bodi X. [56-B-I-2]

N2. V roviné daného c¢tverce KLM N urcete mnozinu vSech bodd P, pro néz jsou uhly
NPK, KPL a LPM shodné. [53—-A-1-2]

N3. Je dan rovnostranny trojuhelnik M PQ. Najdéte mnozinu vrchold C vsech trojuhel-
nikt ABC' takovych, ze body P, @ jsou paty vysek z vrcholi A, B a bod M je stfed
strany AB. [51-B-1-6]

N4. Jsou dany kruznice k a [ s riznymi poloméry, které se vné dotykaji v bodé T'. PriiseCikem
M jejich spoleénych vnéjsich te¢en vedme se¢nu s obou kruznic. Ozna¢me X ten z obou
pruseciku kruznice k se seCnou s, ktery je vzdalenéjsi od bodu M. Podobné ozna¢me Y
ten z obou prusecikii kruznice [ se se¢nou s, ktery je vzdalené&jsi od bodu M. Necht P
je takovy bod, ze XTY P je rovnobéznik. Uréete mnozinu bodd P odpovidajicich vSem
takovym seénam s. [49-B-1-4]

3. Necht a, b, ¢ jsou redlnd ¢isla, jejichZ soucet je 6. Dokazte, Ze aspori jedno z ¢isel
ab—+bc, bc—+ca, ca-+ab
nent vetsi nez 8.

RESENI. Jisté sta¢i ukazat, ze soucet zkoumanych tii ¢isel nepfevysuje 24:

ab + be) + (be + ca) + (ca+ ab) = 2(ab+be+ca) L Z(a+b+c)?> =24
( )+ ( )+ ( ) =2( ) :

[N )

kde nerovnost je disledkem nerovnosti

3(ab+bc+ca) < (a+b+c)? = 36,
ktera je ekvivalentni nerovnosti 0 < (a — b)? + (b — ¢)? + (¢ — a)?, jeZ je splnéna pro
kazda tri realna a, b, c.

JINE RESENI. S ohledem na symetrii predpoklddejme, Ze plati a = min{a, b, c}.
Z rovnosti a + b+ ¢ = 6 pak plyne a < 2 a b+ ¢ = 4. Proto tieti zkoumané ¢islo, rovné
a(b+ ¢), mé stejné znaménko jako ¢islo a, takZe je zarucené mensi nez 8, plati-li a < 0.
Je-li naopak 0 < a < 2, viimneme si, Ze ze ziejmé nerovnosti 0 < (u — v)?, platné pro
libovolna realna wu, v, plyne tpravou odhad 4uv < (u + v)?; dosadime-li sem u = 2a
a v = b+ ¢, dostaneme

8a(b+¢) < (2a+b+c¢)? = (a+6)* < 8% =64,
odkud po déleni osmi vychazi kyzena nerovnost a(b+ ¢) < 8.
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NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Dokazte, ze pro libovolnd redlné éisla a, b, ¢ z intervalu (0, 1) plati

1Sa+b+c+2(ab+bc+ca)+3(1—a)(l—b)(1—c)<09.

[65-B-1I-4]
N2. 2. Spliuji-li redlna cisla a, b, ¢, d rovnosti

A+ =+ =2+d%=1,

plati nerovnost
ab+ ac+ ad + bc + bd + cd < 3.

Dokazte a zjistéte, kdy pfitom nastane rovnost. [55-C—II-2]

4. Najdéte vsechna celd cisla n, pro nez je zlomek

n3 + 2010
n2 42010
roven celému c¢islu.
RESENI. Zlomek
n®+2010 2010(n — 1)

242010 " n2+2010

je celé ¢islo, prave kdyz n? + 2010 je délitel ¢isla 2010(n —1) =2-3-5-67(n — 1).
Neni-li n nasobek prvocisla 67, jsou ¢isla n? 42 010 a 67 nesoudélna, proto n2+2010
musi byt délitelem ¢isla 30(n — 1). Protoze |30(n — 1)| < n? + 2010, vyhovuje jenom
n=1.
Necht n = 67m, kde m je celé. Potom

2010(n —1)  30(67m — 1)
n2+2010  67Tm2+30 °

Neni-li m nasobkem péti, musi byt éislo 67m? + 30 délitelem ¢isla 6(67m — 1). Pro
|m| < 4 tomu tak ale neni a pro |m| = 6 je |6(67m — 1)| < 67m? + 30. Je tedy m = 5k,
kde k je celé. Potom

30(67m —1)  6(335k —1)

67m? + 30 335k2 +6

Pro |k| = 7 je absolutni hodnota tohoto zlomku nenulové a mensi nez 1. Ze zbylych ¢isel
vyhovuji £k =0 a k = —6.

n3 + 2010

olo 12010

Cislo 5 5010

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY: ,
N1. Najdéte nejmensi pfirozené ¢islo n, pro které je podil ”33%10%" pfirozené ¢islo. [56-B—S-3]
N2. Najdéte véechny dvojice (p, q) realnych &isel takové, Ze mnohoélen 2 + pzq je délitelem
mnohoélenu z* + pz? + ¢. [56-B-1-5]

je tedy celé, pravé kdyz je celé n nékteré z cisel 0,1 nebo —2010.




5. Zabyvejme se otdzkou, které trojuhelniky ABC' s ostrymi uhly pri vrcholech A a B
magi ndsledugici vlastnost: Vedeme-li stredem vysky z vrcholu C' tri primky rovno-
bézné se stranami trojuhelniku ABC, protnou je tyto primky v Sesti bodech leZicich
na jedné kruznici.

a) Ukazte, Ze vyhovuje kazdy trojihelnik ABC s pravym whlem pti vrcholu C.
b) Vysvétlete, proc¢ Zadny jiny trojuhelnik ABC nevyhovuje.

RESEN{. IkdyZ doporucujeme fesit obé ¢asti tilohy oddélené (tj. nejprve analyzovat
situaci v pravothlém trojihelniku), popiSeme rovnou jejich spoleéné feseni. Celou tlohu
1ze totiz formulovat jako dtikaz tvrzeni, Ze sestrojenych Sest bodu lezi na kruznici, prave
kdyz je thel AC'B pravy.

Uvazujme tedy libovolny trojuhelnik ABC' s ostrymi thly «, 3 a ozna¢me M stied
vysky CP a D, E, F, G, H, I uvazované pruseciky tak, aby s vrcholy A, B, C a patou
vysky P lezely na hranici trojuhelniku v potradi

A, D, P E B F G, C, H, I

Z konstrukce plyne, ze body M, D, I jsou stfedy stran pravouhlého trojuhelniku AC'P
a body M, FE, F jsou stfedy stran pravouhlého trojihelniku BC'P. Oba ¢tytuhelniky
PMID a PMFE jsou tedy pravouhelniky, takze i DEFI je pravouhelnik (obr.2).
Jeho vrcholy D, E, F, I proto vZdy lezi na jedné kruznici a tsecky DF' a EI jsou jeji
praméry. Nasi tlohou je proto zjistit, kdy na této kruznici lezi i body G a H. To lze
podle Thaletovy véty vyjadiit podminkou, ze ihly DGF a EHI jsou pravé. Protoze
DG || AC a EH || BC, jsou oba thly DGF a EHI shodné s thlem ACB a ekvivalence
s podminkou pravého thlu ACB je tak dokazana.

C
G
H
I F

N 7

e

<
~N

e N
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A D P E B
Obr. 2

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Oznac¢me S stfed kruznice vepsané danému trojuhelniku ABC a P, @ paty kolmic
z vrcholu C k pfimkam, na kterych lezi osy vnitinich uhld BAC a ABC. Dokazte, ze
pfimky AB a PQ jsou rovnobézné. [51-A—S—2]
N2. Uvnitf stran BC, C A, AB daného ostroihlého trojahelniku ABC jsou po fadé vybrany
body X, Y a Z. Dokazte, ze kazdému ze ctyiahelnikit ABXY, BCY Z a CAZX lze
opsat kruznici, pravé kdyz body X, Y, Z jsou paty vysek trojuhelniku ABC'. [51-B—-S-2]

6. Urcete pocet desetimistnych cisel, v nichZ lze skrtnout dvé sousedni cislice, a dostat
tak cislo 99krat mensi.

RESENI. Necht n je ¢slo spliujici podminky zadani. Skrtnutim dvou poslednich
¢islic zmensime n alespon stokrat, proto se miizeme omezit na skrtani ¢islic, které nejsou
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posledni. Po skrtnuti dvou sousednich cislic ziistanou z ¢isla n dvé ¢asti, pfitom prvni
¢ast mize byt prazdné, pokud jsme skrtli jeho prvni dvé cislice.

Necht a je ¢islo uréené prvni ¢asti ¢isla n (nula v pfipadé, Ze prvni ¢ast je prazdna),
b je ¢islo urcené vyskrtnutymi dvéma ¢islicemi a ¢ je uréeno posledni ¢asti ¢isla n (pocet
Cislic této ¢asti oznacme k). Podle zadéani plati

99(a - 10* +¢) = a - 1072 + b - 10* + ¢,

po tpravé 98¢ = 10%(a + b). Protoze ¢ < 10¥, musi byt 98 > a + b. Navic ¢&islo 49 déli
a+b, nebot je samo nesoudélné s 10%. Kladny celo¢iselny podil (a+b)/49 je mensi nez 2,
musi tedy byt roven 1, takze a + b = 49. Odtud vyplyva rovnost

10*
= — =5-10F1
C 5 N

kde ¢islo k je zaroven urceno poctem déislic ¢isla a (oznac¢ime-li | pocet ¢islic ¢isla a, je
k =10 — [ — 2, pficemz v pfipadé a = 0 klademe pfirozené [ = 0).

Z uvedeného postupu plyne, ze pro kazdé a € {0,1,2,...,49} a b = 49 — a existuje
pravé jedno cislo ¢, pro néz popsané ¢islo n spliuje podminky zadani, a ze jina vyho-
vujici n neexistuji. Ukdzeme, ze vSech 50 takovych n (koncicich sedmi, Sesti, nebo péti
nulami) je navzdjem ruznych.

Sestrojené n koncici sedmi nulami je jediné (a = 0). Sesti nulami konéi 9 sestroje-
nych cisel (a € {1,2,...,9}) a jsou navzijem ruzna, nebot zacinaji rtiznymi ¢islicemi.
Péti nulami koné¢i 40 sestrojenych ¢isel (a € {10,11,...,49}) a jsou navzajem ruzna,
nebot zac¢inaji riznymi dvojéislimi.

Pro nazornost vypisme jesté né€kolik ¢isel vyhovujicich zadani tak, jak je dostaneme
pomoci nasich ivah: pro a = 0 mame b = 49, ¢ = 50000000 a n = 4950000 000, pro
a=1jeb=48, ¢ =5000000 a n = 1485000000, pro a = 2 je n = 2475000000, .. .,
pro a =9 je n = 9405000000, pro a = 10 je b = 39, ¢ = 500000 a n = 1 039 500 000, . . .,
pro a =49 je b= 0, ¢ = 500000 a n = 4900 500 000.

Zaver. Existuje 50 ¢isel, jez vyhovuji zadani.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Ukazte, ze skrtnutim poslednich dvou ¢islic alespon trojmistného ¢isla dostaneme c¢islo
minimalné stokrat mensi nez puavodni cislo.

N2. Ptirozené c¢islo nazveme vinitym, pokud pro kazdé tii po sobé jdouci ¢islice a, b, ¢ jeho
desitkového zapisu plati (a—b)(b—c) < 0. Dokazte, ze z ¢islic 0,1,. . .,9 je mozno sestavit
vice nez 25000 desetimistnych vlnitych cisel, ktera obsahuji vSechny cislice od nuly do
devitky (¢islice 0 nemtze byt na prvnim misté). [56-B-11-3]

N3. Urcete nejvétsi dvojmistné cislo k s néasledujici vlastnosti: existuje prirozené Cislo N,
z néhoz po Skrtnuti prvni éislice zleva dostaneme éislo k-krat mensi. (Po vyskrtnuti
Gislice muze zapis ¢isla zac¢inat jednou & nékolika nulami.) K uréenému éislu k pak
najdéte nejmensi vyhovujici ¢islo N. [56-C-II-4]

N4. Urcete pocet vsech trojic dvojmistnych prirozenych ¢isel a, b, ¢, jejichz soucin abc
mé zapis, ve kterém jsou vSechny Ccislice stejné. Trojice liSici se pouze poradim Ccisel
povazujeme za stejné, tj. zapocitavame je pouze jednou. [54-C—I-5]



