60. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie A

. Rozhodnéte, zda mezi vSemi osmimistnymi nasobky cisla 4 je vice téch, které ve svém
desitkovém zapisu obsahuji ¢islici 1, nebo téch, které ¢islici 1 neobsahuji.

. Je dan trojihelnik ABC' s obsahem S. Uvnitt trojuhelniku, jehoz vrcholy jsou ve
stfedech stran trojihelniku ABC, je libovolné zvolen bod U. Ozna¢me A’, B’, C’
po fadé obrazy bodu A, B, C' v soumérnosti se stfedem U. Dokazte, Ze Sestitthelnik
AC'"BA'C B’ ma obsah 25.

. Urcete vSechny dvojice (m,n) kladnych celych ¢isel, pro néz je ¢islo 4(mn+1) délitelné
gislem (m + n)2.

. Necht M je mnozina Sesti navzajem ruznych kladnych celych ¢isel, jejichz soucet je 60.
Vsechna je napiSeme na stény krychle, na kazdou pravé jedno z nich. V jednom kroku
zvolime libovolné tfi stény krychle se spolecnym vrcholem a kazdé z cisel na téchto
tfech sténach zvétsime o 1. Urcete pocet vSech takovych mnozin M, jejichz cisla lze
napsat na stény krychle uvedenym zptisobem tak, ze po konecném poctu vhodnych
krokt budou na vsech sténéch stejna cisla.

Krajské kolo kategorie A se kona
v atery 18. ledna 2011

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feseni tuloh
4 hodiny cistého ¢asu. Za kazdou tlohu miize soutézici ziskat
6 bodli, tispéSnym TreSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomticky jsou psaci a rysovaci potfeby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zakium sdéli pred zahajenim soutéze.



60. roénik matematické olympiady

Reseni tloh krajského kola kategorie A

1. Nejprve urceme pocet u vSech osmimistnych cisel délitelnych ctyimi. Kazdé takové
¢islo ma ve svém zapisu na prvnim misté zleva nenulovou ¢islici. Mame tak 9 moznosti. Na
nasledujicich péti mistech ma libovolnou ¢islici desitkové soustavy, tj. pro kazdou pozici
mame 10 moznosti, a konc¢i dvojc¢islim, které je délitelné ¢tyimi, tj. 00, 04, 08, 12, 16, 20,
24, ..., 96, celkové tedy 25 moznosti. Proto je

u=9-10° - 25 = 22500 000.

Podobnou tvahu lze provést i pii hledani poc¢tu v vSech osmimistnych cisel délitel-
nych ¢tyfmi, kterd ve svém desitkovém zapisu neobsahuji ¢islici 1. Pro prvni pozici zleva
mame nyni 8 moznosti a pro kazdou dalsi z péti nasledujicich pozic méame 9 moznosti. Na
poslednich dvou mistech zprava musi byt dvojcisli délitelné ctyimi, které vsak neobsahuje
¢islici 1. Jsou to vSechna dvojcisli z predchoziho odstavce kromé 12 a 16, tedy 23 moznosti.
Proto

v=28-9°-23=10865016.

Zaver. Protoze u > 2v, je mezi osmimistnymi nasobky c¢isla 4 vice téch, které ve svém
(desitkovém) zépisu ¢islici 1 obsahuji, nez téch, které ji neobsahuji.

Pozndmka. Pocet u vSech osmimistnych nasobki lze také urcit jednoduchou tvahou:
nejmensi nasobek je A = 10000000, nejvétsi je B = 99999 996, takze hledany pocet je
1(B—A4)+1=1(B+4—A)=22500000.

K diikazu nerovnosti 4 > 2v neni nutné v vycislit, protoze podil

9_9-105~25_g <Q>5 25
v 8-95.23 8 \9 23

lze dobfe odhadnout pomoci binomické véty
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tudiz

u 9 <10>5 259 8-17 25 17-25 425
8 237 8

Ll = >2
v 9 92 23 9.23 207

Za tplné feseni udélte 6 bodd, z toho 2 body za spravné vyjadfeni u, 3 body za spravné vyjadieni v a 1 bod
za dikaz nerovnosti u > 2v nebo nerovnosti s ni ekvivalentni. Za numerické chyby pfi vypoctu strhnéte
nejvyse 1 bod.

2. Oznac¢me T trojuhelnik s vrcholy ve stfedech stran BC, CA, AB daného trojuhel-
niku ABC'. Obsah trojahelniku XY Z budeme znacit symbolem Sxy 7.

Protoze body A’, B’, C' jsou zaroven obrazy bodu U ve stejnolehlostech se stredy
v odpovidajicich vrcholech trojiuhelniku ABC' a koeficientem 2, plyne z pfedpokladu tlohy,
ze body A’, B’, C' lezi postupné uvniti trojihelniki AogCB, CByA a BAC, (to jsou



obrazy trojihelniku T v uvedenych stejnolehlostech, na obr. 1 je T vyznacen Sedou barvou).
Hranice trojuhelniku A’B’C’ tudiz protne strany AB, BC, C' A postupné v jejich vnitinich
bodech K, L, M, N, O, P.
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Obr. 1

Protoze trojuhelnik A’B’C’ je obrazem trojihelniku ABC ve stfedové soumérnosti
podle stiedu U, jsou navzajem si odpovidajici strany rovnobézné a v téze soumeérnosti si
odpovidaji dvojice bodi K a N, L a O i M a P. Proto podle véty uu je kazdy z troj-
uhelniki AK P, LBM, ONC podobny trojuhelniku ABC. Oznacme ki, ko, k3 koeficienty
podobnosti, jez zobrazi trojuhelnik ABC postupné na trojuhelniky AKP, LBM, ONC.
Obrazy trojuhelnikit AK P, LBM , ONC ve stfedové soumérnosti se stfedem U jsou po radé
trojuhelniky A’NM, OB’P, LKC'. Ty jsou rovnéz podobné trojuhelniku ABC, pii¢emz
odpovidajici koeficienty podobnosti, které na né prevedou trojuhelnik ABC, jsou opét ki,
ko, k3. Oznacime-li ¢ délku strany AB, plati pro délky tusekii na strané AB

c1 = |AK| = ke, co=|LB|=kec, c3=|KL|=ksc,
takze
c=c1+cy+c3=kic+ koc+ ksc= (k1 + ko + k3)c neboli ki + ko + ks = 1.
Z podobnosti trojthelniktt ABC a LK C’ déle plyne, Ze velikost vysky z vrcholu C’ ke stra-

né AB v trojuhelniku ABC’ je rovna k3v., kde v, je velikost vysky z vrcholu C' v trojtahel-
niku ABC'. Je tudiz

1 1
SaBc = 50 - k3v. = ]{73<§CUC) = k3S.

Analogicky Spcar = k1S a Scap = k2S. Pro obsah S’ Sestitthelniku AC’BA’CB’ tak
plati

S"=Sapc + Spcar + Scap + Saper = (1 + k1 + ka + k3)S = 28.



Jiné reseni. Ozna¢me K, L, M stiedy stran AB, BC, C'A. Stejnolehlost se stfedem A
a koeficientem 2 zobrazi trojuhelnik M KU na trojihelnik CBA’ (obr.2), proto Scpar =
=4. SMKU- Podobné SACB’ =4. SKLU a SBAC’ =4. SLMU- Odtud

Scpar +Sacp +Spacr =4-Skrm =S,

takze Sestitthelnik AC' BA’C'B’ mé obsah 25.
C

Obr. 2

Jiné FesSeni. Je-li bod U totozny s tézistém 7T trojuhelniku ABC (U =T), je tvrzeni
ulohy splnéno, nebot Sa'pc = Srpc, Sprca = Stca & Scrap = Stap (obr.3).

Predpokladejme nyni, ze se bod U pohybuje uvniti trojihelniku T po pfimce p rov-
nobézné se stranou BC, a ukazme, Ze se obsah Sestitthelniku AC'BA’C' B’ neméni. Body
A’, B" a C' lezi totiz na rovnobézkich s pfimkou p, a proto se neméni obsah trojuhelniku
A’BC ani obsahy rovnobézniku BCB’C’ a trojihelniku B’C’A (obr.4). Obsah Sestitthel-
niku AC'BA'CB’ tedy na poloze bodu U na pfimce p nezavisi. Podobné lze ukazat, ze
se obsah Sestitthelniku AC' BA’C'B’ neméni, pohybuje-li se bod U po rovnobézce se stra-
nou AC.
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Vvev

niku ABC' v zobrazeni slozeném ze dvou posunuti, a to z posunuti ve sméru rovnobézném
se stranou BC' a z posunuti ve sméru rovnobézném se stranou AC'. Proto pro kazdy bod U
uvnitf trojuhelniku T ma Sestitthelnik AC’BA’C B’ stejny obsah jako Sestitthelnik odpovi-
dajici bodu U =T, tedy obsah 25, jak jsme chtéli dokazat.

Jiné freSeni. Oznacme U’ libovolny vnitini bod trojihelniku ABC. Protoze obsah
zkoumaného Sestitthelniku je roven sou¢tu obsahu tfi ¢tyfahelnikia AC'BU’, BA'CU’ a
CB’AU’, bude tvrzeni tlohy zfejmé platit, dokdZzeme-li bod U’ vybrat tak, aby vSechny
tfi zminéné ctytuhelniky byly rovnobézniky. Protoze
A+A B+B  CHC

2 2 2 7

U p—
maji body A’, B’, C’ vyjadreni
A'=2U0—-A, B =20-B, O =2U-C,

takze potrebné rovnosti
A+B C'+U" B+C A+U  C+A B +U

2 2 ’ 2 2 ’ 2 2
budou splnény, pravé kdyz bod U’ bude mit vyjadieni U’ = A + B + C — 2U neboli
U' =3T—2U,kde T = (A + B+ C) je t&zisté trojihelniku ABC. Odvozend rovnost

zapsana ve tvaru U’ —T = 2(T—U) znamend, Ze kyZeny bod U’ je uréen jako obraz bodu U
ve stejnolehlosti se stftedem T a koeficientem —2. V ni je ovSsem obrazem trojihelniku T
vychozi trojuhelnik ABC, takze vnitini bod U trojahelniku T se skuteéné zobrazi na
vnitini bod U’ trojthelniku ABC, jak jsme potfebovali dokdzat.

Za Uplné feseni udélte 6 bodu. Za uvedeni (a zdivodnéni) jakychkoliv ¢asteénych vysledku, které vedou
k Gplnému feseni ulohy, udélte v souctu nejvyse 4 body.

3. Predné si uvédomme, Ze s kazdou dvojici (m,n) kladnych celych ¢isel, kteréd tloze
vyhovuje, ji vyhovuje i dvojice (n, m). Proto mizeme bez jmy na obecnosti predpokladat,
zem 2= n.

Pokud kladné celé ¢islo A = (m+mn)? déli kladné celé ¢islo B = 4(mn + 1), nutné plati

(m +n)? < 4(mn + 1) neboli (m —n)% < 4.

Proto 0 < m —n < 2. Nastane tedy pravé jedna ze tii nasledujicich moznosti:
> m =mn, pak A = 4n?, B = 4n? + 4 a A déli B, pravé kdyz 4n? déli 4, tedy n = 1.
Dostavame jedno feSeni (m,n) = (1,1).
>m=n+1,pak A =4n?+4n+1, B =4n’+4n+4 = A+3. Cislo A déli B, pravé kdyz
4n? +4n +1 déli 3. Ovsem pro kladna celd éisla n plati 4n? +4n+12>244+4+1=9,
proto v tomto pripadé nemé uloha feSeni.
> m=n+2, pak A =4n%+8n +4, B = 4n? 4 8n + 4. Vidime, ze A = B, tedy kazda
dvojice (m,n) = (n 4 2,n) kladnych celych ¢isel je feSenim zadané ulohy.
Zdvér. Uloze vyhovuje dvojice (1,1) a déle (s ohledem na symetrii neznamych m, n)
rovnéz kazda z dvojic (n + 2,n) a (m,m + 2), kde m a n jsou libovolna kladna cela ¢isla.

Za tiplné feseni udélte 6 bodii, z toho 3 body za odvozeni nerovnosti (m — n)? < 4. Déale udélte 1 bod za
nalezeni feseni (1,1) (1 bod strhnéte za jeho opomenuti v jinak Gplném FfeSeni) a 2 body za nalezeni vSech
zbyvajicich feSeni. Za uvedeni vsech feSeni bez jakéhokoliv zduavodnéni udélte vSak nejvyse 2 body.



4. Oznacme stény krychle 51,55, ..., Sg tak, Ze sténa Sy je protilehla sténé Sg, sténa
Sy je proti S a S3 je proti Sy. Cislo na sténé S; oznaéme c;. Zfejmé libovolny vrchol krychle
patii vzdy praveé jedné z dvojic protilehlych stén. To znamena, ze se v kazdém kroku zvétsi
o 11 hodnota souctt ¢y + cg, co + ¢5 a c3 + ¢4 Cisel na protilehlych sténach. Ma-li tedy na
konci platit ¢y = co = ¢3 = ¢4 = ¢5 = ¢g, a tedy také

c1+¢cg=c2+c5 =c3+cy, (1)

museji byt soucty ¢isel na protilehlych sténach krychle stejné uz na pocatku (a zustanou
stejné i po kazdém kroku).

UkéZeme, ze podminka (1) je zaroven postacujici. Necht tedy ¢isla na sténach krychle
spliiuji (1). PopiSseme posloupnost kroki, po nichz budou na vSech sténach krychle stejna
¢isla. Krok, v némz zvétsime cisla na sténach S;, S;, Sy, oznac¢me k;j,,. Bez Gjmy na
obecnosti necht ¢; = p je nejvétsi ze Sesti ¢isel na krychli. Nyni provedeme (p — cg)-krat
krok koss a (p — c3)-krat krok ksse. Dosdhneme tak toho, Ze na sténéch Si, Sz, S3 budou
stejné ¢isla p. Diky podmince (1) je ted i na sténach Sy, S5, Sg totéz ¢islo, jehoz hodnotu
ozna¢me ¢. Pokud jesté neni p = ¢, staci nyni jen (p — q)-krat provést krok kys¢, je-li p > q,
resp. (q — p)-krat krok ki3, je-li ¢ > p.

Nasi tlohou je tedy ur¢it pocet takovych mnozin M = {¢q, ¢, ¢3, ¢4, C5, Cg} navzajem
riznych prirozenych c¢isel, pro néz plati

ci1+co+ces+ceqa+c5+cg=60 a c1+cg=co+c5=c3+cy.
Odtud plyne 3(c1 + ¢g) = 60, tedy
c1+cg =co+ c5 =c3+ cqg = 20. (2)

Bez jmy na obecnosti miizeme ziejmé predpokladat, ze ¢; < co < ¢c3 < ¢4 < ¢5 < ¢
neboli (vzhledem k rovnostem (2))

1<y <cz3<10<ey <es<ecg.
Pfitom ke kazdé trojici (c1,ca,c3) spliujici ¢; < co < c3 < 10 zbyla ¢&isla ¢y, ¢s5, ¢g do-

pocteme z (2). Pocet vSech vyhovujicich mnoZin M je tedy roven poétu riznych trojic
prirozenych ¢isel (c1, ca, c3), jez vyhovuji podmince ¢; < ¢3 < ¢3 < 10, coz je

9 :9'8'7:84.
3 1-2-3

Za Uplné tfeseni udélte 6 bodu, z toho 1 bod za nalezeni a spravné zdivodnéni nutné podminky (1), za
diikaz, ze (1) je i postacujici podminkou, udélte 3 body. Dalsi 2 body udélte za stanoveni po¢tu mnozin M.




