60. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ulohy domdci &sti |. kola kategorie A

1. Koreny rovnice
az* + bz’ +a=1

v oboru redlnych cisel jsou ctyri po sobé jdouct cleny rostouct aritmetické posloup-
nosti. Pritom jeden z téchto clent je zaroven fesenim rovnice

bx’ +axr+a=1.

Urcete vsechny mozné hodnoty realnych parametri a, b.

RESEN{. Vzhledem k tomu, Ze rostouci aritmetickou posloupnost tvoii étyfi navza-
jem rtzna redlnd cisla, musi mit prvni z danych rovnic ¢tyfi rtizné realné kofeny. Je
proto a # 0.

Oznacme x( spolecny koren obou rovnic. Pak je xy také kofenem rovnice, ktera
vznikne ode¢tenim druhé z danych rovnic od prvni, tj. rovnice az* — az = 0. Tu dale
upravime na tvar az(z® — 1) = 0. Pro spoleény realny koien zq obou danych rovnic
odtud plyne z¢g = 0 nebo x¢ = 1.

Dosazenim xy = 0 do prvni z danych rovnic dostaneme a = 1, takze tato rovnice je
tvaru z* + bz? = 0. Tato rovnice v8ak pro zadné reilné éislo b nem4 ¢tyfi riizné realné
kotfeny (¢islo 0 je jejim alespon dvojnasobnym kofenem), proto xg # 0.

Jedinym spoleénym kofenem obou rovnic je tudiz xy = 1. Dosazenim této hodnoty
do kterékoli z obou danych rovnic dostaneme b = 1 — 2a. Prvni rovnici pak lze zapsat ve
tvaru az* + (1 — 2a)2? + a — 1 = 0, z néhoZ je patrné, %e méa i kofen —1, a po vytknuti
soucinu kofenovych €initeld (z — 1)(x 4+ 1) dostaneme rovnici

(z—1)(z+1D(az®> —a+1)=0. (1)

Kvadraticky dvojélen az? — (a — 1) m4 mit dva rtizné kofeny, kterymi musi byt
dvé navzajem opac¢nd (nenulovd) ¢isla & a —¢. To je splnéno, pravé kdyz (a —1)/a > 0,
tj. pravé kdyz a > 1 nebo a < 0. Volime-li znaceni tak, ze £ > 0, dostavame pro
aritmetickou posloupnost vSech ¢tyt korentt dvé moznosti podle toho, zda je 0 < £ < 1
nebo & > 1.

V prvnim piipadé tvoii ¢tyii kofeny rovnice (1) aritmetickou posloupnost —1, —¢,
&, 1, kterda ma zrejmé diferenci %, proto & = 1—% = % Toto ¢islo ¢ je kofenem rovnice (1),
pravé kdyz a = 1/(1 — £2) = 3. Potom b =1 — 2a = —2.

V druhém piipadé tvori ¢tyfi kofeny rovnice (1) aritmetickou posloupnost —¢, —1,
1, ¢ s diferenci 2, proto ¢ = 1+ 2 = 3. Cislo 3 je kofenem rovnice (1), pravé kdyz
a=1/(1-3%) =—%. Potomb=1-2a=2,

Zdvér. Uloze vyhovuji pravé dvé dvojice redlnych ¢isel (a,b), a to

cocl(42).6-9)
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NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Urcete vSechny hodnoty redlnych parametrt p a g, pro néz ma kazda z rovnic

z(x —p) =3 +q, z(x+p)=3—q

v oboru realnych Cisel dva rtizné koteny, jejichz aritmeticky priimeér je jednim z kofent
zbylé rovnice. [59-B-S-1]
N2. Uréete vSechny dvojice (a,b) redlnych ¢isel, pro néz ma kazda z kvadratickych rovnic

aac2—|—2bw—|—1:0, bz? 4+ 2ax +1=0

dva ruzné realné koreny, priCemz praveé jeden z nich je obéma rovnicim spolecny.
[67-B-I-5]
N3. Uréete vsechny dvojice (a,b) redlnych &isel, pro néz maji rovnice

z? 4+ (3a + b)x + 4a = 0, 2 4+ (3b+a)r +4b=0

spoleény redlny koten. [57-B—S—2]
D1. Urcete vSechny trojclenné aritmetické posloupnosti prvocisel s diferenci 1970.
[20-B-P—2]
D2. Uvazujme dvé kvadratické rovnice

22 —ar—b=0, 22 —br—a=0

s realnymi parametry a, b. Zjistéte, jaké nejmensi a jaké nejveétsi hodnoty mize nabyvat
soucet a + b, existuje-li pravé jedno redlné cislo z, které soucasné vyhovuje obéma
rovnicim. Uréete déle vSechny dvojice (a,b) redlnych parametrii, pro néz uvazovany
soucet téchto hodnot nabyva. [57-B-II-1]
D3. Realna éisla a, b maji nasledujici vlastnost: kvadraticka rovnice 2 —ax +b—1 = 0 ma

v mnoziné realnych cisel dva rtizné koteny, jejichz rozdil je kladnym kofenem rovnice
22 —ax+b+1=0.

a) Dokazte nerovnost b > 3.

b) Vyjadiete kofeny obou rovnic pomoci b.
[69-B-1-6]

2. Necht k, n jsou pFirozend c¢isla. Z platnosti turzeni ,c¢islo (n—1)(n+1) je délitelné
cislem k“ Adam usoudil, Ze bud ¢islo n — 1, nebo ¢islo n+ 1 je délitelné k. Urcete
vsechna prirozend cisla k, pro néz je Adamova vvaha spravnd pro kaZdé prirozené n.

RESENI. Ukazeme, Ze pro nesoudélnd prirozend ¢isla r a s, kde r > 2 a s > 2,
existuje prirozené cislo n s vlastnosti

r|in—1 a s|n+1.

Pro takové ¢islo n a ¢islo k£ = rs neni Adamova tuvaha spravna, protoze z predpokladu,
ze Cislo k déli ¢éislo (n — 1)(n + 1), neplyne, ze k déli n — 1 ani Ze k déli n + 1. Kdyby
totiz k = rs délilo napr. n — 1, délilo by c¢islo s obé ¢isla n + 1 i n — 1, coz vzhledem
k rovnosti (n + 1) — (n — 1) = 2 neni mozné, nebot s > 2.

Existenci cisla n z prvni véty feseni dokazeme tak, ze uvazime s cisel

2, r4+2,2r4+2, ..., (s—1)r+2.

Ta davaji pfi déleni ¢islem s vesmés riazné zbytky. Kdyby totiz nékterd dvé z nich,
feknéme ir +2 a jr+2 (0 < i < j £ s — 1), davala pfi déleni ¢islem s stejny zbytek,
potom by ¢islo s délilo i jejich rozdil (i — j)r, a vzhledem k nesoudélnosti ¢isel r a s tudiz
i rozdil i — j, coz neni mozné, protoze |i — j| < s. Uvedenych s ¢isel tedy dava tplnou
soustavu zbytk® modulo s, proto mezi nimi existuje ¢islo, které pti déleni ¢islem s dava
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zbytek 0, necht je to ¢islo Ir + 2. Potom ovSem pro ¢islo n = Ir + 1 plati, Zze r délin — 1
asdelin+ 1.

Uvédomme si, ze kazdé cislo k£ délitelné dvéma lichymi prvocisly se da zapsat jako
soucin dvou nesoudélnych cisel vétsich nez 2. Adamova tvaha mize byt tedy spravna
pouze pro ta cisla k, kterd jsou délitelnéd nejvyse jednim lichym prvocislem. To znamena,
ze Cislo k ma jeden z nasledujicich tii tvart:

kde p je liché prvocislo, s celé nezaporné a t prirozené cislo.

Necht k£ = 2%, kde s je celé nezaporné ¢islo. Pro s = 0 neni Adamova tivaha spravné,
protoze ¢islo k = 2° = 1 déli kazdé pfirozené ¢islo, tedy déli obé ¢&isla n — 1 i n + 1.
Pro s = 1 také neni Adamova tvaha spravna, protoze pokud k = 2! = 2 déli ¢islo
(n —1)(n+ 1), je jeden z ¢initelt sudy, ale pak je sudy i druhy ¢initel. Pro ¢islo s = 2,
tedy pro k = 22 = 4 Adamova tvaha spravna je. Pokud totiz 4 déli ¢islo (n — 1)(n + 1),
je aspon jeden z obou cinitelti sudy, takze jde o dvé po sobé jdouci suda cisla, z nichz
pravé jedno je délitelné ¢tyimi. Koneéné pro libovolné s = 3 Adamova tivaha spravna
neni, sta¢i vzit ¢éislo n = 2571 — 1.

Necht k = pt, kde p je liché prvocislo a t pfirozené éislo. Potom je Adamova tivaha
spravna, jelikoz obé ¢isla n — 1 a n + 1 nemohou byt soucasné délitelné stejnym lichym
prvodislem p, a proto je pravé jedno z nich délitelné ¢islem pt = k.

Necht k& = 2p', kde p je liché prvoéislo a t piirozené éislo. Potom je Adamova
uvaha také spravna: obé cisla n — 1 a n 4+ 1 jsou nutné suda a pritom nemohou byt
soucasné délitelnéd stejnym lichym prvocislem p, proto je pravé jedno z nich délitelné
¢islem 2p' = k.

Zaver. Adamova tivaha je spravna pro kazdé pfirozené ¢islo n pouze pro prirozena
¢isla k jednoho z tvari

k=4, k=p, k= 2pt,

kde p je liché prvocislo a t pfirozené cislo.

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

N1. Je-li ¢islo (n —1)(n+ 1) délitelné ¢tyfmi, je pravé jeden z éiniteld n — 1, n+ 1 délitelny
¢tyfmi. Dokazte.

N2. Uréete, pro ktera dvojmistna ¢isla n je n — n délitelné stem. [50-C—S-3]

N3. Najdéte vSechna trojmistna ¢&isla n takova, Ze posledni trojéisli ¢isla n? je shodné
s ¢islem n. [50-C-I-1]

N4. Kolik existuje pfirozenych ¢isel z < 1992000 takovych, Ze &islo 1992000 deéli é&islo
x3 — 27 [41-B-1-6]

3. Jsou ddny kruznice k, [, které se protinaji v bodech A, B. Oznacme K, L po radé
dotykové body jejich spolecné tecny zvolené tak, Ze bod B je vnitrnim bodem troj-
thelniku AKL. Na kruznicich k a | zvolme po tadé body N a M tak, aby bod A
byl vnitrnim bodem usecky M N . Dokazte, Ze ctyruhelnik K LM N je tétivovy, pravée
kdyz primka M N je tecnou kruznice opsan€ trojuhelniku AK L.

RESENI. Z rovnosti obvodového a tisekového thlu piislusného tétivé AK kruznice k
plyne (obr.1) | XK NA| = |<LKA| a podobné z rovnosti obvodového a tsekového tihlu
prislusného tétivé AL kruznice [ plyne |<V LM| = |<LAM]|, kde jsme jako V' oznadili
néjaky bod polopiimky opac¢né k polopiimce LK.
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Obr. 1

Ctyithelnik KLMN je tétivovy, pravé kdyz plati [<xKNA| = |¥VLM]| neboli
| LK A| = |<LAM|. Posledni rovnost ovsem plati, pravé kdyz je LAM tsekovym tthlem
prislusnym obvodovému thlu LK A tétivy LA kruznice opsané trojuhelniku AK L, tedy
praveé kdyz je primka M N tec¢nou této kruznice.

Tim je tvrzeni tlohy dokazano.

JINE RESENI. VyfeSme tlohu nejprve za predpokladu, ze piimky KL a M N jsou
rovnobézné. V takovém pripadé jsou zfejmé oba trojuhelniky ANK a M AL rovnora-
menné, protoze osy stran AN, resp. M A prochazeji odpovidajicim vrcholem K, resp. L
(jinak bodem dotyku teény rovnobéiné s tétivou AN, resp. M A kruznice k, resp. [).
Je tedy |LA| = |[LM| a |KN| = |KA|. Piitom ¢tyftahelnik K LM N je tétivovy, pravé
kdyZ je to rovnoramenny lichobéinik, tj. |LM| = |KN|. To podle pfedchozi dvojice
rovnosti nastane, pravé kdyz je trojuhelnik K L A rovnoramenny neboli pravé kdyz M N
je tefnou jeho kruznice opsané ve vrcholu proti zdkladné K L. (Vzhledem k tomu, Ze
pak jsou trojuhelniky ANK a M AL shodné, uvedend situace nastane, pravé kdyz jsou
kruznice k, [ shodné.)

Predpokladejme déle, ze pifimky M N a KL jsou riznobézné, a oznaCme V jejich
prusec¢ik (obr.2). Uzitim mocnosti bodu V' ke kruznicim k a | dostaneme

VK|?> =|VA| |[VN| a VL] =|VM|-|VA|.




Vynasobenim obou vztaht obdrzime
[VE[*-[VLI* = |[VN| - [VA]? - [V M|. (1)
Ctyitihelnik KLM N je ovsem tétivovy, pravé kdyz plati (viz navodnou tlohu N1)
[VK|-|VL| =|VN|-|VM|
neboli — s ptihlédnutim k (1) — pravé kdyz plati
\VK|-|VL| = VA

Posledni rovnost ov§em plati, pravé kdyz ptimka M N (prochazejici bodem A) je te¢nou
kruznice opsané trojuhelniku AK L. Tim je tvrzeni tlohy dokazano.

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:
Zopakujte si nejdfive ucebnicové poznatky o obvodovém, stfedovém a tsekovém tuhlu
i s jejich dikazy. Pripomente si rovnéz vlastnost vSech seCen dané kruznice jdoucich
danych bodem, jez je vyjadiena mocnosti bodu ke kruznici.

N1. P¥imky KL a M N se protinaji v bodé V, ktery lezi bud uvnit¥, nebo vné obou tsecek
KL a MN. Dokazte, ze body K, L, M, N lezi na jedné kruznici, pravé kdyz plati
|VK|-|VL| =|VM]|-|VN]|. [Uvazte mocnost bodu V ke kruznici opsané trojthelniku
KLM a posudte, kdy druhy priise¢ik N’ této kruZnice s piimkou VM splyva s bo-
dem N

N2. V roviné je ddna ptimka p a body A, B (A # B), které lezi v téze poloroviné vytaté
pfimku p. Sestrojte kruznici, kterd prochézi body A, B a dotyka se pfimky p. [Uvazujte
primku ¢, na niz lezi body A, B, a vyuzijte mocnost jejiho pruseciku s p k hledané
kruznici.]

N3. V roviné je dan pravouhly lichobéznik ABCD s del$i zdkladnou AB a pravym thlem
pii vrcholu A. Kruznice k1 sestrojend nad stranou AD jako primérem a kruznice ka,
kterd prochézi vrcholy B a C a dotyka se pfimky AB, maji vnéjsi dotyk v bodé P.
Dokazte, ze thly CPD a ABC jsou shodné. [52-B-I-5]

N4. V roviné je dan pravouhly lichobéznik ABCD s delsi zadkladnou AB a pravym uthlem
pfi vrcholu A. Ozna¢me k; kruznici sestrojenou nad stranou AD jako nad primérem
a ko kruznici prochézejici vrcholy B, C a dotykajici se pfimky AB. Maji-li kruznice ki,
k2 vnéjsi dotyk v bodé P, je pfimka BC tefnou kruznice opsané trojuhelniku CDP.
Dokazte. [52-B—11-4]

D1. Necht L je libovolny vnitini bod kratsiho oblouku C'D kruZnice opsané ¢tverci ABCD.
Oznac¢me K prisecik piimek AL a C'D, M priasecik primek AD a CL a N prusecik
pfimek MK a BC'. Dokazte, ze body B, L, M, N lezi na téze kruznici. [53—A-111-5]

4. Méjme 6n Zetonu aZ na barvu shodnych, po trech od kaZdé z 2n barev. Pro kazZdé
prirozené ¢islon > 1 urcete pocet p,, vSech rozdélent takovich 6n Zetoni na dvé hro-
madky po 3n Zetonech, kdy Zadné tri Zetony téZe barvy nejsou ve stejné hromadadce.
Dokaste, Ze py, je lich€ ¢islo, pravé kdyz n = 2% pro vhodné prirozené k.

RESEN{. Zadné t¥i Zetony téze barvy nelezi na jedné hroméadce, tedy na kazdé
z hroméadek lezi alespon jeden zeton zvolené barvy. Kazdé vyhovujici rozdéleni zetont
do hromédek je pak charakterizovano tim, na které z nich lezi pravé jeden ze tii zZetont
té které barvy.

Ptedpokladejme, ze v jedné z hromédek je pravé [ barev zastoupeno jednim zetonem
a zbylych 2n —1 barev dvéma. Jednoduchym vypocétem [+2(2n—1) = 3n ovSem zjistime,
ze toho lze dosahnout jen pfi [ = n. Proto je zkoumany pocet p,, roven poctu rozdéleni
2n Zetont navzajem ruznych barev na dvé (neuspoiadané) skupiny po n Zetonech, tedy

i) - et o
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Nasi tlohou tak je dokazat, ze posledni kombinac¢ni ¢islo je liché, praveé kdyz je
¢islo n mocnina dvou. Tento poznatek (a vlastné i metodu jeho diikazu) lze vypozorovat
z dobfe znamého schématu vsech kombinacnich ¢isel v podobé Pascalova trojihelniku:

1
1 Q)
10 1

L1 @ 1]

10001

1 1001 1
1 010101
(1 1 1 1M1 1 1]
1 0000O0O0TO01
110000011
1 01000O0O0T1TO01
11110001111
1 000100010001
11001 10®110011
1010101010101 °01
[T 111111 1®M®111111 1]

V naSem schématu ovsem nejsou samotné kombinac¢ni ¢isla, nybrz jejich zbytky 0 ¢i 1
pfi déleni dvéma. K jejich urceni neni nutné kombinacni ¢isla viibec pocitat, protoze
z rekurentnich vzorcl

G)=()=r = (=020 () azizoon

muzeme postupné po jednotlivych fadcich namisto kombinac¢nich ¢isel rovnou psat jejich
zbytky pfi déleni jakymkoliv pevnym c¢islem, v nasem piipadé c¢islem 2.

Vsimnéme si, co nase schéma napovida. Nékteré fadky (vyznacené obdélnicky) jsou
sestaveny ze samych jednotek. Diky rekurentnim vzorcim (2) pod kazdym takovym rad-
kem zfejmé vznikne trojuhelnik sestaveny ze samych nul (tfi takové trojuhelniky jsou
vyznaceny Sedym podtiskem) a olemovany zleva i zprava samymi jednotkami; bezpro-
stredné pod nim opét lezi radek ze samych jednicek. Protoze zbytky vSech zkoumanych
Cisel (2”71_1) (v naSem schématu vyznacenych krouzky) lezi v popsanych obdélni¢cich
nebo trojuhelnicich, bude takové kombinacni ¢islo liché, pravé kdyz bude mit pozici
v nékterém obdélnicku.

Nase pozorovani nyni popiseme presnéji a rovnou je ovéfime matematickou indukeci.

Rddky ze samgjch jednicek jsou prdvé vddky s kombinacnimi &isly (”;1) 0= <
<n—1), kde n je tvaru n = 2%. Tvrzeni trivialné plati pro k = 1. Pfedpoklddejme tedy,
7e plati pro néjaké k > 1, a ozna¢me P, prvnich n = 2* fadki schématu. Dalsich n fadkt
si mizeme predstavit jako tfi rovnostranné trojuhelniky cisel: prvni a tfeti s n radky
jsou téze velikosti jako P,, mezi nimi je pak (n — 1)-fadkovy trojahelnik (vrcholem
dolu), ktery je diky jednotkdm v zékladné trojihelniku P, a rekurentnim vzorctum (2)
sestaven ze samych nul. Proto maji prvni a tfeti trojuhelnik jednotky nejen v hornich
vrcholech a na stranach lezicich na hranici celého schématu, ale i na stranach, kterymi
se pfimykaji k druhému trojuhelniku, tedy na zacatku i konci kazdého ze svych n radki.
Plyne to opét ze vzorcu (2), které pak ovSem vedou k dalsimu, pro nas hlavnimu zavéru:

6



Prvni a ttreti trojuhelnik jsou totozné s trojihelnikem P,,. MtZeme tedy shrnout, Ze
kazdy z n — 1 pfidanych fadkt obsahuje aspon jednu nulu, zatimco n-ty fadek (slozeny
ze dvou n-tych fadku trojuhelniku P, ) obsahuje samé jednicky. Tvrzeni tudiz plati i pro
2n = 2 - 2% = 2F+1 §34dka Pascalova trojihelniku modulo 2, tj. i pro é&slo k + 1.

Cislo p,, je tedy skuteéné liché, pravé kdyz n je mocnina dvou.

JINE RESENI. Pocéet p,, pozadovanych rozdéleni Zetonii ur¢ime stejné jako v ptivod-
nim feSeni vzorcem

2n)!
pn_( )27
2(n!)
ktery déale upravime na tvar
2-4-...-(2n—2)(2n) 2"n!
n=1-3-...-(2n—1) - =1-3-...-2n—1) - =
b (2n—1) 2(nl)2 A TP}
2n—1

Pro nejvyssi mocninu 2%, ktera déli n!, plati (viz ndavodnou tlohu N1)

o=3) ] )

kde 2™ < n < 2™t a |z znadl dolni celou édst ¢isla x, tedy nejvétsi celé ¢islo, které
neni vétsi nez x. Odtud pro exponent a plyne odhad

Z vyjadreni (3) tedy vidime, ze ¢islo p,, je liché, pravé kdyz a = n — 1 neboli n je
tvaru 2.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Odvodte tzv. Legendreovu formuli: Nejvyssi mocnina prvocisla p, kterd déli n!, ma

stupen rovny souctu
p p? p3

[Uvazte, ze prvni s¢itanec je roven poétu téch ¢isel od 1 do n, jez jsou délitelna éislem p,
druhy s¢itanec je roven poctu takovych &isel, jez jsou délitelna nejen p, ale i p? atd.
Do daného souctu tudiz kazdé z cisel od 1 do n prispé€je pravé tolikrat, kolikrat je
prvodislo p zastoupeno v jeho rozkladu na prvocinitele.]

N2. Urcete, kolika nulami kon¢i zépis ¢isla 2 010!. [501]

D1. O tom, zda zadané kombinacni ¢islo (}), kde 0 < k < n, je sudé ¢i liché, lze jednoduse
rozhodnout pomoci éislic ¢;, d; z dvojkovych zapist parametri n a k:

TL:C0+C121+0222+0323+..., k:d0+d121—|—d222—|—d323—|—...

Pomoci Legendreovy formule dokazte takové kritérium: ¢&islo (Z) je liché, prave kdyz

pro kazdy index ¢ = 0 plati ¢; = d;. Pak odvodte jeho dva diisledky:

a) Vsechna kombinaéni ¢isla (Z) s danym n a k € {0,...,n} jsou lich4, pravé kdyz
je ¢islo n + 1 mocninou ¢isla 2.
b) Pocet téch kombina¢nich éisel (Z) s danym n a k € {0,...,n}, jez jsou licha, je

mocninou ¢isla 2 pro kazdé n.
[Podle Legendreovy formule je ¢islo (Z) liché, pravé kdyz ve vSech obecné platnych

nerovnostech . .
5 - 5] - 5] 20 Geny
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nastane rovnost. Po dosazeni dvojkovych zapisii do téchto rovnosti dostaneme po upravé
ekvivalentni soustavu

L(Co —do) + (c1 —d1)2+ ...+ (ci1 —d;i—1)2" 1

> J:o (i € N).

Ta je zrejme splnéna, praveé kdyz je soucet
(CO — do) + (01 — d1)2 + ...+ (Ci — di)Qi

nezéporny pro kazdé i > 0, tedy pravé kdyz se cely vypocet rozdilu n — k v dvojkové
soustavé odehraje v jednotlivych fadech samostatné. Dale uvazte, Ze takto probéhne
odc¢itani n — k pro kazdé k, pravé kdyz je ¢islo n zapsédno skupinou jednicek. Koneéné
p¥i obecném n je pocet rozdilit n — k s takovym pritbéhem vypodétu ziejmé roven 27,
kde j je pocet jednicek v zapisu n.]

5. Na kazZdé sténe krychle je napsdno prdvé jedno celé c¢islo. V jednom kroku zvolime
libovolné dvé sousedni stény krychle a c¢isla na nich napsand zvétsime o 1. Urcete
nutnou a postacujici podminku pro ocislovani stén krychle na pocdtku, aby po ko-
necném poctu vhodnych kroki byla na vsech sténach krychle stejnd cisla.

RESENI. V kazdém kroku se soucet viech ¢isel na sténach krychle zvétsi o 2, jeho
parita se tedy nezméni. Jsou-li na vSech sténach krychle stejna cisla, je jejich soucet
nasobkem Sesti, a je tudiz délitelny dvéma. Nutnou podminkou k tomu, abychom tohoto
stavu dosahli, tedy je, aby i na pocatku byl soucet vSech ¢isel na sténach krychle délitelny
dvéma.

Tato podminka je zaroven postacujici. Predpokladejme, ze soucet vSech Sesti celych
¢isel na sténach krychle je na pocatku délitelny dvéma. Ukazeme, jak po urc¢itém poctu
krokd dosahnout toho, ze na vsech sténach krychle budou stejna ¢isla.

Oznacme stény krychle S1,Ss, ..., Sg, pficemz sténa Sp je proti sténé Sg, sténa So
proti S5 a S3 proti S4.* Krok, v némz zvétsime ¢isla na sténdch S;, S;, budeme znadit k;;.
A protoze nas zajima jen relativni hodnota ocislovani stén, tj. zda a o kolik se lisi
od nejmensi hodnoty vsSech Sesti cisel, budeme déle pracovat jen s témito relativnimi
hodnotami (coz budou nezaporna cela ¢isla s nejmensi hodnotou 0).

Posloupnosti krokti k12, ko3, k35, k54, k41 zajistime, Ze se ¢islo na kazdé sténé kromé
stény Se zvetsi o 2, coz vzhledem k nasi amluvé vlastné znamend, Ze jsme (relativni)
hodnotu ¢isla na sténé Sg o 2 zmensili. Podobnym zptsobem mutizeme o 2 ,,zmensit“ ¢islo
na libovolné sténé krychle. Je tedy zfejmé, ze popsanym zpiisobem dosdhneme toho, ze
(relativni) hodnoty ¢isel na sténach budou jen 0 nebo 1, nula mezi nimi ovSem musi
byt aspon jedna (podle vyznamu relativnich hodnot). Nyni jiz sta¢i prosetfit nasledujici
moznosti (pfipomenme, ze soucet vSech Sesti ¢isel je sudy):

a) Na sténach krychle jsou vesmés 0; tvrzeni pak plati trivialné.

b) Na sténach krychle jsou pravé dvé 1 (na ostatnich 0). Bez ohledu na to, zda jsou
obé jednicky na sousednich ¢i protilehlych sténach, vzdy mtzeme rozdélit zbyvajici
CtyTFi stény s nulami na dvé dvojice sousednich stén a ve dvou krocich zvétsit jejich
¢isla o 1.

c) Na sténéch krychle jsou pravé ¢tyii 1 (na zbyvajicich dvou sténéch jsou 0). Tento
pripad vyfesime tak, Ze nejprve snizime (zptusobem popsanym vyse) hodnotu kazdé
stény s jedni¢kou o dva, ¢imz ovSem (v relativnich hodnotach) dostaneme presné
situaci popsanou v b).

1 Podobné jsou oéislovany i stény bézné hraci kostky: soucet bodu na protilehlych sténach dava 7.
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Zaver. Dosahnout toho, Ze po konecném poc¢tu krokt budou na vSech sténach
krychle napséna stejna ¢isla, 1ze, pravé kdyz je soucet (celych) ¢isel na vSech Sesti sténach
krychle délitelny dvéma.

Pozndmka. Cast c) predchoziho feSeni lze vyfesit i takto: Jsou-li obé 0 na sousednich
sténach, muzeme je jedinym krokem zvétsit na 1. Jsou-li obé 0 na protilehlych sténach
(bez Gjmy na obecnosti necht jsou to napi. S; a Sg), pomoci kroka k1o, kss, k15, ka6,
dosdhneme toho, Ze na vsech sténach krychle budou napsana cisla 2.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

N5.

Na kazdé sténé krychle je napsano pravé jedno cislo, pficemz vsechna cisla nejsou
stejna. V jednom kroku cisla na kazdé sténé krychle nahradime aritmetickym primérem
stavajicich cisel na vSech ctyfech sousednich sténach. Rozhodnéte, zda po nékolika
krocich mohou byt na sténach krychle opét pivodni éisla. [Ne. Ozna¢me M nejvétsi
z Cisel. Pokud M po prvnim kroku ze stén zmizi, uz se na nich nikdy neobjevi. Pokud
nezmizi, bude po prvnim kroku na pravé dvou sténéch a zmizi po druhém kroku.]

Na tabuli jsou napsana celd nezaporna cisla od 0 do 1234. Uvazujme nasledujici operaci:
Smazeme libovolné dvé ¢isla a misto nich napiSeme na tabuli jejich rozdil (od vétsiho
¢isla odec¢teme mensi). Tuto operaci opakujeme, dokud na tabuli neztstane posledni
éislo. Mize na tabuli zustat ¢islo 2? [Ne. Uvedenou operaci se neméni parita sou¢tu
vSech éisel napsanych na tabuli, ktery je v tomto pfipadé lichy.]

Na tabuli jsou napsdna vsechna pfirozena cisla od 1 do 100. Uvazujme nasledujici
operaci: Smazeme libovolna dvé ¢isla a misto nich napiSeme na tabuli jejich soucet.
Tuto operaci opakujeme, dokud na tabuli neztistanou posledni tfi ¢isla. Mtizeme timto
zpusobem nakonec ziskat t¥i po sobé jdouci ¢isla? [Soucet t¥i po sobé jdoucich ¢&isel je
délitelny tfemi, kdezto neménny soudet vSech éisel na tabuli délitelny tfemi neni.]

Na stole je n pohart, vSechny jsou postaveny dnem vzhiru. V jednom kroku smime
oto¢it libovolnych k pohari naopak (k je dané, neménné). Je mozné, aby po konecném
poctu krok®i bylo vSech n pohdréi postaveno dnem dol@i? Reste nejprve pro n = 9
ak =05, potompron =9ak=4.[Pron=9ak=>5 to zfejmé mozné je. Pron =9
a k = 4 to mozné neni, protoze obecnéji plati: pfi sudém k a libovolném n se neméni
parita po¢tu pohédrti postavenych dnem vzhiiru (tj. tento poéet je bud neustéle sudy,
nebo lichy).]

Je ddno n (n 2 2) pfirozenych ¢isel, s nimiz mizeme provést nasledujici operaci: vy-
bereme nékolik z nich, ale ne vSechna a nahradime je jejich aritmetickym primeérem.
Zjistéte, zda je mozno pro libovolnou pocatec¢ni n-tici dostat po konecném poctu kroku
vSechna ¢isla stejnd, jestlize n se rovnd a) 2000, b) 35, ¢) 3, d) 17. [51-B-I-4]

6. Dokazte, zZe v kazdém trojihelniku ABC' s ostrym ihlem pti vrcholu C (pri obvyklém
oznacent délek stran a velikosti vnitrnich uhli) plati nerovnost

(a? +b*) cos(a — 3) < 2ab.

Zjistéte, kdy nastane rovnost.

Je-li a = b, je a = (3, takze cos(aw — ) = 1 a dokazovana nerovnost plati jako
rovnost a? + a? = 2a? (dodejme, Ze bez ohledu na

to, zda je thel ~ ostry ¢i nikoliv). Protoze dokazo-
vana nerovnost je symetrickd v a, b (kosinus je suda
funkce), mtizeme bez Gjmy na obecnosti predpokla-
dat, ze a > b neboli a > f.

Protoze o > (3, 1ze thel BAC velikosti « rozdeé-
lit pomoci bodu D € BC na dva thly CAD a DAB
velikosti 3, a o — 3 (obr. 3). Trojuhelnik DAC je pak
zmensenim trojihelniku ABC' s koeficientem podob-
nosti k = b :

a, takze |AD| = be/a a |DC| = b?/a,

odkud |BD| = |BC| — |DC| = (a® — b?)/a.



Vyjadieni |AD|, |BD| dosadime do rovnosti z kosinové véty pro trojuhelnik ABD
a upravime:

|BD|? = |AB|? + |AD|? — 2|AB||AD| cos(a — f3),
(a® = b%)* 24 b2c? B 2bc? cos(a — 3)

a? a? a ’

(a®> = b*)2=0-c*, kde d=a’®+b*>—2abcos(a— 3) > 0. (1)

(Posledni nerovnost plyne z toho, Ze pro a # (3 je cos(a — (3) < 1.) Vztah (1) spolu
s rovnosti ¢2 = a? +b? — 2ab cosy nyni vyuzijeme k tipravé rozdilu A pravé a levé strany
dokazované nerovnosti, ktery navic jesté vynasobime vyrazem 2ab:

2abA = 2ab(2ab — (a® + b*) cos(a — B)) = 4a*V* — (a* + b*) - 2abcos(a — B) =
= 4a*b® — (a® + b*)(a® + b* = §) = 6(a® + b*) — (a® — b*)? =
=0(a®+b*) —6-c* =6(a®+b>—c*) =6-2abcos,

Po vydéleni vyrazem 2ab dostavame vztah A = §cos~y, takze s ohledem na § > 0 ma
vyraz A stejné znaménko jako cos~y (zopakujme, Ze za predpokladu a # b). Odtud
plyne, ze v ptripadé, kdy v < 90° a a # b, plati nerovnost ze zadani ulohy jako ostrd.
Tim je tloha vyfesena a odpovéd na jeji zavérecnou otdzku zni: v dokézané nerovnosti
(v zadané situaci, tj. pfi ostrém thlu 7) nastane rovnost, pravé kdyz a = b.

Poznamka 1. Odvozeny vztah A = § cos~y se bez pomocnych oznaceni prepise jako
identita

2ab — (a® + b*) cos(a — () = (a2 + b — 2ab cos(a — B3)) cos, (2)

ktera plati pro libovolny trojihelnik ABC (k nasemu odvozeni sta¢i pfidat trividlni ové-
feni rovnosti (2) v pfipadé a = b). Vysledek (2) umoziiuje snadnou diskusi o jednotlivych
pripadech relace

(a® + b*) cos(a — B3) § 2ab,

nebot prvni ¢initel v pravé strané (2) je vzdy nezaporny:
a?+bv? — 2abcos(a — f3) 2 a® +b% — 2ab = (a— b)2 > 0.

Relace dopadé takto: rovnost nastane, pravé kdyz a = b nebo v = 90°; v pfipadé a # b
pak plati ostra nerovnost < ¢i > podle toho, zda je v < 90° nebo ~ > 90°.

Jiné fesSeni. Puvodni feSeni je celé zalozeno na vztahu (1), proto jeho odlisné
odvozeni nyni uvedeme jako ,,jiné feseni“. Tvar kladného vyrazu 6 v (1) je motivaci
k tivaze o pomocném trojuhelniku, jehoz dvé strany maji délky a, b a sviraji tthel velikosti
a — 3 (opét predpokladame, ze a > b). Nas zajima délka jeho tfeti strany, kterou
oznadime d, takZe pro vyraz 0 ve vztahu (1), ktery se chystame dokézat, budeme mit § =
= d?. Ukazme, Ze takovy trojihelnik o stranach a, b, d je — vedle ptivodniho trojthelniku
o stranach a, b, c — druhym feSenim ulohy sestrojit trojiuhelnik ABC, jsou-li dany strany
a, b a uhel 3. Konstrukci obou feseni A1 BC' a A; BC' vidime na obr. 4. Soucet thlua pfi
vrcholech Ay a As (vyznacenych obloucky) je zfejmé 180°. V jednom z trojuhelniku je
to thel «, ve druhém tedy tthel 180° — «, takze ihel pfi vrcholu C druhého trojuhelniku
je pravé a — f3, jak jsme si piali.2 Usecky A;B, AsB tedy maji (v nékterém potadi)

2 V pripadé a = 90° sice plati A; = Ag, avSak na celé nasi Gvaze neni tieba nic ménit: tehdy totiz
a—F=~vac=d.
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délky ¢ a d. Z mocnosti bodu B k sestrojené kruznici o stfedu C' a poloméru b vyplyva
rovnost

cd = a® — b, (3)

z niz po umocnéni na druhou dostdvame c?d®> = (a? — b?)2. A to je kyzeny klicovy
vztah (1) z ptivodniho FeSeni, nebot jak uz jsme naznacili, podle kosinové véty plati

d*> = a® + b* — 2abcos(a — ). (4)

Obr. 4

Pozndmka 2. V puvodnim FeSeni jsme ze vztahu (1) odvodili identitu zapsanou

v Pozndmce 1 jako (2). Pravé uvedeny alternativni dikaz (1) s vyuzitim konstrukéni

ulohy (a,b, ) mé zajimavy dusledek: diky ,rovnopravnosti“ obou feSeni z obr.4 musi
platit i identita

2ab — (a® 4 b*) cosy = 2 cos(a — 3). (5)

ziskana z (2) vyménou roli trojuhelnikt s trojicemi stran (a,b,c) a (a,b,d) a uvedena
v dopliujici tloze D1, v jejimz navodu naznacujeme odlisné trigonometrické odvozeni.

Dalsi Feseni. Pomocny trojuhelnik se stranami a, b (a > b) svirajicimi uhel o — 3
a tfeti stranou d danou vztahem (4) lze vyuzit k feSeni tlohy i bez objevu ,,mocnostni“
rovnosti (3) néasledujicim postupem, ktery muze byt blizky fesSitelim, a proto ho popi-
sujeme i v navodné tloze N1.

Zminény trojuhelnik lze k trojuhelniku ABC vhodné prikreslit dvéma zpusoby pa-
trnymi z obr. 5. Vlevo je to trojihelnik BC'D (ten znadme uZ z predchoziho feSeni), vpravo

Obr. 5

to je trojuhelnik BC'F; snadno pak ovérime, ze oba vyznacené tthly BC'D a C'BE maji
pozadovanou velikost o — 3.3 Pomoci délky d ze vztahu (4) nyni upravime dokazovanou

3 Oba obrazky odpovidaji pfipadu a < 90°, v uplném feSeni by nemél chybét obrazek pro ptipad
a 2 90°, ktery zde posuzovat nebudeme, protoze dalsi postup vyzaduje jen nepatrnou obménu.
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(ostrou) nerovnost:

(a® + b*) cos(a — () < 2ab,
(a® + %) - 2abcos(a — B) < 4a?b?,
(a® + b*)(a® + b* — d?) < 4a*b?,
(a? — b*)? < (a® + b*)d>. (6)

Nakonec vyuzijeme Pythagorovu vétu pro dvojice pravouhlych trojuhelnikti z obr. 5;
v obou variantach jak s trojuhelnikem BC'D, tak s trojuhelnikem BCE pak plati

a?=(d+2)?+v* a b =2*+0%

takze a®? —b? = d®+2dz = d(d+2z). Po dosazeni do levé strany nerovnosti (6) a zkrdceni
vyrazem d? dostaneme ekvivalentni nerovnost

(d+2x)* < a®> +b> neboli ¢ < a®+ b2,

ktera (diky kosinové vété) presné vyjadiuje podminku v < 90° ze zadani tlohy. Tim je
celé jeji feseni hotovo, protoze v piipadé a = b zfejmé v dokazované nerovnosti nastane
rovnost.

Dalsi feSeni. Jesté jednim zpusobem za predpokladi v < 90° a a > b (neboli
a > [3) dokdZeme ostrou nerovnost

(a® + b*) cos(a — B) < 2ab.

Nejprve ji ekvivalentné upravime, kdyz polozime ¢ = %(a — ) > 0 a vyuZijeme vzorec
cos2p = 1 — 2sin? o:
(a® 4+ b*)(1 — 2sin” ) < 2ab,
(a —b)? < 2(a® +b?) sin? ¢,

— b2
2-(a, ) < a? 4.
2sin ¢

To je (podle sinové véty) nerovnost 272 < a?+b? pro polomér r kruznice opsané libovol-
nému trojuhelniku se stranou a — b a protilehlym vnitfnim thlem . Takovy trojihelnik
dostaneme, kdyz jako na obr.6 stranu C'A trojuhelniku ABC prodlouzime za bod A

Obr. 6
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do bodu F' tak, aby platilo |[CF| = a (a > b). Potom mé trojahelnik ABF stranu AF
délky a — b s protilehlym thlem ABF, jehoz velikost ur¢ime takto: rovnoramenny troj-
thelnik BCF mé pri zadkladné BF' shodné thly 90° — %7 = %(a + f3), takze

a+f3

5 —h=¢
Proto je polomér kruznice opsané trojuhelniku ABF skutecné roven zkoumané hod-
noté r. Pro ni tak ziskdme z predpokladu v < 90° odhad

|AB| c c c

= = < _
"7 2sin|¥AFB| ~ 2sin(90° — Ly) © 2sind5° 2

|XxABF| = |xCBF|— |<xCBA| =

neboli 272 < ¢%; ze stejného predpokladu v < 90° oviem vyplyva (diky kosinové véte
pro trojihelnik ABC) dalsi nerovnost ¢ < a? + b%. Dohromady dostdvame 2r? < ¢? <
< a® + b? a kyzena nerovnost 272 < a? + b? je tak dokdzana.

Dodejme jesté, ze v pripadé v > 90° ze stejnych divodh plati 2r2 > ¢? > a? + b2,
coz (za predpokladu a # b) dokazuje opa¢nou nerovnost

(a® 4 b*) cos(a — () > 2ab.
Posledni reseni. Uvedeme jesté jedno trigonometrické feseni. Pro libovolny troj-
thelnik ABC plati totiz tzv. Mollweidiv vzorec
a—b sin £ (o — )

1
c oS 57

o kterém pojednavéa navodna tloha N2 a ze kterého plyne nasledujici vyjadieni hodnoty
cos(av — f3):
2(a — b)? cos? 17

.9 —
cos(aw — ) = 1 — 25sin? >

—1—

Dosazenim do levé strany dokazované nerovnosti dostaneme

(a® + b?) cos(a — ) < 2ab,

2(a — b)? cos? §
(a® 4+ b?) (1 — (a )CQCOS 27) < 2ab,

2(a? + v*)(a — b)? cos? %7

a—0)2<

(a—b7 < -

Vidime, ze v pripadé a = b nastane rovnost. V pfipadé a # b po déleni kladnym
vyrazem (a — b)? a dalsi ziejmé ekvivalentni tipravé dostaneme

¢ < 2(a® + b?) cos? %

Dosadime-li sem z rovnosti
A =a%+1b>—2abcosy a 2cos’ % =1+ cos~,
dostaneme po odecteni sou¢tu a? + b? od obou stran nerovnost
—2abcosy < (a® +b*)cosy mneboli 0 < (a+ b)?cos,

coz diky zadanému predpokladu v < 90° skutecné plati jako ostréd nerovnost. Tim je
nerovnost ze zadani tilohy dokazana; rovnost v ni nastane, pravé kdyz a = b.

4 T pfi tomto postupu lze odvodit obecnéjsi zavéry uvedené v Pozndmce 1 za prvnim fesenim.
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NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

Nejprve uvazte, jak k danému trojahelniku ABC, ve kterém plati a > b a v < 90°,
vhodné prikreslit trojuhelnik s dvéma stranami a, b, které by sviraly tahel a— 3. Oznacte
d délku treti strany takového trojuhelniku a ukazte, Ze nerovnost ze zadani soutézni
ulohy je ekvivalentni s nerovnosti (a? — b2)? < (a2 + b2)2d2. Tu pak dokazte tak, Ze
do levé strany dosadite vyjadieni pfepon a, b ve vhodnych pravouhlych trojuhelnicich
pomoci Pythagorovy véty. [Cely postup je podrobné popsin v celkové tietim FeSeni
soutézni ulohy.]

Pro obecny trojuhelnik ABC' dokazte tzv. Mollweidav vzorec

a—b sin%(a—,@)

1
c cos 57

s jehoz pomoci 1ze rovnéz vytesit zadanou soutézni tlohu. [Mollweidtv vzorec je trivialni
v pfipadé a = b; v pripadé a > b uzijte sinovou vétu pro trojuhelnik ABF, kde F' je
bod vybrany na prodlouzeni strany C'A za bod A tak, ze plati |AF| = a — b; pfipad
a < b lze pfevést na predchozi zaménou stran a a b. ReSeni soutézni tlohy pomoci
Mollweidova vzorce je v naSem textu uvedeno jako posledni.]

Pro obecny trojuhelnik ABC' dokazte rovnost

2ab — (a® 4 b*) cosy = 2 cos(a — f3).

[S vyuzitim rovnosti a? + b% = ¢2 + 2abcosy lze dokazovany vzorec upravit do tvaru
2absin? v = c?(cos(a—3)+cos 7). Ukazte déle, ze plati cos(a—3) +cosy = 2sin asin 3,
a pak vyuzijte, Ze rovnost absin?y = c?sin asin 3 je dusledek sinové véty.]

Pro obecny trojuhelnik ABC' dokazte druhy Mollweidtv vzorec

atb _cosi(a—p)

c sin %’y
ktery spolu s prvnim Mollweidovym vzorcem z tlohy N2 vede k rovnosti

a—b tgg(a—p)
at+b  tgi(a+p)

oznacované spolu s dal§imi dvéma analogickymi rovnostmi pro dvojice stran a,c a b, c
jako tangentova véta pro trojuhelnik ABC. [Uzijte sinovou vétu pro trojuhelnik ABG,
kde bod G lezi na prodlouzeni strany BC' za bod C tak, ze |BG| = a + b. K odvozeni
tangentové véty porovnejte podil levych a podil pravych stran obou Mollweidovych
vzorcl a k tomu uvazte, zZe tg %(oz + B) = cotg %'y]
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