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Uvod

Tato sbirka navodnych tloh a komentaii ma pomoci studentim pii feSeni sou-
téznich tloh doméaciho kola 59. ro¢niku matematické olympiady kategorie A, B a
C. Rovnéz by méla byt vychozim studijnim materidlem jak pro pfipravu na skolni
¢ast prvniho kola tak pro tucastniky krajské kolo. Dale muze slouzit k procviceni
vybranych partii matematiky, pro praci s talentovanymi zéky jako rozSitujici
ucivo. VSechny tlohy jsou okomentovany a vyteSeny, v nékterych pripadech je
podan stru¢ny vyklad nezbytné teorie. Vétsina pouzitych tloh pochazi z textu
vydanych Jednotou ¢eskych matematiki a fyziku k 59. roéniku MO.

Shirka vznikla za pomoci Pfirodovédecké fakulty Ostravské univerzity. Je roz-
délena do tii ¢asti, které koresponduji s jednotlivymi kategoriemi matematické
olympiady. Prvni kapitola je urcena studentim soutézicich v kategorii A, ktefi
jsou v maturitnim nebo pfedmaturitnim ro¢niku. Jejim autorem je kolektiv pra-
covniku Katedry aplikované matematiky Fakulty elektrotechniky a informatiky
Vysoké skoly banské - Technické univerzity v Cele s garantem kategorie A a ¢le-
nem krajské komise matematické olympiddy Doc. Jifim Bouchalou, PhD. Druh&
kapitola je zamérena na kategorii B a jejim autorem je ¢len katedry matematiky
VSB TU Mgr. Petr Otipka, ¢len krajské komise matematické olympiddy a garant
kategorie B. Tteti a posledni ¢ést je urcena studentiim prvnich ro¢niku stfednich
skol soutézicich v kategorii C. Jejim autorem je RNDr. Michal Vavros, Ph.D.
z Wichterlova gymnézia, ¢len krajské komise matematické olympiady a garant
kategorie C pro Moravskoslezsky kraj.

Kazda cast sbirky obsahuje fesené priklady a nezbytné komentate, které maji
navézt studenty k uspésnému vyteSeni soutéznich tloh. Sbirka si neklade za cil
vyCerpavajicim zpusobem podat feSeni zadanych tloh nebo obsdhnout vyklad
veskeré teorie nutné ke snadnému vyteSeni tloh. Tento soubor tiloh méa snahu
ukéazat cestu k feSeni jednotlivych soutéznich tloh, poukizat na nékteré problémy
souvisejici s danou oblasti matematiky. Mél by slouzit jako rozsitujici studijni ma-
teridl a zdsobarna tloh k procvic¢eni pii praci s talentovanymi studenty a zajemci
o matematiku.

Shirka neprosla jazykovou korekei a nema jednotny format jednotlivych ¢asti.
Ve své podstaté kazda kapitola predstavuje samostatnou ¢ast zamérenou na dany
typ tloh pftislusné kategorie.

Mnoho radosti a pociti uspokojeni pfi feseni tuloh.

Autori



Navody k tloham domaci ¢asti 1. kola
59.ro¢niku MO kategorie A

1 Soustavy rovnic

Na téchto nemnoha strankéach si ukazeme, jak lze najit feseni nékolika soustav rov-
nic obsahujicich mocniny a odmocniny. Neni bez zajimavosti, ze soustavy o dvou
neznamych fesil uz i teprve sedmilety Jara Cimrman. Dokézal napiiklad najit
feSeni tlohy
9+ 3x =9y + 3,

a to presto, ze mél k dispozici jen jednu rovnici, ackoliv k feSeni tlohy se dvéma
neznamymi potfebujeme minimalné dvé. Podivejme se, jak tento gigant pii Te-
Seni postupoval. Uvedeny vypocet i Cimrmanuv komentaf lze najit v pékné knize
,Cimrman v 1isi hudby“ Jana Klusaka, Ladislava Smoljaka, Zdenka Svéraka, Ji-
fiho Sebanka a Dr. Evzena Hedvabného roz. Velebny.

943 =9y +3
y+r=9+3+94+3
y+x=24
y=2 =4

Z vykladu, ktery maly Cimrman podal, vyplyjvd, Ze nezndmé v rovnici chdpal
jako dvé veliciny, které se navzdjem neznaji. Vytkl si tedy za cil ony dvé nezndmé
sezndmit, to znamend dostat je co nejblize k sobé. A nejen to. Zbavit je ostychu
t pred ostatnimi cisly, které se navzdjem znaji. Predpokladal, Ze pFi seznamovdni
vyjevi ¢isla svou pravou totoznost. A tak, jak to videl u Tausingera, prevedl ¢isla
z jedné strany na druhou: zndmé shromdzdil na jedné strané a nezndmé na druhé
strané rovnice. Zvldastnosti jeho postupu bylo, Ze pFi prevddeéni ani neménil zna-
meénko, ani ndsobeni v déleni. ,,Jak mizes takhle ta cisla prevddét?* ptal se pryj
Tausinger. ,Jako po ldvce,” odpovédél bezelstne Cimrman, ukazuje na rovnitko.
Rowvnict y + x = 24, z niZ Tausinger nemohl jesté vysledek vycist, ,precetl“ Ci-
mrman jednoduSe: y stoji vedle x jako cislo 2 vedle cisla 4. Tedy: y = 2, v = 4.
A skutecné — dosadime-li do dané rovnice

943 =9y +3
94+3-4=9-2+3

dostaneme spravny vysledek
21 = 21.

V dalsim si ukdZeme i jiné zpusoby feseni. Kdo bude postupovat pii feseni



iloh matematické olympiddy jako maly Jara, ten sice zaujme a pobavi, ale body
neziska a nevyhraje.

Piiklad 1. ReSme v R soustavu rovnic

Va2 —y = \/dx — 2y,
Vy—3zr+4=2.

Postupujme jako nékdy v 7Zivoté, zkusme se zbavit toho, co nam piekazi (zde
odmocnin). Umocnéme proto obé rovnice na druhou. Zjistime tak, ze pro kazdé
feSeni (z,y) ulohy 1 musi platit, ze

(1)

v —y =dx — 2,
y—3r+4=4,

a proto (po jednoduché uprave) i

y = 3z,
2w —x=x(x—1)=0.

(2)

Soustava 2 ma zfejmé pravé dvé riuznd feseni (z,y) = (0,0) a (z,y) = (1,3).
Ale ted budme velmi opatrni, nenechme se unést ke $patnému zavéru, ze jsme
timto nasli i feSeni soustavy 1. Byla by to hruba chyba. Ve skutecnosti jsme

7e (z,y) = (0,0) je a jedinym Fesenim soustavy 1.2

Priklad 2. Resme v R rovnici.

Va2 = @ (3)

Zde nevystacime (jako pfi FeSeni prvniho piikladu) pouze s disledkovymi

'Rozmyslete si podrobné, Ze jsme vlastné dokizali pouze implikaci

%i;£;§:ﬁﬂ = [(z,y) = (0,0) v (z,y) = (1,3)].

2Pro (x,y) = (1,3) neni ani definovano /a2 — y.



upravami:

U
2 2 2
T +y :P
U
$2—|—y2=1,

a naslednou zkouskou, kdy postupné dosazujeme do rovnice 1 jedno feseni rovnice
22 +9? = 1 za druhym, protoze rovnice 2+ 3> = 1 mé nekone¢né mnoho feseni>.

Jednodussi bude pouzivat pouze ekvivalentni tpravy:

!

2

x
x2+y2=—2 AN x>0
x

0

2+ =1 A x>0,
z nichz vyplyva, ze mnozina

{(V1=v3y): ye(=1,1)}

je tvofena pravé v8emi feSenimi rovnice 1. (A opét si nakreslete obrazek.)

Priklad 2. urcité neni prikladem, s jehoz feSenim by mél ¢tenar tohoto textu
sebemensi problém. Poslouzil nAm pouze pro nazornou ilustraci rozdilu mezi
dasledkovou upravou (kdy sice ,neztracime® zadné feseni puvodniho problému,
ale kdy upravena uloha muze mit FeSeni vice) a ekvivalentni apravou (kdy puvodni
i upravena uloha maji stejné mnoziny vsech feseni). S dusledkovymi a ekviva-
lentnimi pravami pii feSeni tohoto typu tloh ¢asto souvisi platnost — neplatnost
nasledujicich tvrzeni. Rozmyslete si je!

Plati:
Ve,yeR: z=y= 2" =y~

Neplati:
2

Ve,yeR: 2=y’ =2 =y.

3Znazornéte si v roving viechna fefeni této rovnice, tj. mnozinu {(z,y) € R? : 22 +4? = 1}.



Plati:

2

Vo,y>0: 2=y & r=y.

Plati:
Ve,y eR: 2* =y & |2| = |yl

Plati:
Vo,y > 0: x =y & Vo=./y.

Priklad 3. Resme v R rovnici

Vr—4++vVr—11+ vz —16+vVr — 19+ vz — 20 = 10. (4)

K feSeni této tlohy tentokrat nedojdeme cestou postupného umocnovani; kam
tato cesta vede si lze pouze piedstavit, neni nutné se bezhlavé pustit do po¢itani.*
K uspésnému vyteSeni dané rovnice si staci pouze vSimnout, ze funkce f defino-

vani na mnoziné
M={zeR: z>20}

(a jina C¢isla nés pii feSeni 4 nezajimaji) predpisem

flx) =vVr—4+vVz—11+vVz—16+ vz — 19+ vz —20
je rostouci, tzn.
Ve,y e M : [x<y$f(x) < f(y)}.

Dal je to totiz snadné, protoze

f(20) = V20 — 4 + /20 — 11 + v/20 — 16 + /20 — 19 + /20 — 20 = 10.
Takze: rovnice 4 mé jediné feSeni x = 20.

(V&imnéme a rozmysleme si, pro¢ rovnice

Vi—4+vVe—11+Vor—16+Vr—19++Vz—-20=9

nemd v R zadné feSeni a proc¢ rovnice

Vr—4+Vr—114+vVz—16++vVx — 19+ VvV — 20 = 2009

ma v R pravé jedno reseni.’)

4Dobrs rada: ¢asto je uzitetné rozmyslet si piedem nésledky svych éind.
5Pokuste se — pomoci po&itade — najit pfibliznou hodnotu tohoto feseni.



Priklad 4. ReSme v R soustavu rovnic

A, 5)
N

Ukazme si dva zpusoby feSeni.

e Pomoci ekvivalentnich tprav:
Vai—y=y—1
Viyi—rz=z-1

-y =y"—2y+1 ?-y>0 y—1>0
Vv —rx=2-2r+1 y2—x>0 r—12>0

|}
22—yt =—y+1 A 22—y >0 A
?—yt=a-1 y?—x>0 x>1

|}
2 —y>0 >1
Py =r-1afety=2 A L S0 AT

r=1ANy=1

(Znazornéte si v roving mnozinu {(z,y) € R?: z+y =2 Aoz > 1Ay > 1}.)

Zavér: uloha 5 ma pravé jedno feSeni, a to (z,y) = (1,1).

e Jiné TeSeni se opird o pozorovani, ze ze symetrie soustavy 5 vyplyva: je-li
(x,y) feSenim, fesi rovnici 5 taky (y,z). Staci proto hledat pouze ta FeSeni
(x,y), pro néz je

rzy=>1



Odtud jiz snadno plyne,® Ze

Vy—rz=c—-1>y—1=+/22—y
I

y - >’ —y

A8
V-y>y >’ —y
N8
y? > 2
N2
Yy > T

Protoze © > y a soucasné y > x, je nutné x = y. A snadno dopocitame
(a zkouskou ovéiime!), Ze jedinym FeSenim soustavy rovnic 5 je

(z,y) = (1,1).

2 Zadani a reSeni ukolu

Nejdiive si nakreslete obrazek. Do obecného trojuhelniku ABC' vepiSte kruznici
k(O,r) a dotykové body kruznice k se stranou BC' oznacte U, se stranou AC
oznaCte V a se stranou AB ozna¢te W. Déle sestrojte kruznici &'(O’,r’) pfi-
psanou strané BC' tak, ze dotykovy bod se stranou BC je U’, dotykovy bod s
polopiimkou AC' je V" a dotykovy bod s polopiimkou AB je W’. Nakonec oznacte
S stied strany BC'. Tento obrazek Vam poslouzi jako nazorna pomiicka pro feseni
piikladu N1, N2 a D1, budeme se na néj odvolavat.

Pi#iklad N1 Dokazte rovnost |AT)| = |ATz|, kde T, T5 jsou body dotyku
obou tecen vedenych z bodu A k dané kruznici.

Reseni Nejdifve tlohu ekvivalentné preformulujeme, rozdil bude jen ve zna-
Ceni.

Dokazte rovnost |AV| = |[AW|, kde V, W jsou body dotyku obou tecen vede-
nych z bodu A k dané kruznici k(O;r). Tuto rovnost dokazat je snadné a je to
mozné provést nékolika zptisoby (osova soumérnost, véty o shodnosti trojihelniki
atd.). Ukazme si alespoi jeden z nich.

6Rozmyslete si podrobna!



Oba trojuhelniky AOV, AOW jsou pravoihlé, maji spole¢nou pieponu AO a
plati [VO| = |WO| = r, kde r je polomér kruznice k. Z Pythagorovy véty proto
plyne |[AV| = |AW]|.

Piiklad N2 Vyjadiete délky vSech tseki, na které jsou strany daného troj-
tthelniku rozdéleny

a) tfemi body dotyku kruZnice vepsané,

b) tfemi body dotyku kruznic pfipsanych,

pomoci délek a, b, ¢ celych (tj. nerozdélenych) stran. Z vysledku vypozorujte,
ze na kazdé strané trojuhelniku tvoii bod dotyku z a) a bod dotyku z b) dvojici
bodiu, které jsou soumérné sdruzené podle stiedu dotyc¢né strany.

ReSeni Zcela postadi, pokud vyfesime nasledujici, pieformulovanou tlohu.

Vyjadiete délky vSech useku, na které jsou strany daného trojuhelniku ABC
(viz obrazek) rozdéleny tiemi body dotyku U, V, W kruznice vepsané, a to pomoci
délek a, b, c celych (tj. nerozdélenych) stran trojihelniku. Déle urcete (pomoci
a,b,c) délky tseki na které je rozdélena strana BC' bodem dotyku U’ kruznice
piipsané ke strané BC'. Dokazte, ze body U a U’ jsou soumérné sdruzené podle
stfedu S strany BC.

Nejdiive se budeme vénovat kruznici vepsané trojihelniku ABC. Necht |BC| =
a,|AC| =b,|AB| = c. Z Ptikladu N1 plyne |AV| = |AW| = z, |BU| = |BW| =y,
|CU| = |CV] = z. Pak ovSem z obrazku snadno odvodime néasledujici trojici li-
nearnich rovnic:

Zt+y=a

r+z=0b

r+y=c

Z prvni rovnice osamostatnime z (z = a — y) a ve druhé rovnici nahradime z
vyrazem a — y (z +a —y = b), ¢&imZz obdrZime dvojici linearnich rovnic:

r—y=b—a

rt+y=c

Z &ehoz plyne 2x = ¢+ b — a, a proto x = %(b + ¢ — a). Zpétnym dosazenim
pak dostaneme y = 1(a+c—b)az=1(a+b—c).

Nyni piejdeme ke kruznici pfipsané ke strané BC. Ozna¢me |[U'C| = 2’ a
|U'B| = y/. Dle piikladu N1 je |U'C| = |V'C| =2’ a |U'B| = |W'B| = . Opét,
dle obrazku sestavime nasledujici linearni rovnice:

¥4y =a

¥+b=1y +c

Jednoduchym vypoctem pak zjistime, ze 2’ = (a+c—b)ay = L{a+b—
¢). (Obdobné bychom postupovali i v piipadé pfipsanych kruznic ke zbyvajicim
dvéma stranam.)

Z vy$e uvedeného vyplyva, ze |[UC| = z = 1(a+ b —¢) =y = |U'B|. Proto
US| = |U'S|, kde S je stied strany BC. Nebot body S,U a U’ (U # U') lezi na
piimce BC, tak jsou body U a U’ soumérné sdruzené podle stiedu S.



Opét si nakreslete obrazek. Sestrojte kruznici k(O,r) vepsanou te¢novému
lichob&zniku ABCD, piicemz AB, CD jsou zékladny lichobézniku a |AB| >
|C'D|. Body dotyku kruznice k se stranou AB oznalte E a se stranou C'D pak
F. Prusecik polopiimek AD a BC' oznac¢te X. Dale vepiSte trojihelniku DCX
kruznici £'(O’,7") a bod dotyku se stranou DC' oznacte E'. (Bod E’ by mél lezet
na polopiimce X E!) Tento obrazek se bude vztahovat pouze k FeSeni Ptikladu
N3.

Piiklad N3 Kruznice vepsana te¢novému lichobézniku ABC'D se dotyka
zékladen AB, C'D po fadé v bodech E, F. Dokazte rovnost |AE|-|DF| = |BE|-
|CF.

ReSeni Vidime, ze trojl’lhelni/ky ABX a CDX jsou stejnolehlé v homotétii
H(X; % = k). Proto % = % (viz obrazek). Nebot bod E’ je bod dotyku (se
stranou C'D) kruznice vepsané do trojihelniku CDX a F' je bod dotyku kruznice
ptipsané ke strané C'D, plati |CE’| = |DF| (viz Piiklad N2). Potom vSak také
plati |DE'| = |CF].

Z vyse uvedeného dostavame ;g?‘ = I@g:; = :gﬂ, a tudiz |AE| - |DF| =
|BE| - |CF|.

Piiklad D1 Do téhoz konvexniho thlu jsou vepsany dvé neprotinajici se
kruznice. Jejich spole¢né vnitini tec¢na s body dotyku K, L protne ramena thlu
v bodech A, B. Dokazte rovnost |AK| = |BL)|.

Regeni Reseni této tlohy je pfimym disledkem feSeni tlohy N2. Podivejme
se na prvni obrazek. Kruznice k£ a k' jsou ony neprotinajici se kruznice vepsané
do konvexniho tthlu CAB a pifimka BC' je jejich spoleéné vnitini te¢na s body
dotyku U, U’. Stadi tedy preznacit U na K, U’ na L a C' na A (Bod B nechame) a
vidime, Ze pozadovanou rovnost |AK| = |BL| jsme jiz dokéazali v feSeni Ptikladu
N2.

Priklad D2 Je dan rovnoramenny trojuhelnik ABC se zédkladnou AB. Na
jeho vysce CD je zvolen bod P tak, Ze kruznice vepsané trojuhelniku ABP a
¢tyiuhelniku PECF jsou shodné; pfitom bod E je prusecik piimky AP se stranou
BC a F prusecik piimky BP se stranou AC. Dokazte, Ze i kruznice vepsané
trojuhelnikim ADP a BCP jsou shodné.

Reseni Nebot je priklad oznacen 49-A-II1-2, tak byl jiz zaFazen do matema-
tické olympiady a jeho vzorové feseni existuje. Proto jeho feseni nepredkladam.



3 Priklady z teorie ¢isel

Kazdé ptirozené ¢islo je mozné jednozna¢né napsat jako sou¢in mocnin prvocisel.
Napriklad
12 = 22.3.

Takovy zapis prirozeného ¢isla n nazyvame kanonickym rozkladem ¢isla n.
Dokazete najit kanonicky rozklad ¢isla 7!, 20! , nebo obecnéji kanonicky roz-
klad ¢isla n!?

Definice 3.1 (cela ¢ast) Celou éasti redlného ¢isla r nazveme celé éislo z spliiu-
jici:
z<r<z+1.

Celou cdst redlného cisla v budeme znacit [r].

Lemma 3.1 Necht n,p € N. Potom pocet cisel ve tvaru p.m, kde p.m < n,

m € N, je roven [% .

Diikaz. Nejprve pripomehime, Ze [z]| je oznaceni pro celou ¢ast realného ¢isla z
(viz. Definice 3.1).
Pokud n < p, pak ¢isla ve tvaru p.m, kde p.m < n (m € N), evidentné

neexistuji. A opravdu. V tomto piipadé je 0 < % < 1, a tak [%} = 0.
V piipadé n > p &isla ve tvaru p.m, kde p.m < n, existuji (minimalné jedno:
p.1). Dejme tomu, ze ¢isla ve tvaru p.m, ktera jsou mensi, nebo rovna n, jsou

pl<p2<---<pmy<n<p(my+1)
a je jich celkem my.

Odtud
pmo < n < p.(mo+ 1),

n
my < — <mgy+ 1.
p

Podle Definice 3.1 je mo = [ﬂ

Véta 3.1 Nechtn € N. Potom n! =[] cp <, PP, kde

10



Diikaz. Véta 3.1 fika, Ze v kanonickém rozkladu ¢isla n! = 1.2.- -+ .n jsou zastou-
pena v8echna prvocisla p < n, a to s exponentem «/(p).

Protoze n! je sou¢in ¢isel mesich, nebo rovnych n, je ziejmé, ze v jeho kano-
nickém rozkladu mohou vystupovat pouze prvocisla p < n.

Uvazujme, ¢emu je roven exponent a(p). K jeho hodnoté mohou pfispivat
¢isla vyskytujici se v soucinu 1.2.--- .n, kterd maji tvar p.m. 7

Kolik ¢isel ve tvaru p.m se vyskytuje v souc¢inu 1.2.--- .n? Jsou to ty, které

n

spliiuji p.m < n. Téch je podle Lematu 3.1 celkem [2—7] a kazdé z nich prispiva k

hodnoté a(p) alespoii ¢islem 1.
Cislem 1 pfispivaji k hodnoté «a(p) ty ¢isla, ktera maji tvar p.m < n, ale

p
Cislem 2 prispivaji k hodnoté a(p) ty cisla, kterd maji tvar p>.m < n, ale

nemaji tvar p?.m. Téch je podle Lematu 3.1 celkem % — [%}

nemaji tvar p3.m. Téch je podle Lematu 3.1 celkem [z%] — [1%]

Cislem k prispivaji k hodnotd a(p) ty ¢isla, kterda maji tvar p*.m < n, ale

nemaji tvar p**1.m. Téch je podle Lematu 3.1 celkem ]%} — [p,jil .

Pokud p¥ > n, pak se p*.m jiz nevyskytuje v soudinu 1.2.--- .n, a tak k
hodnoté a(p) nepiispiva. Odpovida to tomu, Ze v tom piipadé je cisel p*o.m < n
celkem z% = 0. Ozna¢ime-li k; ¢islo splitujici podminku p* < n a zarovei
pF1*t > n pak plati

n n n n n n
oo =1 (3] [])+2 (5] 55) o | ) - 5
p p? p? p? ph phtt
—_——

=0

Odtud pomoci vytykani dostavame

a(p) = [9]+<2_1)[ 1+(3—2){

n
D 2

n
D "3

p

}+...+(/ﬁ_(/ﬁ—1)).[il,

phkt

keEN,pk<n
O

TUvazme, Ze ndkterd z Cisel ve tvaru p.m mohou mit i tvar p>.m (p>.m = p.p.m = p.m*).

Dale, néktera z ¢isel ve tvaru p?.m mohou mit i tvar p>.m (p®.m = p%.p.m = p.m*). A tak dale.
Samoziejmé se ale v Givahach sta¢i omezit jen na tvary pF.m, kde k € N,p* < n.
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Disledek 3.1 Necht n € N. Potom n! = ] p*®) = Hpeppa(p), kde

p<n
pEP

-5

Diikaz. Podle Véty 3.1 je nl =[] cp <, p*P) kde a(p) = > keNpb<n [ﬂk]

p
Pro kazdé ko € N takoveé, 7e p*o > n ziejmé plati [%O] = 0. Proto

= F-sE-EE

Pro p > n evidentné plati L%} = 0 pro kazdé k£ € N. Proto pro p > n je

a(p) = D ken [1%} = 0. A tak se v soucinu Hpe]ppa(p) vyskytuji s nenulovym
exponentem pouze prvocisla p < n. Odtud dostavame

H pa(p) — Hpa(p)'

pEP,p<n peP

Pomoci Véty 3.1 snadno vyieSime motivacni piiklady.
Priiklad 3.1 Naleznéte kanonické rozklady cisel 7! a 20!.
Regent:
Zminénd Véta 3.1 fika, ze pro kazdé n € N plati n! = [[ <, p*®) kde
n
= 3 |5]
kEN,pk<n p

Musime proto najit vSechna prvocisla p splhujici p < n. V ptipadé n = 7 jsou
to prvocisla 2, 3, 5 a 7.

Nyni uréime, jaké mocniny budou mit tato prvocisla v kanonickém rozkladu
¢isla 7!,

a(2) = Y jenoker o) = [3] + [3] = B.5] +[1,75] =3+ 1 =4,

a(5) = ZkeN 5E<7 [5116} - [%] =[L4] =1,



Potom
=[] p®=2"35"7

pEP,p<7

V pripadé n = 20 postupujeme analogicky. Prvocisla mensi nez 20 jsou 2, 3,
5, 7,11, 13, 17 a 19. Pak ur¢ime hodnoty «(p):

a(2) = Ypenarea [37) = [Z] + [B] + [B] + [3#] =18.
a(3) = ZkeN,3kg20 [ } = [2;),_0] + [%} = 8.

a(b) = ZkeN,skgzo [g_g} - [%} =4

S

Odtud
20! = H po®P) = 218 38 54 72 111 13 171.19¢

pEP,p<20

Obdobné miizeme urcit kanonicky rozklad kombinac¢niho ¢isla (2:)

Lemma 3.2 Necht n € N. Potom

(2:) ~ 1.

p<2n
peP

kde B(p) = > _x, ([?TZ} —2 [ﬁ])

Diikaz. Pripomenme, ze hodnota kombinac¢niho ¢isla je dana vztahem

Proto

2n (2n)! (2n)!  (2n)!
<n> - n!(2n —n)! Tl (n)2”

Podle Véty 3.1 a Diisledku 3.1 miZzeme psat

n) (n!)? - <HP§” paz(p))Q, "

kde ax(p) = S02, [2] 2 cn(p) = S22, [ 5]
Z ditkazu Disledku 3.1 je patrné, ze [[p<n p2® = []p<zn p*2®). Dosadime do
peEN peEN

vztahu (7) a obdrzime

(Zn) (2n)! prée%" por )
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. poi(P) . p(P)
2n _ prSEQN p _ prSEQN p _ H pal(p)—Qaz(p) — H pﬂ(p)
! >2 HP§2n p2a2(p) ’
peN

(H p<2n pa2(p) p<2n p<2n

pEN peEN peN

kde B(p) = au(p) — 202(p) = D02, ([i_ﬂ -2 [I%D

Priiklad 3.2 Urcete, kolika nulami konci dekadicky zdpis c¢isla 33!.
Regen:

Nejprve podle Véty 3.1 nalezneme kanonicky rozklad ¢isla 33!. Prvocisla men§i
nez 33 jsou 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 a 31. Pak ur¢ime hodnoty a(p):

w
w

(2) = Frenarsas [38] = [F] + [F] + [F] + [56] + [3] = 31.
a(3) = Crense<as (7] = [F] + [F] + [E] =15

a(5) = Shengr<as [51] = [F] + [E] =7

o(7) = [F] =4

a(11) = [8] = 3.

a(13) = [2] =2.

a(17) =[] = 1.

a(19) = a(23) = a(27) = a(29) = «(31) = 1.

Odtud
200 =[] p*® =2"3%57 711813170 19"

peP,p<33

Z toho je zfejmé, ze 107 | 33!, ale 10® t 33!. Proto &islo 33! v dekadickém zapise
kon¢i pravé sedmi nulami.

Priiklad 3.3 Dokazte, Ze cislo N = 46!.47!.48!.49! neni druhou mocninou celého
¢isla, a pak najdéte jeho nejvetsi delitel, ktery je druhou mocninou celého ¢isla.

Resent:
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Cislo N neni druhou mocninou, protoze v jeho rozkladu na prvocinitele vy-
stupuje prvocislo 47 s lichymexponentem 3. Je to patrné z nasledujicich rovnosti.

N = 461.471.481.49! = (461)* 47.(47.48).(47.48.49) =

— (46)*.47°.482.72 = 47. ((46!)2.47.48.7)° .

Plyne z nich také, ze nejvétsi druhou mocninou, kterd je délitelem cisla N, je
Eislo ((461)%.47.48.7)* = X

Piiklad 3.4 Na tabuli je zapsino sedm cisel p?,pq, ¢%, p°, p*q, pq®, ¢3, kde p a q
jsou dveé riznd prvocisla. V jednom kroku zvolime na tabuli dvé ¢isla, z nichZ jedno
je délitelem druhého, obé smaZeme a na tabuli napiseme jejich (celociselnyj) podil.
Takto pokracujeme, aZ na tabuli zistanou jen ¢isla, z nichZ Zadné neni délitelem
jiného. (V jednom kroku miZeme smazat i dvé stejnd cisla a nahradit je cislem
1.)

Napriklad, misto ¢isel pq, pg> miZeme napsat ¢islo q, misto ¢*, pg®> miZeme
napsat c¢islo p, ...

Po Sesti vyse popsanyjch krocich zistalo na tabuli jediné cislo. Urcete ho bez
rozboru vsech mozngch postupi, jakymi lze jednotlivé kroky volit.

ReSeni:
Nejprve vynasobme zadané ¢isla

°,pq, ¢, 0, °q, 04, ¢°.

Na pocatku je soucin viech téchto ¢isel roven Sy = p’¢”. Uvazujme, jak se
tento souc¢in zméni po provedeni jednoho kroku.

Nahrazujeme ¢isla ve tvaru a, k.a ¢islem k. Proto sou¢in zbylych ¢&isel S je
roven

©

S 9
Sy = 0 p q

a2 a?
Uvazme, Ze a = p'q’, kde i,j € {0,1,2}. A tak

g R A
L= 7,2 7p2iq2j7p 7

kde m a n jsou licha ¢isla (nebot po jednom kroku od exponentu ¢isel p a ¢
v rozkladu Sy = p’¢” odecteme vzdy sudé ¢islo (nulu mizeme povazovat za sudé
¢islo )).
Tak tomu ovSem bude pfi libovolném (i-tém) kroku. Soucin vSech zbyvajicich
¢isel je roven ¢islu
Si=p"q",

kde m; a n; jsou lich4 ¢isla.
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A jak bude vypadat posledni zbyvajici ¢islo po Sesti krocich? Kazdé z puvodné
zadanych ¢isel ma tvar
p'q, kdei+ j < 3.
Pro celo¢iselny podil dvou takovych ¢&isel (které nahrazujeme) musi platit

i1 71
Pa o

J1—J2 _— i3 .73
piijz q =p-q,

kde i3 + 73 < 41 + j1 < 3. Proto u kazdého ¢isla p™q", které se v libovolném
kroku na tabuli objevi plati m +n < 3.
Posledni zbyvajici ¢islo je rovno

So = p"q"

a vime o ném, Ze mg a ng jsou kladna lich4 ¢isla, a navic mg+ng < 3. Existuje
jedin&d moznost, a to mg = 1 a ng = 1. Posledni zbyvajici ¢islo proto musi byt

pg.

4 Priklad 4

V této kapitole se budeme vénovat ostrotthlym trojihelnikiim a jejich pfipsanym
kruznicim. Piedevsim si budeme vs§imat jednotlivych vlastnosti uhli, jejichz vr-
cholem je stied kruznice opsané, stied kruznice vepsané a ortocentrum (prusecik
vysek).

V libovolném ostrouhlém ruznostranném trojuhelniku ABC' ozna¢me O, V a
S po tadé stied kruznice opsané, prusecik vysek a stied kruznice vepsané.

Poznamenejme, 7e stfed O kruznice trojuhelniku opsané se naléza v pruseciku
os stran. Kdezto stfed S kruznice trojuhelniku vepsané se naléza v pruseciku os
uhlu.

Nésledujici tvrzeni plyne z véty o obvodovém thlu a bude velice uziteéné pro
dikaz hlavnich vysledki.

Tvrzeni 1 (O obvodovém a stfedovém thlu v opsané kruZnici) Bud ABC
ostrothly trojihelnik a O stied kruznice opsané. Pak plati 2|ZACB| = |£ZAOB|,
9\/BAC| = |£BOC| a 2|4CBA| = |ZCOA|.

Véta 1 V kazdém ostrouhlém trojuhelniku ABC plati |ZAOB| = 2, |[LASB| =
90° + /2, | LAV B| = 180° — 1.
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Diikaz. Prvni rovnost plyne z Tvrzeni 1.
K dikazu druhé rovnosti uzijeme faktu |[ZBAS| = «/2 a |[ZABS| = /2,
plynouciho z konstrukce bodu S.
Ziejmé plati
a2+ 06/2+ /2 =90°

Pak dopocitame

|LASB| = 180° —a/2 — 3/2
180° — (/2 = B/2 — 7/2) +7/2
= 90° + /2.

Vsimnéme si, 7e |[LVAB| = 90°—( a | LV BA| = 90°—a. Pak |[ZAV B| = a+03,
tedy |ZAV B| = 180° — « coz dokazuje posledni rovnost. a

Poznamka 1 Poznamenejme, Ze podminka ostrosti u predchoziho tvrzeni je pod-
statnd. Zkonstruujme dvé kruznice ki a ko o stejném polomeéru tak, Ze stred S
kruznice ki leZi na kruznici ky. Oznacme priseciky kruznic A, B, stied kruZnice
ko oznacme C. Pak trojuhelnik ABC' je zrejmé tupoihly (tupy je whel ZACB, zvi-
davyj ctendr zajisté provede kontrolu tohoto turzeni) a plati |LACB| = |LAOB| =
v (jakd je velikost ihlu v a zdvisi velikost tohoto ihlu na volbé polomeéru kruznic?).

S1
ks

C b1

Disledek 1 Jeli v = 60°, pak plati |LZAOB| = |[£LASB| = |£ZAVB| = 120°.
Navic, vSechny body A, B, O, S, V lezi na jedné kruznici.

Diikaz. Prvni ¢ast tvrzeni plyne pfimym dosazenim za v do Véty 1.
Body O, S a V lezi ve stejné poloroviné vytaté pifimkou AB a uhly AOB,
ASB, AV B jsou ziejmé shodné. Pak body A, B, O, S, V le7i na jedné kruznici.
O
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Véta 2 Bud’ ABC trojihelnik a o osa vnitiniho uhlu y. Pak |AX| = |BX|, kde
X # C je prusecik osy o a kruznice opsané trojihelniku ABC' .

Ziejmé plati |[LZACX| = |£ZXCB| = /2. Tedy piislusné obvodové thly jsou
shodné a tedy i tétivy AX a X B jsou taktéz shodné.

Disledek 2 Pokud strany AC a BC' trojihelniku ABC nejsou shodné, protne
osa vnitiniho ihlu ACB osu strany AB v bodé, ktery lezi na kruznici, kterd je
trojuhelniku ABC' opsand.

Diikaz. Tvrzeni plyne piimo z Véty 2. O

Poznamka 2 Vsimnéme si (viz obrdzek niZe), Ze osa stredového ihlu a osa 0b-
vodového uhlu prislusného k témuz oblouku se protindg v témz bode, ktery leZi na
tomto oblouku.

K dikazu pouzijeme notaci zavedenou ve Vété 2 a O bude stred kruznice
opsané. Z Véty 2 plyne, Ze |AX| = |BX]|. Trojihelniky AXO a XOB jsou tedy
shodné a jejich spolecnd strana OX je osou ihlu AOB. Celkové tedy, osy ihli
ACB a AOB se protinaji v témze bodé X .




5 Rekurentni rovnice

Piedpokladejme, ze méame posloupnost {z,},: splitujici pro kazdé n € NU {0}
rekurentni vztah
Tp+1 = qTp + T, (8)

popft.
Tpyo = PIny1 + qTn + 1, (9)

kde p,q,7 € R a ¢ # 0. V prvnim piipadé hovoiime o rekurentni rovnici 1. ¥adu,
ve druhém se jedné& o rekurentni rovnici 2. fadu.

V tomto textu se budeme zabyvat hleddnim explicitniho (nerekurentniho)
vyjadieni n—tého ¢lenu z,, takovéto posloupnosti.

P¥iklad 1 Najdéte explicitni vyjadient pro n—ty ¢len posloupnosti {x, }12%, kterd

je ddana rekurentnim vztahem .1 = 2z, a pocdtecni podminkou xy = 3.

Snadno se presvédcime, ze se jedna o posloupnost
(3,6,12,24,48,96,...),

ktera z¥ejmé pro kazdé n € NU {0} spliuje vztah

Obecné plati, ze feSenim rekurentni rovnice x,,1 = qx, s poc¢ate¢ni podminkou
xo = a je vzdy geometrickd posloupnost s pocatec¢nim c¢lenem a a s kvocientem
q, tj. pro kazdé n € NU {0} plati z,, = aq™.

Nyni jiz tedy umime fesit rekurentni rovnice (8) v piipadé, ze r = 0 (tzv.
homogenni p¥ipad).

Zkusme se zamyslet, jak by bylo mozné vyfesit rovnici (8) i v piipadé obec-
ného r € R (tzv. nehomogenni piipad).

Jednou z moznosti, jak postupovat, je prevést nehomogenni rovnici na homo-
genni. Cely postup je zalozen na nésledujici myslence. Definujme novou posloup-
nost ¥, = r, — ¢, kde c je vhodna konstanta. Vztah z,, = ¥, + ¢ pak dosadime do
rovnice (8) a dostaneme (y,41 + ¢) = q(yn + ¢) + r, coz je ekvivalentni s rovnici
Ynt1 = qUn + c(q — 1) + r. Jestlize zafidime, aby c(¢ — 1) +r = 0, tj. ¢ = jpa
(coz lze pouze pro q # 1), dostaneme homogenni rovnici, kterou umime fesit. Po
vyfeSeni dostaneme obecny piedpis pro ¥,, odkud snadno najdeme pfedpis pro
Zp, nebot z,, =y, + c.

V piipadé ¢ = 1 ma rovnice (8) tvar x, 1 = x,,+7. Takovou rovnici snadno vy-
feSime primo. Regenfim je totiz aritmeticka posloupnost s diferenci r. Jestlize navic
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uvazujeme pocatecni podminku xy = a, dostavame obecny piedpis =, = a + rn.

[lustrujme postup na nésledujicich prikladech.

Ptiklad 2 Najdéte explicitni vyjdadient pro n—tyj élen posloupnosti {x, } 2%, kterd
je ddana rekurentnim vztahem x,1 = 2x, — 3 a pocdtecni podminkou xo = 2.

Definujme novou posloupnost vy, = x,, — ¢, kde ¢ je vhodna konstanta. Vztah
Zp, = Yn + ¢ dosadime do rekurentni rovnice ze zadani a dostaneme (y,41 + ¢) =
2(yn + ¢) — 3, coZ je ekvivalentni s rovnici y,+1 = 2y, + ¢ — 3, odkud je vidét,
ze je vhodné volit ¢ = 3. Pak totiz dostavame homogenni rovnici y,+1 = 2y,
s pocateéni podminkou yo = 29 — ¢ = 2 — 3 = —1. Refenim je tedy geometricka
posloupnost s poc¢ateénim ¢lenem yy = —1 a s kvocientem ¢ = 2, tj. pro kazdé
n € NU {0} plati y, = —2", tj.

xn:yn—l—c:3—2”.‘

Priklad 3 Najdete explicitni vyjdadient pro n—tyj élen posloupnosti {x, }12%, kterd

je ddana rekurentnim vztahem .1 = %(4 — ) a pocdtecni podminkou xo = 2.

Definujme novou posloupnost y, = x, — ¢, kde ¢ je vhodna konstanta. Vztah
Ty, = Yn + ¢ dosadime do rekurentni rovnice ze zadani a dostaneme (y,+1 + ¢) =
%(4— (yn +¢)), coz je ekvivalentni s rovnici y, 11 = —%yn + % — %c, odkud je vidét,
ze je vhodné volit ¢ = 1. Pak totiz dostavime homogenni rovnici 4,11 = —%yn
s pocatecni podminkou yg = g —c =2 -1 = 1. Regenim je tedy geometricka
posloupnost s pocate¢nim c¢lenem yg = 1 a s kvocientem ¢ = —%, tj. pro kazdé

n € NU{0} plati y, = (—%)n, tj.

xn:yn—i—c:l—l—(—%)n.

P¥iklad 4 Najdéte explicitni vyjddient pro n—ty ¢len posloupnosti {x, }12%, kterd

je dana rekurentnim vztahem .1 = 4z, + 1 a pocdtecni podminkou xo = %.
Definujme novou posloupnost v, = x, — ¢, kde ¢ je vhodn& konstanta. Vztah
Zp, = Yn + ¢ dosadime do rekurentni rovnice ze zadani a dostaneme (y,+1 + ¢) =
4(yn + ¢) + 1, coz je ekvivalentni s rovnici y,.+1 = 4y, + 3¢+ 1, odkud je vidét,
ze je vhodné volit ¢ = —%. Pak totiz dostavame homogenni rovnici y,+1 = 4y,
s pocatecni podminkou yp = zop — ¢ = % + % = % Resenim je tedy geometricka
posloupnost s pocateénim ¢lenem yy = % a s kvocientem ¢ = 4, tj. pro kazdé
n € NU{0} plati y, = 5 - 47, tj.

Priklad 5 Najdete explicitni vyjadient pro n—tyj élen posloupnosti {x, }12%, kterd

je ddana rekurentnim vztahem T,y1 = x, + 2 a pocdtecni podminkou xy = 1.
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V tomto piipadé je feSenim aritmeticka posloupnost s poc¢atecnim ¢lenem zy = 1
a s diferenci r = 2, tj. pro kazdé n € NU {0} plati

Nyni se zaméfme na rovnici (9), coz je rovnice druhého fadu. Nejprve se nauc¢ime
feSit homogenni ptipad, tj. rovnici

Tpi2 = PTpy1 + 4Ty (QH)

Pro teSeni takové rovnice je klicova tzv. charakteristickd rovnice, coz je kvadra-
ticka rovnice t? = pt + ¢. P¥itom je podstatné, jaké jsou koFeny charakteristickeé
rovnice.

e MAa-li charakteristickd rovnice dva ruzné realné koteny «, 3, pak posloup-
nosti {a"}2% a {37} jsou dvé (linedrné nezavisla) feseni rekurentni

rovnice (9H).

e Ma-li charakteristickd rovnice jeden dvojnasobny kofen «, pak posloup-
nosti {a"}129 a {na}1 jsou dvé (linedrné nezivisla) feSeni rekurentni

rovnice (9H).

e MA-li charakteristicka rovnice dva komplexné sdruzené kofeny t; o = a+ 3¢,
pak je nutné jeden z kotfenu (napf. ¢;) vyjadrit v goniometrickém tvaru, tj.
t; = |t1](cos p + isin ). Posloupnosti {|t;|" cosnp} 2 a {|t1|" sinnp}%
jsou potom dvé (linearné nezavisla) feseni rekurentni rovnice (9H).

Mnozina vSech feSeni rekurentni rovnice (9H) je v kazdém 7 p¥ipada rovna mno-
ziné vSech line4drnich kombinaci vySe uvedenych linearné nezéavislych reseni.

Piiklad 6 Najdéte vsechna Feseni rekurentni rovnice T, o = 5T, 11 — 6x,.

Nejprve fesime charakteristickou rovnici, tj. rovnici t* = 5t — 6. Tato rovnice
mé dva razné realné koteny t; = 2, to = 3. Podle pfedchoziho jsou posloupnosti
{2n} 120 a {3"},72% dvé linearnd nezavisla feSeni nasi rekurentni rovnice a viechna
feSeni této rovnice je mozné popsat prostiednictvim vSech moznych lineadrnich
kombinaci vyse uvedenych dvou linedrné nezavislych reseni, tj.

Ty =hky 2"+ ko 3", kde ki, ks € R, n e NU{0} (tzv. obecné Fegeni).

Priklad 7 Najdete vsechny posloupnosti spliiujici rekurentni vztah x, 1o = 42,11 —
4x, a pocdtecni podminky xo =0 a x1 = 1.

Charakteristicka rovnice t* = 4t —4 m4 jeden dvojnésobny koien ¢; 5 = 2. Obecné
feSeni rekurentni rovnice je tedy tvaru

xn:k1-2”+k2-n2n, kdekl,kQGR,nGNU{O}.
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Z pocéate¢nich podminek vyplyva, ze

kl - O,
2%y + 2ky = 1,

odkud k;y =0 a ky = % Celkem tedy pro kazdé n € NU {0} méame

Tn, =1 n2" =n2""h

Piiklad 8 Najdéte vsechny posloupnosti splriujici rekurentni vztah x40 = 22,41 —
2x,, a pocdatecni podminky xo = —1 a 1 = 1.

Charakteristicka rovnice t? = 2t —2 ma dva komplexné sdruzené kofeny ¢; = 141,
ty = 1—i. Snadno se presvédéime, Ze t; = /2 (cos T Tisin %) a tedy obecné feseni
rekurentni rovnice je tvaru

xn:kl-\/Z"cosZ—WquQ- 2"8111%, kde ki, ks € R, n € NU {0}.

Rozborem pocate¢nich podminek bychom dostali, 7ze ky = —1 a ko = 2. Celkem
tedy pro kazdé n € NU {0} mame

Tp, = V2" (23111% — CoS "T“) .

Pti feSeni nehomogennich rekurentnich rovnic druhého fadu lze postupovat po-
dobné, jako tomu bylo u rovnic prvniho Fadu.

Piiklad 9 Najdéte vsechny posloupnosti splriujici rekurentni vztah x,. 0 = 4p11—
4x, + 1 a pocdtecni podminky xo =1 a v; = 2.

Definujme novou posloupnost v, = x, — ¢, kde ¢ je vhodna konstanta. Vztah
Zp, = Yn + ¢ dosadime do rekurentni rovnice ze zadani a dostaneme (y,42 + ¢) =
4(Yny1+¢) —4(yn +¢) + 1, coz je ekvivalentni s rovnici Y40 = 4yni1 — 4y, —c+1,
odkud je vidét, ze je vhodné volit ¢ = 1. Pak totiz dostdvame homogenni rovnici
Yn+o = 4Yni1 — 4y, s pocateénimi podminkami yg =29o—c=0ay; =1 —c= 1.
Regenim takovéto rovnice je v, = n2" (viz ptiklad 7), odkud pro kazdé n €
N U {0} dostavame

Tp=1Yp +c=n2""1+ 1.

Nékdy se vSak stane, ze vysSe uvedeny postup selze. Na nésledujicich dvou pii-
kladech si ukdzeme, jak v takovém ptipadé postupovat.

Piiklad 10 Najdéte vsechny posloupnosti spliiujici rekurentnd vztah x, 10 = 32,411—
2z, + 1 a pocdtecni podminky ro =0 a x1 = 1.
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Definujme novou posloupnost y, = x, — ¢, kde ¢ je vhodna konstanta. Vztah
Ty, = Yn + ¢ dosadime do rekurentni rovnice ze zadani a dostaneme (y,2 + ¢) =
3(Ynsr1+¢)—2(yn+c)+1, coz je ekvivalentni s rovnici ¢, 12 = 3ynt1—2yn+ 1. Tato
rovnice je naprosto stejnd, jako rovnice v zadani. Proto tento postup nepovede
k cili.

Zkusme tedy zavést novou posloupnost y, jinym zptusobem, presnéji y, =
rn — cn, kde ¢ € R je vhodné zvolené ¢islo. Abychom zjistili, jak zvolit ¢islo ¢,
dosadme vztah z, = y, + ¢n do rekurentni rovnice ze zadani. Obdrzime tedy
(Ynt2t+c(n+2)) = 3(Ynt1 +c(n+1)) —2(y, +cn) + 1, coz je ekvivalentni s rovnici
Ynto = Ynat1 — 2Yn + ¢ + 1. Odtud vidime, Ze je vhodné volit ¢ = —1. Pak totiz
dostaneme homogenni rovnici ¥,12 = 3Yn11 — 2y, s pocatecnimi podminkami
Y=x20—c-0=0ay; =21 —c-1=2. Resenim této homogenni tlohy (viz
postup vyuzivajici charakteristickou rovnici) obdrzime y, = 2" — 2, odkud pro
kazdé n € NU {0}

Tp=1Yn+cn=2""—-2_n,

.....

Piiklad 11 Najdéete vsechny posloupnosti spliiujict rekurentni vztah T, 0 = 2T,411—
Tn + 1 a pocdatecni podminky ro =0 a x1 = 1.

Definujme novou posloupnost vy, = x, — ¢, kde ¢ je vhodna konstanta. Vztah
Ty, = Yn + ¢ dosadime do rekurentni rovnice ze zadani a dostaneme (y,.2 + ¢) =
2(Ynt1+¢) — (yn+¢)+1, coZ je ekvivalentni s rovnici ¥, 42 = 2yp1+1 — yn + 1. Tato
rovnice je naprosto stejné, jako rovnice v zadani. Proto tento postup nepovede
k cili.

Zkusme tedy opét zavést novou posloupnost y, = x, —cn, kde ¢ € R je vhodné
zvolené ¢islo. Abychom zjistili, jak zvolit ¢islo ¢, dosadme vztah z, =y, + cn do
rekurentni rovnice ze zadani. Obdrzime tedy (Y12 + c¢(n +2)) = 2(yps1 + c(n +
1)) = (yn + cn) + 1, coz je ekvivalentni s rovnici yp12 = 2ynt1 — Yo + 1. Vidime,
ze tato rovnice je opét stejnd jako rovnice v zadani.

Zkusme zavést posloupnost v, jesté jinak. Definujme y,, = z,, —cn?, kde c € R
je vhodné ¢islo. Dosadme vztah x, = ¥, + cn? do rekurentni rovnice ze zadani.
Obdrzime (yp42+c(n+2)?) = 2(ynr1+c(n+1)%)—(y,+cn?)+1, coz je ekvivalentni
s rovnici Yp o = 2Ypt1 — Yn — 2¢+ 1. Odtud vidime, Ze je vhodné volit ¢ = % Pak
totiz dostaneme homogenni rovnici ¥, 12 = 2yp1+1 — Yn S poCatec¢nimi podminkami
Yyo=a9—c-0>=0ay =x,—c-12 = % Regenim této homogenni tlohy obdrzime
Yn = %n, odkud pro kazdé n € NU {0} dostaneme

_ 2 1.2 1
Tp = Yn +CN° = 50"+ 3n.
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Pozndmka. Novou posloupnost ¥, zavadime obecné vztahem v, = x, — cn”, kde

k predstavuje nasobnost kofenu 1 charakteristické rovnice t? = pt+q. Pokud tedy
¢islo 1 neni kofenem charakteristické rovnice, tj. v piripadé p + q # 1, zavedeme
novou posloupnost vztahem y, = z,, — cn® = x,, — ¢ (viz pitklad 9). Pokud je
¢islo 1 jednonésobnym kotenem charakteristické rovnice, tj. v ptipadé p+¢q =1
a soucasné p # 2, zavedeme novou posloupnost vztahem v, = x,, —cn! = x, —cn
(viz ptiklad 10). Koneéné pokud je ¢islo 1 dvojnasobnym kofenem charakteristické
rovnice, tj. v piipadé p = 2 a soucasné ¢ = —1 (jediny piipad), zavedeme novou
posloupnost vztahem y,, = x,, — cn? (viz pitklad 11).

6 Priklad 6

Rekneme, Ze pFirozené ¢islo z deli prirozené &islo y (zapisujeme z | y), jestlize
existuje takové ptirozené ¢islo k, ze y = k- x. Rikéme také, ze x je délitelem cisla
y. Napiiklad 5 déli 15, ale 4 nedéli 15, strucéné 5| 15 a 4 1 15.

Dale si vSimnéte, ze délitelnost jsme definovali jen pro pfirozena ¢isla. Stejnym
zpusobem bychom mohli nadefinovat déleni i pro celd ¢isla. V takovém piipadé
napiiklad 7 déli 14, ale také 7 déli —7. Cislala—1 jsou délitelem kazdého celého
¢isla a nulu déli kazdé celé ¢islo z, protoze 0 = 0 - x. V dal$im textu se omezime
na délitelnost prirozenych cisel.

Spolecny délitel celych cisel x a y je kazdé takové celé ¢islo, které déli z i
y. Nejvétsi spolecny délitel celych cisel x a y je takovy spoleény délitel d, ze
kazdy jiny spolecny délitel ¢isel x i y je také délitelem d. Nejvétsiho spole¢ného
délitele ¢isel z a y budeme znacit symbolem (z,y). Jestlize nejvétsi spoleény
délitel (x,y) = 1, fikime, Zze piirozend ¢isla x a y jsou nesoudélnd.

Podobné zavedeme spole¢ny nasobek ¢isel. Spolecnij ndsobek celych Cisel x a
y je kazdé takové celé cislo, které méa délitele z 1 y. Nejmensi spoleény nasobek
celych cisel z a y je takovy spole¢ny nasobek n, ktery je délitelem vSech spolec-
nych nasobki Cisel z a y. Nejmensi spole¢ny nasobek ¢isel z a y budeme znacit
symbolem [z, y].

Priklad 1. Dokazte, Ze nejuétsi spolecny délitel (x,y) a nejmensi spolecnyj ndso-
bek [x,y] libovolnijch dvou pFirozengch cisel x a y spliiuji rovnost (z,y) - [z,y] =

x-.
V dikazu vyuzijeme nasledujici tvrzeni.

Lemma 1 Pro kazdd dvé piirozend ¢isla plati min{u,v} + max{u,v} = u + v.
Nejprve dokazeme platnost Lemmatu 1. Rozlisime dva pripady

e pro u = v uvedena rovnost plati, neboL.A

L = min{u, v} + max{u, v} = min{u,u} + max{u,u} =u+u=u+v =P.
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e pro u # v muzeme bez igjmy na obecnosti predpokladat, ze u < v. Dokazo-
vana rovnost pak plati, protoze

L = min{u, v} + max{u,v} =u+v=P.

Tim je platnost Lemmatu 1 dokazana.

Déle vyuZijeme znamého faktu, Ze kazdé piirozené ¢islo vétsi nez 1 ma (az
na poradi souciniteli) jednoznaény rozklad na soucin prvoéisel (tzv. prvociselny
rozklad). (Nyni snadno nahlédneme, pro¢ neni ¢islo 1 zahrnovano mezi prvoéisla.
Jinak by rozklad na soucin prvocisel nebyl jednoznaény, naptiklad ¢islo 6 by mélo
vice moznych rozkladi 6 =2-3=1-2-3=17-2-3=....)

Mame dana pfirozena ¢isla x,y > 2. Oznacime

U1, U2 UL _ ,V1,.V2 Uk

T =Py P2 " Dg s Y=D1 P2 Pr>
kde p1,po, ..., pr jsou vSechna prvocisla, kterd se vyskytuji v prvociselném roz-
kladu obou ¢isel x,y. Nékterd z ¢isel uy, us, ..., ug, V1,09, ...,v; mohou byt nu-

lova.
Napiiklad pro x = 252, y = 360 dostaneme

r=22.32.50. 7" x=2.32.5".7%

Neni t&zké si rozmyslet, ze (x,y) | z, (z,y) |y, z | [z, y], v | [, v], [x,y] | z-y, a
proto prvociselny rozklad vsech ¢isel (z,y), z,y, [z, y], -y neobsahuje jina prvoci-
sla nez pi,po,...,pr a zadna jinad. Podle definice spolecného délitele vime, ze
(x,y) | x a (z,y) | y a proto plati

(z,y) = pi'pd> - p,

kde d; < min{u;,v;} proi=1,2,... k. Protoze (x,y) je nejvétsi spoletny délitel
(s touto vlastnosti), tak navic d; = min{u;,v;} pro i = 1,2,..., k. Podobné
zduvodnime, ze
[, y] = piipg - pif,
kde l; = max{u;,v;} proi=1,2,... k.
Nyni dosadime a upravime jednotlivé prvociselné rozklady

_ U1, U2 U v1,,U2 Vg __ u1tvr, u2+v2 Up+V
A=z y=pi'pe® P pp o p =P R
_ _ d1,d2 dj I, 02 Iy di+l, do+l2 dp+le
B=(z,y) [z,y] = p1'0y" i - pips o pf =0y TRy TR g =
min{ul,vl}—f—max{ul,vl}pmin{u2,v2}+max{u2,vg} pmin{uk,vk}-‘rmax{uk,vk}
1 5 oy .

Podle dokdzaného Lemmatu 1 je
min{u;, v; } + max{w;, v;} = u; + vy,
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pro kazdé i = 1,2,..., k. Proto A = B, tj. (z,y) - [z,y] = x -y a tim je dikaz
tvrzeni uzavien.

Priklad 2.  Urcete, pro kterd prirozend ¢isla a,b, ¢ plati [a,c] + [b,¢] = (a + b)c.
Nejprve si vSimneme, ze z definice nejvétsiho spolecného délitele a nejmensiho
spolecného nasobku plyne nésledujici soustava nerovnosti.

(2,y) < min{z, y} < max{z,y} <[z,y] <z -y

Nyni protoze
la,c] <a-c, [b,c] <b-c, (10)

miuzeme obé nerovnosti sec¢ist a plati
la,c]J+ b, <a-c+b-c=(a+b)c.

V zadéni se ptame, kdy nastane rovnost. Rovnost nastane pouze v piipadé, kdyz
obé nerovnosti (10) prejdou v rovnosti [a,c] = a - ¢ a soucasné [b,c] =b - c.

Kdy je nejmensi spoleény nasobek dvou ¢isel x,y je roven jejich souc¢inu? To
vyplyva z piedchoziho piikladu. Jestlize z rovnice (x,y) - [z, y] = x - y vyjadiime
[z, y], dostaneme

2.y] =
,y] = :
(z,9)
Rovnost [z,y] = x - y nastane, jestlize (xz,y) = 1, tedy pokud jsou ¢&isla x,y

nesoudélnd. Rovnost v zadani nastane pro kazda takova tii prirozena Cisla a, b, c,

kdy a, c jsou nesoudélnd a soucasné b, ¢ jsou nesoudélni. Proto vSechny hledané

trojice prirozenych ¢isel jsou takové, kdy c je nesoudélné s obéma cisly a, b.
Mame-li dano pfirozené ¢islo a s prvoc¢iselnym rozkladem

— Ul U2 UL
A =P1"Py" Dy >

tak vSechna prirozena ¢isla nesoudélna s x jsou pravé ta cisla, kterd neobsahuji
ve svém prvociselném rozkladu zadné z prvocisel pi, po, . . ., pr. Pfehledné shrneme
vlastnosti ¢isla c. Pokud mame dana ¢isla a, b, sestavime mnozinu vSech prvocisel
z rozkladu obou ¢isel a, b.

X = {plvaa s 7pn}

Mnozinu v8ech pripustnych ¢isel pro ¢, ktera jsou vétsi nez 1 a mensi nebo rovna
néjakému pevné zvolenému K, mizeme dostat postupem mirné pfipominajicim
Eratosthenovo sito. Z mnoziny M = {2,3,..., K} vynechame vSechny néasobky
prvocisla p;, vSechny nasobky prvocisla po, atd. az vSechny nasobky prvocisla
Pn- Dostaneme mnozinu M’. Je zajimavé si uvédomit, ze vyslednd mnozina M’
nemusi (na rozdil od mnoziny ziskané Eratosthenovym sitem) obsahovat pouze
prvocisla. Muze obsahovat libovolna slozena cisla, ktera ovSem nejsou slozena
z prvocisel mnoziny X. Navic v M’ neni zadné prvocislo, které je v mnoziné X.
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Priklad 3. Urcete, kolik (usporddanijch) dvojic pfirozengch ¢isel a,b spliiuje rov-
nici
1 1 1
- = .
[a,30] ~ [b,30] 30

a) [a,70] 4+ [b,70] = 210,  b)

Cist a)

Nejprve si v8imneme, 7e obé &isla [a,70] i [b,70] jsou kladna cela ¢isla, ktera
v souctu daji 210. Kazdé z ¢isel [a, 70] i [b, 70] je proto mensi nez 210 a igloha bude
mit koneéné mnoho feSeni. Mohli bychom najit feseni hrubou silou (s vyuziti-
m pocitace probrat vSechny moznosti ¢isel a,b mezi 1 a 210. My ale ukazeme
elegantnéjsi feseni, ve kterém vyuzijeme naSe znalosti o rozkladu ¢isel na soucin
prvocisel.

Cislo [a, 70] je nasobek 70 (je to spole¢ny nasobek a a 70). Muzeme proto psat,
ze [a, 70] = 70k pro n&jaké prirozené &islo k. (I néktera zaporna ¢isla a ¢islo 0 jsou
nasobky 70, avSak ne pro piirozené ¢islo a.) Podobné zduvodnime, ze [b, 70] = 701
pro né&jaké ptirozené ¢islo [. Vyrazy dosadime do vztahu a) a dostaneme

[a,70] + [b,70] = 210
70k +700 = 210
70(k+1) = 210

k+1 = 3.

Protoze k i [ jsou pfirozend ¢isla, tak £ = 1 a [ = 2 nebo naopak. Bez igjmy
na obecnosti budeme piedpokladat, ze k = 1 a | = 2. Pozor! V zdvéru nesmi-
me zapomenout na druhou sadu TeSeni vyplyvajici z mozZnosti k = 2 a | = 1.
Pro k = 1 je [a,70] = 70 a pro [ = 2 je [b,70] = 140. Protoze 70 = 2-5-7 a
[a, 70] = 70, tak a muze ve svém rozkladu na soucin prvocisel obsahovat pouze
2,5,7. Plati

a = 2"M5"7",

kde 0 < nq,n9,n3 < 1. Hodnoty nq,ns,n3 mizeme zvolit libovolné, jedné se
o nezavislé vybéry, proto mame celkem 2 -2 -2 = 8 moznosti. Podobné plati

b= 2mi5mams,

kde 0 < my < 2,0 < mg,m3 < 1. Protoze ale [b,70] = 140, tak b musi ve svém
rozkladu na soucin prvocisel obsahovat 4 = 22, proto je m; = 2 a ¢isla mo, ms
muzeme zvolit libovolné. Celkem mame 2 - 2 = 4 moznosti.

Vsech (nezavislych!) vybéra pro a i b je tak 4-8 = 32 pro k = 1, I = 2.
V piipadé k = 2, [ = 1 mame dalich 32 moznosti. Rovnici a) spliiuje celkem 64
riznych usporddanych dvojic ¢isel a, b.
Cist b)
Opét si nejprve vsimneme, ze pokud je m < % a soucasné ﬁ < %, tak
v rovnici b) nemitiZze nastat rovnost. Nejmensi spoleény nasobek [a, 30|, ani [b, 30]
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nemohou byt libovolné veliké a protoze existuje pouze kone¢né mnoho prirozenych
¢isel mensich nez 60, tak rovnice b) ma opét pouze koneéné mnoho feseni.
Podobné jako v predchozi ¢asti si uvédomime, Ze [a, 30] i [b, 30] jsou nasobky
¢isla 30. Muzeme psat [a, 30] = 30k a [b, 30] = 30l pro né&jaké prirozena Cisla k, [.
Pokud by bylo £ = 1, tak m = %. Navic ﬁ > 0 a v rovnici b) nemize nastat
rovnost. Proto k£ > 1 a ze symetrie islohy soucasné plyne [ > 1.
Dostavame, 7e [a, 30] > 60 a soucasné [b, 30] > 60. Muzeme psat

1 1 1 1 1
<

@,30] " [5,30] ~60 60 30

Porovnanim se zadanou rovnosti b) ihned vidime, Ze musi platit [a, 30] = [b, 30] =
60. Protoze 30 =2-3-5a 60 = 22- 3 -5, tak prvo¢iselné rozklady ¢isel a, b jsou

a = 223n1 5n27 h = 223m1 5m27

kde 0 < nq,n9,my,me < 1. Jedna se o nezavislé vybéry, proto mame celkem
2-2-2-2 =16 mo7nosti, jak zvolit dvojici a, b. Rovnice b) ma celkem 16 FeSeni.
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Navody k aloham domaéci ¢asti 1. kola 59.ro¢niku
MO kategorie B

SoutezZni iloha 1

Na stole lezi tri hromadky zdpalek: v jedné 2 009, ve druhé 2 010 a v posledni
2 011. Hrdc, ktery je na tahu, zvoli dvé hromddky a z kaZdé z nich odebere po
jedné zdpalce. Ve hre se pravidelné stridaji dva hrdci. Hra konci, jakmile nékterd
hromddka zmizi. Vyhrdva ten hrdc, ktery udélal posledni tah. Popiste strategii
jednoho z hrdci, ktera mu zajisti viyhru.

NAVODNE ULOHY

1. V misce je 100 bilych a 110 ¢ernych kulicek. Hra¢ miuze v kazdém svém
tahu odebrat jednu bilou nebo jednu ¢ernou nebo jednu bilou spolu s jednou
¢ernou kulickou. Dva hraci se pravidelné stiidaji v tazich. Vyhrava ten, po
jehoz tahu zistane miska prazdné. PopiSte vitéznou strategii pro nékterého
hrace.

RESENI.

Podivejme se na celou hru od konce, tedy od posledniho tahu a v§imnéme si,
které moznosti vedou k vyhte a které vedou k prohie hrace. Oznacme si (a,
b) momentalni pozici hry, kde a bude oznacovat zbyvajici pocet bilych a b
zbyvajici pocet cernych kulicek. Zanecha-li néktery hrac¢ po svém tahu pozici
(0,1), (1,0) nebo (1,1), pak prohrava. Podobné hra¢ dopadne, zanechéa-1li po
svém tahu pozici (1,2) nebo (2,1) (protihrac¢ hru posune do pozice (0,2) nebo
(2,0)). Pozice, kterou musi hra¢ zanechat aby vyhral je tedy (2,2), pfipadné
(2,0) nebo (0,2) — tim donuti protihrac¢e k jedné z prohravajicich pozic
z predchoziho odstavce. K nékteré z téchto pozic se hra¢ muze dopracovat,
pokud bude v kazdém tahu udrzovat sudy pocet kulicek od kazdé barvy.
Vzhledem k tomu, Ze pocate¢ni stav je 100 bilych a 110 c¢ernych kulicek
v misce, muze tuto strategii uplatnit hrac¢, ktery nezacina.

2. Na hromadce je 2009 zapalek. V kazdém tahu muze hra¢ odebrat jednu
nebo dvé zapalky. Dva hraci se pravidelné stiidaji v tazich. Ten, ktery
vezme posledni zapalku, prohrava. PopiSte vitéznou strategii pro nékterého
hrace.

RESENI.

Ulohu miizeme opét jednoduge vyfesit, zamyslime-li se nad nf od posledniho
tahu.
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Hru zjevné vyhraje hrac¢, ktery po svém tahu zanecha pouze jednu zapalku.
Hra¢ naopak prohraje, pokud po svém tahu necha soupefi takovy pocet
zapalek, Ze soupef miuze po svém tahu zanechal jednu zapalku, tzn. hrac
prohraje pokud po svém tahu zanecha dvé nebo tii zapalky. Pokud ale
hrac po svém tahu zanecha ¢tyti zapalky, pfinuti naopak protihrace k jedné
z prohernich variant (2 nebo 3 zapalky) a vyhrava. Dale muZeme postupovat
zcela obdobné, tedy pocty zapalek vedouci k vyhte jsou 1,4, 7, ... , k prohte
2,3,5,6,89,....

Resenim je tedy zanechavat po kazdém svéem tahu (3k + 1) zapalek, k € Np.

Tuto strategii je mozné uplatnit, nebot v kazdém kole je mozné odebrat dvé
az Ctyii (tedy i tii) zapalky.
Vzhledem k tomu, ze

2009 =3-669+2

tuto strategii mize uplatnit zac¢inajici hrac¢, pokud v prvnim tahu odebere
jednu zapalku. Pokud ale zacne hru jinym tahem, muze vitéznou strategii
uplatnit jeho soupef.

. Na jedné hromadce je 2009, na druhé 2020 zapalek. V kazdém tahu si hrac
zvoli jednu hromadku a odebere z ni jednu nebo dvé zapalky. Dva hraci se
pravidelné stridaji v tazich. Vyhrava ten, po jehoz tahu nezustane na stole
zaddna zapalka. Popiste vitéznou strategii pro nékterého hrace.

RESENT.
Zabyvejme se hrou opét od konce a ozna¢me si (a, b) momentélni pozici

hry, kde a oznacuje pocet zapalek na prvni a b pocet zapalek na druhé
hromédce.

Jestlize vyhrava hrac, po jehoz tahu neziistane na stole zadné zépalka, pak
urc¢ité jednou z vyhernich variant je zanechat po svém tahu pozici (1,1)
(protihra¢ po sobé musi zanechat pozici (1,0) nebo (0,1)). Podobné je vy-
herni také varianta (2,2) (soupef zanecha bud (0,2), (2,0) — jasné ukonceni
dalgim tahem nebo porzici (1,2), (2,1), kterou lze pievést na pozici (1,1),
ktera je vyherni). Stejné tak lze ukazat, Zze vyherni je pozice (3,3), (4,4), ...
, tedy obecné pozice (k, k), kde k € Ny.

Naopak — prohravajici jsou pozice, které soupef muze pievést na pozice (k,
k), tedy pozice (0,1), (1,0), (0,2), (2,0), (1,2), (2,1), (1,3), (3,1), ...

Jak vidno, (k, k) ale neni jedina vitézna moznost. Lze si snadno rozmyslet,
ze dalsi moznosti, které donuti soupere k prohravajicim pozicim z predcho-
ziho odstavce jsou (0,3), (3,0), (1,4), (4,1), ... .
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Pokud dame vSechny piedchozi ivahy dohromady, dojdeme k vyherni stra-
tegii zanechavat po kazdém tahu takové pocty zapalek, aby jejich rozdil byl
délitelny tfemi.

2020 — 2009 = 11

Tuto strategii maze tedy uplatnit prvni hrac¢ v piipadé, ze v prvnim tahu
odebere dvé zapalky z prvni nebo jednu zapalku z druhé hromadky. Jestlize
ale zacne hru jinak, muze vyherni strategii uplatni druhy hrac.

Soutéezni vuloha 2

Na tabuli je napsano ctyrmistné cislo, které md presné Sest kladngch déliteli,
z nichZ prdvé dva jsou jednomistni a prdave dva dvojmistni. Veétsi z dvoymistngjch
deliteli je druhou mocninou prirozeného cisla. Urcete vSechna c¢isla, kterd mohou
byt na tabuli napsdna.

TEORIE

Zajimé nas, kolik mé dané ¢islo délitelu.

Priklad: Urcete pocet kladngch déliteli cisla 72.

Prvoéiselny rozklad ¢isla 72 ma tvar 72 = 23.3%. Délitelé ¢isla 72 (kromé &isla
1) budou mit tedy prvociselny rozklad slozeny pouze z ¢initela 2 a 3, tzn. budou
ve tvaru 22.3%, kde a € {0,1,2,3}, b € {0,1,2}:

20 [ ol [ 922 ]23
30 112 |4 |8
3! 316 |[12]24
32 9 [ 183672

Cislo 72 = 23.3% ma tedy (3 + 1).(2 + 1) = 12 d&litel.
Pti zobecnéni piredchozi tivahy snadno dospéjeme k zavéru, ze pocet kladnych
déliteli isla n = piph? - pF je (ky + 1) (ky + 1) - - - (K, + 1).

NAVODNE ULOHY
1. Najdéte nejmensi piirozené ¢islo, které ma presné 2009 kladnych déliteli.
RESENT.
Prvociselny rozklad ¢isla 2009 ma tvar

2009 = 7% - 41
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Cislo, které méa 2009 kladnych délitela lze tedy vyjadfit v nékterém z na-
sledujicich tvaru:

(a) = =pM, kde ky + 1 = 2009, tedy k; = 2008. Nejmensi ¢islo, které lze
zapsat v tomto tvaru je 22098 = 2,94.10%%,

(b) z = ph'pk2, kde (ki + 1) (ke +1) = 49 - 41, tedy ky = 48, ky = 40.
Nejmensi &islo, které lze zapsat v tomto tvaru je 2% - 340 ~ 3,42 . 1033

(c) o =pFph2phs kde (ky +1) (kg +1) (ks +1) = 41-7-7, tedy ky = 40,
ko = 6, k3 = 6. Nejmensi ¢islo, které lze zapsat v tomto tvaru je
240.36. 50 ~ 1,25 - 10" a to je i hledané &islo.

2. Ktera ¢tyimistné ¢isla maji nejvice délitelu?

RESENTI.

7 ptedchoziho jiz vime, ze pocet kladnych délitela ¢isla n = p’fl p’§2 caphrje
(k1 +1) (ke + 1)+ (k. + 1). ZFejmé tedy nejvétsi pocet déliteld bude mit
¢islo, v jehoz prvociselném rozkladu se bude vyskytovat nejvétsi pocet riz-
nych prvocisel. Hledame tedy c¢tytciferné ¢islo s touto vlastnosti.

Néasobime-li postupné nejmensi rizné prvocisla, zjistime, Ze soucin
2-3-5-7-11=2310

Toto cislo jiz nelze vynasobit nejbliz§im dal$im prvocislem 13, pokud vy-

sledkem mé byt ¢tytciferné cislo.

MiZzeme jej ale jesté vynasobit ¢islem 22 a tim jesté zvysit pocet déliteli,

takze obdrzime ¢islo
r=2%.3.5.7-11,

kterée ma (3+1)-(1+1)-(14+1)-(1+1)-(1+1) =064 kladnych délitela.
Stejny pocet déliteli ma také ¢islo
7560 = 2°-3%.5.7

v jehoz prvociselném rozkladu je méné riznych prvocisel, coz je ale kom-
penzovano celkové vétsim poctem prvocisel v rozkladu.

3. Najdéte vSechna lich4 ¢tyfmistna cisla, kterda maji vice nez 10 kladnych
déliteli, z nichz aspon 30% jsou druhé mocniny pfirozenych ¢isel.
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RESENTI.

Je-li hledané cislo liché, pak jeho prvociselny rozklad musi obsahovat pouze
licha prvocisla. Predpokladejme nejprve, ze hledané ¢islo je ve tvaru z = p’fl.
Maé-li mit toto ¢islo vice nez 10 kladnych déliteli, pak £; > 10. Tomuto ale
nevyhovuje zadné étyfmistné ¢islo, nebot 3'° = 59049.

Predpokladejme tedy, ze hledame ¢islo ve tvaru z = plfl . p’§2. Prvni moznost,
ktera vyhovuje zadani je z = p? - p2. Cislo v tomto tvaru ma 12 kladnych
déliteltt z nichz ¢tyt¥i (1, p?, p3,p? - p3) jsou druhou mocninou piirozeného
¢isla. Z toho vyplyvaji nasledujici fesent:

33,72 — 1323 53.32 = 1125 73.3%2 = 3087
3%.11%2 — 3267 5.7 = 6125 73.5%2 = 8575
3%.13% = 4563
33.17% = 7803
33.192 = 9747

Tvar ¢isla * = p} - p3 nem4 dostatecny pocet délitelit ve tvaru druhych
mocnin, proto dalim moZnym tvarem ¢isla je x = pi - p3, ktery ma 15
délitelt, z nichz je 6 druhou mocninou piirozeného ¢isla. Dalsi moznosti
jsou tedy:

3152 — 2025 5432 — 5625
3472 = 3969
34112 = 9801

Lze si snadno rozmyslet, ze poslednim moznym tvarem hledaného c¢isla,
v jehoZ prvodiselném rozkladu se vyskytuji dvé prvocisla, je x = p?-p3. Toto
¢islo ma 18 kladnych déliteli, z nichz 6 je druhou mocninou ptirozeného
¢isla. Jedind moznost vyplyvajici z tohoto rozkladu je

| 3°.5% = 6075 |

Nyni predpokladejme, Ze je hledané ¢islo ve tvaru x = p’fl -p’;2 -p§3. Prvni
moznosti, kterdA ma dostatecny pocet déliteli a vyhovuje zadani je x =
p?ps- pg. Pokud ale ma byt hledané ¢islo ¢tyfciferné, neptichazi ani tato
moznost do vahy, nebot 32.52.72 = 11025. Je tedy zfejmé, ze zadna dalsi
feSeni uz neexistuji
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SoutéezZni uloha 3

V rovin€ je dana tusecka AB. Sestrojte rovnobézinik ABCD, pro jehoZ stiedy
stran AB, CD, DA oznacené po tadé K, L, M plati: body A, B, L, D lezi na jedné
kruznici a rovnéz body K, L, D, M leZi na jedné kruznics.

TEORIE

étyﬁ’lhelnik, kterému lze opsat kruznici oznacujeme jako tétivovy. Pro tétivovy
¢tyruhelnik plati, Ze soucet dvou protilehlych vnitinich dhla je stejné velky jako
soucet zbylych (protilehlych) vnitinich ahli a tento soucet je roven 180 °:
Soucet thli u vrcholu A, C' je roven a + 6 + § + ~
Soucet uhli u vrcholu B, D je roven a + 3 + v + 0
Tyto soucty jsou rovny 180 °, nebot soucet vSech uhlia ve ¢tyfuhelniku je roven
360 ° (stac¢i si uvédomit, ze thloptickou lze ¢tyiFuhelnik rozdélit na dva trojihel-
niky).

NAVODNE ULOHY

1. Dokazte, ze lichobéZzniku se d& opsat kruznice, pravé kdyz je rovnoramenny.

RESENT.
Jedna se lichobéznik, tedy AB || CD a thly si miuzeme oznacit nasledujicim
zpusobem:

Vychazime z predpokladu, ze lichobézniku lze opsat kruznice a chceme do-
kazat, ze je rovnoramenny. Tedy, Ze « + ¢ = ( + ~ (viz obrazek).

Lichobéznik je tétivovy, pravé kdyz plati, zZe soucet dvou protilehlych vniti-
nich uhli je stejné velky jako soucet zbylych vnitinich uhli, tedy:
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atotatd=0+y+pB+c¢.

Déle vime, ze soucet uhli v trojuhelnicich ABC a ACD je stejny (=180 ):
atBty+d=0tat+fte.

Po ode¢teni rovnic (1) — (2) a nésledné upravé obdrzime vztah, ktery jsme
méli dokazat:

a+o—p0+n

. Dokazte, ze pro délky stran a, b a délky tuhlopficek e, f rovnobézniku plati
e? + f%2 = 2a® + 2b%.

RESENI.
2] o

|
|
i
P ¥
|
i
i
i

TTRTTTTTTTY

A x ir ] LT x [

Ozna¢me D/ prisecik kolmice spusténé z bodu D na stranu AB a C/ pri-
se¢ik kolmice spusténé z bodu C na piimku AB. Dale ozna¢me © = AD/ =
BC/ av=CC/=DD/.
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Trojuhelniky ACC/, DD/B a BC/C jsou pravouhlé, miuzeme tedy pouzit
Pythagorovu vétu:

AAC/C = |AC/|* +|c/O* = |ACP
ADD/B: |D/B|"+|D/D|’ = |BD|’
ABC/C:  |BCO/| +|c/C|’ = |BCP

Dosadime-li, obdrzime:

(a4 x)* +0v* = ¢
(a —x)* + 02 = f?
12 402 = b?

Dosadime-li ze tfeti rovnice za v? do prvnich dvou rovnic, pak po tpravé

dostaneme
a’® + 2ax + 2% + > — 2% = €2
2 2 2 .2 __ g2 (+)
a* —2ar+x°+b°—a*=f

202 4+ 20° = €2 + f?

. Strana A B rovnobézniku ABCD ma délku a. Kruznice opsana trojihelniku
ABD protina polopiimku opa¢nou k poloptimce CD v bodé L; ozna¢me
x = |CL|. Vypocitejte délku t&tivy, kterou pfimka CD vytind na kruznici
opsané trojihelniku ABC.
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RESENL

k1 ... kruznice opsana trojuhelniku ABD,
ko ... kruznice opsana trojihelniku ABC,
|AB| = |CD| = a, K = ko N DC.

Jak vyplyva z tlohy 1., lichobéznik ABCK je tétivovy a tudiz rovnora-
menny. Proto |DK| = |CL| = x.

Takze hledana délka |KC| = a — .

Soutézni iloha 4
Najdéte 2 009 po sobé jdoucich ctyrmistnijch cisel, jejichZ soucet je soucinem
t7 po sobé jdoucich pFirozengch cisel.

NAVODNE ULOHY

1. Najdéte 20 po sobé jdoucich pftirozenych ¢isel, jejichz soucet je druhou
mocninou piirozeného cisla.

RESENT.
Ozna¢me a prvni z hledanych ¢isel. Pak soucet dvaceti hledanych ¢isel lze

vyjadrit:

S=a+(@+1)+(a+2)+ -+ (a+18)+ (a+19) =
=20a+1+2+---+18+19=
= 20a+ 12 (1+19) = 20a+ 10 - 19 = 20 + 190

Cislo S je sudé, tedy délitelné dvojkou, ale z jeho zapisu vyplyva, Ze neni
délitelné cislem 4.

Proto dloha nemé feSeni.

2. Najdéte 2009 po sobé jdoucich pétimistnych cisel, jejichz soucet je tieti
mocninou piirozeného cisla.
RESENL
Necht a je tentokrat prostiedni z 2009 ¢isel, které tvori soucet. Pak obdobné
jako v predchozi tloze muzeme soucet hledanych cisel vyjadiit:

S = (a—1004) + (@ — 1003) + - -+ a+--- (a + 1003) + (a + 1004) =
= 2009
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Pricemz tento soucet méa byt mocninou prirozeného ¢isla, tedy:

2009 =n® , n € N , coz lze pomoci prvoéiselného rozkladu ¢isla 2009

napsat:
7. 41-a=n*>, neN

Omezme nyni piipustné hodnoty ¢isla a. Plati:

10000 + 1004 < a < 99999 — 1004
11004 < a < 98995

Podobné mizeme vymezit interval pro nezndmé n:

2009 - 11004 < n?® < 2009 - 98995
281 < n < 583

Z prvociselného rozkladu ¢isla 2009 je zfejmé, ze ¢islo n musi byt nasobkem
Cisel 7 a 41, takze

n="7-41 =287 ... vyhovuje podmince a hodnotu ¢isla a v tomto pripadé

vypocteme:
nd =73-413=2009a = 7*-41-a
a=7T-41% = 11767

A hledané ¢isla jsou 10763, 10764, ..., 12770, 12771.

vvvvv

n="7-41-2=>574
Pak
a="7-41*-2% = 94136
Hledana ¢isla pro tento pripad: 93132, 93133, ..., 95139, 95140.

. Soucet druhych mocnin jedenéacti po sobé jdoucich trojmistnych cisel je
nasobkem ¢isla 2009. Najdéte tato cisla.

RESENI.

Necht a je opét prostiedni z hledanych ¢isel. Pak soucet druhych mocnin

¢isel vyjadiime:

S=(a—=5+(@@—4°"+--a>+- -+ (a+4)°+ (a+5)°

S = (a* — 10a + 25) + (a®* = 8a + 16) + - -a* + - - + (a* + 8a + 16) + (a* + 10a + 25)
S=11a*>+2- (12 + 2% 4+ 32 + 42 + 5%)

S = 11a® + 110
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Tento soucet ma byt nasobkem ¢isla 2009.

1142 + 110 = k - 2009
11 (a® + 10) = k - 2009

Nyni opét vymezime intervaly pfipustnych hodnot pro a, k.

100+5<a <999 -5
105 < a < 994

11- (1052 4+ 10) < k- 2009 < 11 - (994% + 10)
61 < k < 5409

Omezime-li navic ptipustné hodnoty dalsimi podminkami, napiiklad na dé-
litelnost, pak po prozkoumani vSech zbyvajicich moznosti najdeme dvé te-
Seni pro a: a = 513 nebo a = 758. Tedy hledana c¢isla jsou:

508, 509, ..., 518 nebo
753, 754, ..., 763.

SoutézZni iloha 5

Uvnitt kratsiho oblouku AB kruznice opsané rovnostrannému trojihelniku ABC
je zvolen bod D. Tétiwa CD protind stranu AB v bodé E. Dokazte, Ze trojiuhelnik
se stranami délek |AE|, |BE|, |CE| je podobny trojihelniku ABD.

TEORIE
Veéty o podobnosti trojuhelniki
Véta sss

Kazdé dva trojihelniky, které maji sobé rovné poméry délek vsech tii dvojic
odpovidajicich si stran, jsou podobné.

Veéta sus
Kazdé dva trojuhelniky, které maji sobé rovné poméry délek dvou odpovida-
jicich si stran a shoduji se v tthlu jimi sevieném, jsou podobné.

a b ~ )
J—b—/ﬁ—V
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Veéta uu
Kazdé dva trojihelniky, které se shoduji ve dvou thlech, jsou podobné.

aal g5

Véta o obvodovijch whlech
Dva obvodové tihly maji nad stejnou tétivou vzdy stejnou velikost.

NAVODNE ULOHY

1. Jestlize se tétivy AB a CD kruznice k protinaji v bodé M, jsou trojihelniky
AMC a DMB podobné.

RESENI.

|LAMC| = |£DMB]| ... vrcholové thly u vrcholu M
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|LACD| = |LABD| ... obvodové tuhly nad tétivou AD
Podle véty uu jsou tedy trojuhelniky AMC a DMB podobné.

. Necht E je vnitini bod strany AB trojuhelniku ABC. Oznatme D (D # C)
pruseCik piimky CFE s kruznici opsanou trojuhelniku ABC. Déle ozna¢me
F prusecik strany AC' s piimkou, kterd prochazi bodem E a je rovnobézné
s BC. Dokazte, ze trojuhelnitky ABD a ECF jsou podobné.

RESENI.

Ozna¢me « = |[ADAB|, [ = |£{DBA|.

Pak [{ACD| = |[{FCE| = (3, nebot tthly ACD a DBA jsou obvodové tihly
nad tétivou AD.

Déle plati, ze |[ADCB| = a, nebot uhly DCB a DAB jsou obvodové thly
nad tétivou DB.

Nyni budeme chtit dokazat, ze |{ADB| = |{EFC]|.
Z trojuhelniku ADB plati, ze |[{ADB| = 180° — o — [3.

Vime také, ze z rovnobéznosti BC a EF vyplyva, ze |{AFE| = |{ACB| =
a+ (. Uhly AFE a EFC jsou vedlejsi, proto |[{EFC| = 180° —a — (3 a
tedy podle véty uu jsou trojuhelniky ABD a ECF podobné.
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3. Necht ABC je trojtuhelnik, v némz |AC| # |BC|. Dokazte, Ze osa thlu
BCA se s osou strany AB protina v bodé, ktery lezi na kruZnici opsané
trojihelniku ABC.

RESENI.

Bod M lezi na pruseciku oap a kruznice k opsané trojuhelniku ABC. Troj-
uhelnik AMB je rovnoramenny se zakladnou AB, jeho vnitini thly pii vr-
cholech A a B jsou tedy shodné.

Podle véty o obvodovych tihlech jsou shodné i ithly BCM a BAM (obvodové
thly nad tétivou BM), resp. ACM a ABM (obvodové thly nad tétivou
AM). Proto jsou shodné i ahly BCM a ACM.

Polopiimka CM je tudiz osou thlu ACB:

|LACM| = |£BCM| = %

SoutézZni uloha 6

Redlnd ¢isla a, b maji tuto vlastnost: rovnice x% - ax + b - 1 = 0 md v mnoZiné
redlnijch cisel dva rizné koveny, jejichZ rozdil je kladnijm koFenem rovnice z2-ax+
+b+1=0.

a) Dokazte nerovnost b > 3.

b) Pomoci b vyjadiete koreny obou rovnic.

TEORIE
Kazd4 kvadraticka rovnice se da vyjadiit ve tvaru: az? +bx+c=0, a # 0, kde
a,b,c jsou ¢iselné koeficienty, pricemz koeficient a musi byt nenulovy, v opa¢ném
piipadé by se jednalo o linearni rovnici.
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Pro vypocet kofenii x; a x5 je vhodné nejprve zjistit hodnotu diskriminantu
D = b*—4ac. Podle hodnoty diskriminantu D miiZzeme dostat obecné tii moznosti
feSeni:

1. D > 0 Kvadraticka rovnice mé dva rozdilné redlné koteny.

2. D = 0 Kvadraticka rovnice ma jeden dvojnasobny redlny koten.

3. D < 0 Kvadratickd rovnice nema feSeni v oboru realnych ¢isel R. Ma ale
feSeni v oboru komplexnich ¢isel.

Koteny kvadratické rovnice pak vypocteme ze zndmého vzorce

b+ VD

T12 =
' 2a

Kazdy polynom ax?+bz+c miZeme také prevést na sou¢inovy tvar a (r — x1) (x — x9),
kde x; a x5 jsou kotfeny kvadratické rovnice.

Rovnici a (x — 1) (x — z2) = 0 pak nazyvame rovnici v sou¢inovém tvaru.
Vypocitat kofeny kvadratické rovnice muzeme také pomoci Vietovych vzorci.
Tato metoda neni tak univerzalni jako metoda vypoctu pomoci diskriminantu.
Nejprve je potfeba upravit rovnici na normovany tvar z2 + pr + ¢ = 0 a déle
hleddme takové kofeny x; a x9, které vyhovuji rovnicim:

I1+$2:—p
I1-Ty=¢(¢

NAVODNE ULOHY

1. Najdéte viechny dvojice ¢isel a, b, pro néz mé kazda z rovnic 22 +ax + b =
0, 2% +bxr +a = 0 v mnoZiné realnych ¢isel dva riizné kofeny, pticemz kazdy
kofen druhé rovnice je o 1 vétsi nez néktery z korenu prvé rovnice.

RESENT.
Pro kofeny z1, x5 prvni rovnice (z Vietovych vzorci) plati

T1+ Ty = —a
.Z'l'.TQ:b

Pro koreny druhé rovnice :E{ =z + 1, xé = x5 + 1 analogicky plati

ol +ah = —b Z+14ay+1=—b
T Th=a (z1+1)-(224+1)=a
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Resime tedy soustavu 4 rovnic o 4 proménnych

x1+a:2:—b—2
I1+$2+I1'IL’226L—1

Po odec¢teni prvni rovnice od treti a dosazeni z prvni a druhé rovnice do
¢tvrté rovnice obdrzime po tpravé soustavu dvou linedrnich rovnic o dvou
proménnych a, b.

a—b=2

20 —b=1

Takze feSenim je dvojice a = -1, b = -3.

JINE RESENT.
Pouzijeme-li k feSeni tilohy vzorce pro vypocet kofenu kvadratické rovnice,
miuzeme kofeny obou rovnic vyjadrit
—a++Va?—4b / —b+Vb? —4da
) 56'1,2 = )
2 2
kde opét ZL‘{ =x+1, mé = x5+ 1, coz po dosazeni vede k feseni néasledujici
soustavy:

T12 =

—b—\/262—4a _ —a—\/2a2—4b +1
bt _ —atVadh
2 2
—b—Vb —4da=—a— Va2 —4b+2
bV —da——at @Btz D TE

—2b=—2a+14
b=a—2

Dosadime-li nyni za b do nékteré z puvodnich rovnic, obdrzime opét fesSeni
a=-1,b="-3.

. Najdéte vSechny dvojice realnych ¢isel a, b, pro néz maji kazdé dvé z rovnic
22 —10z+a =0, 22 —162+b = 0, 22 — 182 +a+b = 0 aspoii jeden spole¢ny
koten.

RESENL
Mayji-li mit kazdé dvé z rovnic aspon jeden spoleény kofen, pak maji bud

(a) v8echny rovnice aspon jeden kofen spoleény nebo
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(b) kazda dvojice rovnic ma aspon jeden spoleény kofen.

Tyto dva pripady budeme feSit oddélené:

(a)

Kofeny rovnic si mizeme oznagcit:

1, To ... kofeny l.rovnice, 1, xé ... kofeny 2.rovnice, 1, xé/ ... koteny
3.rovnice.
Pak z Vietovych vzorci pro jednotlivé rovnice plati:
1+ x5 = 10 x1+:1:é:16 x1+xé/:18
T1-T2=0a ml-xé: xl-xé/:a—l—b

Vyjadiime-li postupné z prvni rovnice z kazdé dvojice rovnic s, Jzé, xé/ a

dosadime do druhé rovnice, obdrzime soustavu rovnic
r1-(10—21) =a
ZL‘1(16—ZL‘1) =b
371'(18—271) :a+b

Jestlize nyni secteme prvni dvé rovnice a vysledek odecteme od tfeti rovnice,
obdrzime rovnici
2
x] — 8z =0,

jejiz feSeni xr1 = 0 a 1 = 8 dosadime do prvnich dvou rovnic a nalezneme
feseni pro a, b: [0,0],[16,64].

(b)

Kofeny rovnic si mizeme oznacit:

x1, T ... kofeny 1l.rovnice, zq, a:é ... kofeny 2.rovnice, s, xé/
3.rovnice.

... koreny

Podobnym zptsobem jako v p¥ipadé I. dojdeme k FeSeni pro a, b: [24,48].

. Najdéte viechny dvojice éisel a, b, pro néz ma kazda z rovnic 22—15z+a = 0,
2% — 152+ b = 0 v mnoziné realnych ¢isel dva riizné kotfeny, pricemz kladny
rozdil korenu kazdé rovnice je kofenem zbyvajici rovnice.

RESENTI.
Oznacime-li z1, x2 kofeny prvni rovnice a :c{, xé kofeny druhé rovnice,
miuzeme tyto vyjadiit pomoci znamych vzorci:

15+ 225 —4a 15 £ /225 — 4b
» L =

2 1,2 2

T2 =
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Kladny rozdil korenu kazdé rovnice je kofenem zbyvajici rovnice. To zna-
mené, ze muze nastat jedna ze ¢tyr moznosti

1.1'2—1'121'{ II.xQ—xlzxé III.Z’Q—SL’l:l’{ IV.zo—21 =2
xé—x{:xl xé—x{:xl l’é—l'{:l'g xé—x{:m

Tyto pripady budeme fesit oddélené. Ukazeme napi. feseni pro II.

225 — 4q = BV /9
225 — 4p = BHVI5da Y

2-4/225 —4a =15 — /225 — 4b /(1) + (2)
—2-4/225 —4a=30—-4-+v225 - 4D

D225 —4b =45
V225 —4b=9

225 — 4b = 81
4b = 144
b =36
a=>54

Podobné bychom vyftesili i moznosti L., III., IV, ¢imz dostaneme vSechna
feSeni

[0,0], [54, 36], [36, 54] , [50, 50] .

Poznédmka: Tato uloha se stejné jako predchozi dala vyteSit také pomoci
Vietovych vzorci.
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Navody k aloham domaéci ¢asti 1. kola 59.ro¢niku
MO kategorie C

V této kapitole se budeme vénovat problémovym tloham a tloham k procvi-
¢eni, které jsou vhodnym vychozim studijnim materidlem pro tspésné zvladnuti
domaci ¢asti prvniho kola matematické olympiaddy kategorie C urcené pro prvni
ro¢niky ¢tyrletych studijnich oborii a jim odpovidajici ro¢niky viceletych gymné-
7ii.

Slovni logik — C-1-1
Nez si uvedem pravidla hry "slovni logik"a motivac¢ni ulohy k tomto ptikladu,
vyreSme nésledujici t¥i tlohy.
1. Z 29 déti sbira 12 déti znamky, 13 pohlednice. Téch, ktefi sbiraji znamky i
pohlednice je Sest. Kolik déti sbird jenom znamky a kolik jich nesbira nic?
Regent:

Jenom znamky sbiralo 6 déti, 10 déti nesbiralo nic, viz. diagram nize.

Z[12] P[13]

10

2. Ze 30 zaku jedné tiidy bylo 7 zaki o prazdninach na rekreaci v Recku a
pravé tolik v Chorvatsku; Italii navstivilo 5 zaktu. V zadné z téchto tii zemi
nebylo 16 zaku, vSechny tii navstivil jeden zak. V Recku i Italii byli 2 zaci, v
Italii i v Chorvatsku 1 zak. Kolik zaki navstivilo o prazdninach Chorvatsko
nebo Recko, Italii nebo Chorvatsko, jen Recko?

Regen:
Nac¢rtneme Venniv digram pro tfi mnoziny a postupné vyznacime pocty
prvku v jednotlivych jeho ¢astech.
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RI7] Ch[7]

\/

16

I[5]

Chorvatsko nebo Recko navstivilo 11 studentu, Italii nebo Chorvatsko 1
student, jen v Recku byli 3 studenti.

3. Z péti rodin odebiraji tii rodiny denik Dnes a dvé Lidové noviny. Existuje
mezi nimi rodina, kterd neodebira zadny z téchto materiala?

Reseni:

Ano, muze. Moznosti pii odebirani novin vidime na néasledujicich diagra-
mech.
D e L
@_
1

Uvedme si pravidla hry "slovni logik". Hra¢ A si mysli slovo slozené z péti
riznych pismen. Hra¢ B vyslovi libovolné slovo slozené z péti riznych pismen a
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hra¢ A mu prozradi, kolik pismen uhodl na spravné pozici a kolik na nespravné.
Pismena povazujeme za rizné, i kdyz se lisi jen hac¢kem nebo ¢arkou.

Napiiklad: Myslime si slovo SESIT, hra¢ B tekne slovo éIéKA, hra¢ A zkra-
cené odpovi 1 + 1,nebot jedno pismeno je na spravné pozici (é) a jedno pismeno
je na nespravné pozici (I). Nebo jina dvojice: LODKA + KOLAC — 1 + 2.

4. Erika a Klarka hraly hru "slovni logik". Erika si myslela slovo z péti riznych
pismen a Klarka vyslovila slova SIRUP a VODKA. Erika v daném potradi
odpovédéla 0 + 3 a1 + 1. Dokazte, ze vSechna pismena slova, které si Erika
myslela, pat¥i do mnoziny M = {S,I, R, U, P} U{V,0,D, K, A}.

Regent:
Slova STRUP a VODKA nemaji zadné spole¢né pismeno. Erika si mohla
myslet napiiklad slovo DOPIS, RUSKO, TRSKO nebo PRVKU.

5. Erika a Klarka hraly hru slovni logik". Erika si myslela slovo AGATY a
Klarka vyslovila slova KABAT a MESTA. Ovéite, ze Erika musela odpoveé-

dét stejné jako v dloze 4. Pro¢ nyni nepatfi vSechna pismena slova, ktera si
Erika myslela, do mnoziny L = {K,A,B,A, T} U{M,E,S,T,A}?

Resent:
Slova maji spole¢né pismeno "A". Proto se v mnoziné sestavené z pismen
obou slov nenachazi vSech pét pismen hledaného slova.

6. Erika a Klarka hraly hru "slovni logik". Klarka vyslovila slova OPAVU
a ULOZE, pricemz Erika odpovédéla stejné jako v tloze 4. Jaké slovo
si Erika myslela, kdyz vSechna jeho pismena uz patii do mnoziny L =
{O,P,A,V,U} U{U,L,0,ZE}?

Regen:
Vybirdme 3 pismena v jiné pozici z prvniho slova, jedno pismeno v nespravné

pozici a jedno ve spravné pozici z druhého slova. Erika si myslela slovo
PAVLE.

7. Tticet maturanti jednoho gymnézia podalo ptihlasku k dalsimu studiu na
nékterou ze Sesti fakult CVUT. Vyuzili moznost podat vice piihlasek, a
tak polovina zaku podala ptrihlasku aspon na tii fakulty, tfetina si podala
prihlasku na vice nez tii fakulty. Na fakultu architektury se s ohledem na
talentovou pfijimaci zkousku nehlasil nikdo.

a) Dokazte, ze aspoii na jednu fakultu si podalo pfihlasku aspon 14 stu-
dentii.

b) Dokazte, ze na nékterou ze zbyvajicich péti fakult se pfihlasilo méné nez
dvacet studenti.

Reseni:
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a) V piipadg, Ze by neplatilo toto tvrzeni, mohlo by byt nejvyse 5-13 = 65
prihlasek. Dle zadani polovina studenti podala aspon tii prihlasky, tedy
druhé polovina studentt podala jednu nebo dvé prihlasky. Z druhé poloviny
10 studentu (tfetina z celkového poctu) podalo aspon ¢tyii piihlasky a
zbyvajicich 5 studentt podalo pravé tii prihlasky. Minimalni pocet ptihlasek
dle podminek zadani je 15-1+10-4+5-3 = 70 > 65. Tedy aspon na jednu
fakultu podalo pfihlasku aspon ¢trnact studenti. Rozpis pro pripad, kdy
na kazdou fakultu si podalo prihlasku pravé 14 studentu viz. tabulka nize.

siudent ] 1 21 3[4 516 7 &1 & [10] 111121131 14]15
1 ' N

2 o I

3 x| x| x

[zl G
ol
o
o

X x X X X x X
X X X X X X X
X X X X X x X X
X X X X x X X
X X X X X X

b) Kdyby tvrzeni ulohy neplatilo, bylo by zapotiebi aspon 5 -20 = 100
prihlagek. Z rozboru feSeni v piipadé a) odhadneme, 7e maturanti podali
nejvyse 15-24+10-5+5-3 = 95 < 100, proto nemohli podat na kaz-
dou fakultu aspon 20 ptihlasek. Rozpis pro ptipad, kdy na kazdou fakultu
studenti podali pravé 19 prihlasek viz nize.

student 456788 1011 12{13114]15
1 x|l x| x| %] x| x
2 ¥ | x| x

3 X X

4 L X

) x| x| x S B

16718 [ 192021 (2223124 1252627 (12829130

X % x| x| x x| x| x] x| x]x]=x

% x| x ] x ] x| x| x] x| x]x]=x

X x| x| x| x| x| x] x| x| x] x]x

X |l x ] x| x]x] x| x]x]=x

% Xl x x| x]x] x| x]x]=x
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8. Honza, Jirka, Martin a Petr organizovali na namésti sbirku na dobrocinné
ucely. Za chvili se u nich postupné zastavilo pét kolemjdoucich. Prvni dal
Honzovi do jeho kasicky 3 K¢, Jirkovi 2 K¢, Martinovi 1 Ké a Petrovi nic.
Druhy dal jednomu z chlapci 8 K& a zbylym tfem nedal nic. Tteti dal
dvéma chlapcim po 2 K¢ a dvéma nic. étvrty dal dvéma chlapcim po 4
K¢ a dvéma nic. Paty dal dvéma chlapcim po 8 K¢ a dvéma nic. Poté
chlapci zjistili, ze kazdy z nich vybral jinou ¢astku, pricemz tyto tvori ¢tyti
po sobé jdouci prirozena c¢isla. Ktery z chlapct vybral nejméné a ktery
nejvice penéz?

Regen:

Dohromady chlapci dostali od kolemjdoucich celkem 42 K¢. Cislo 42 vyjad-
fime jednoznacné jako soucet ¢ty po sobé jdoucich ¢isel 9410411412 = 42.
Uvahy lze uspotfadat do tabulky, pficemz uvazime, ze nemohl ani jeden z

chlapcii dostat dvakrat 8 Ké. K tomu nejvyse jeden mohl dostat 4 K¢, jinak
by byli dva s nejvyssi vybranou c¢astkou 12 K¢, viz tabulka nize.

.t [ 2 [ 3 [ 4] 5 | % | |
8 0 0
0 0 8

0 0 0 4 8 12— | P

3 0 2 4 0 <9 —- | H
14243 |1 x 8|2 x2[2x4|2x8

Nejmnéné vybral Honza a nejvice vybral Petr.

Piimky a pravothelnik — C—-I-2

1. Na list papiru tvaru obdélniku narysujte podle obrazku pravouhelnik ABC D
tak, aby jeho strany AB a AD splyvaly s okrajem papiru. Pak sestrojte
primku, aby méla s pravouhelnikem spole¢ny jen bod C' a jeji prinik listem
papiru tvoril asecku M N, podél niz papir roziiznéte.

G F
‘-,,_____H_‘

NL_\\‘_C

D

A B M E

Vznikly papirovy model trojuhelniku AMN s narysovanym obdélnikem
ABCD piehnéte podél usecek BC' a DC'. Tuto ¢innost nékolikrat opakujte,
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pritom pro tentyz pravotuhelnik ABC'D volte ruzné délky tsecky BM. Co
Ize z vysledku usoudit o poméru obsahu trojuhelniku AM N a pravothel-
niku ABC' D? Hypotézu dokazte.

ReSeni:
Timto modelovanim nebo uzitim programi dynamické geometrie, napft.

Cabri, je mozné dojit k hypotéze, ze obrazem piimky MN v obou sou-
mérnostech je jedna a taz piimka C'X.

Uvéazime-li souhlasné uhly pii vrcholech M a C' v trojihelnicich NDC' a
NAM, pak muZeme psat

| INCD| = | 3CMB| = | IDCX| = a

| IMCB| =| 4BCX| =90° — a.
Soucet uhlu s vrcholem v bodé C' je pak roven
| INCD| + | IDCX |+ | IMCB| + | IBCX| =

=a+a+90°—a+90° — a = 180°,

tedy obrazy piimky M N v osovych soumérnostech podle piimek BC a C'D
splyvaji.
ab

Z podobnosti trojuhelnikua NDC a C'BM plyne, ze = = N y=—.
x x

> =

Pak obsah AAM N muzeme vyjadiit takto:
1 1 b
Samn = §(a+x)(b—|—y) = §(a+ T) (b+ %) —

1 /2 «a
:ab—i-—(——l——
2\a «x

) > 2ab.

Rovnost nastane, pravé kdyz = = a. V tomto piipadé je Sayn = 2ab.
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G
x&l
IE:.'I"\‘\&C
A B M

. Je dan ostry thel KBL a bod M jeho vnitiku. Sestrojte bodem M pi¥imku
p tak, aby vytinala z thlu K BL trojuhelnik ABC nejmensiho obsahu.

Regent:

Analyzujte obsah trojihelniku ABC pro ruzné piipady polohy bodu M
vzhledem k tsecce AC. Na obrazku je bod M, jim prolozené primka a troj-
ihelnik ABC'. Uvazme jinou piimku prochézejici bodem M. Z obrazku je

patrno, ze nové vznikly trojihelnik ma mensi obsah nez puvodni trojihel-
nik.

Uvéazime-li polohu bodu M takovou, ze je stfedem tsecky AC, pak z obrazku
nize je patrno, ze libovolnou jinou pfimkou vedenou bodem M nedosahneme
trojihelniku s mens§im obsahem, ne7 mé trojihelnik ABC'.
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3. Je dana piimka p a v jedné poloroviné body A, B. Najdéte na piimce p bod
X tak, aby soucet vzdalenosti od bodu A, B byl co nejmensi.
Regent:
Hledany bod X ziskdme jako prusecik tsecky AB’ s pfimkou p, kde bod
B’ je obrazem bodu B v osové soumérnosti dané osou p. A dale plati, ze
| XB| = |XB|, tedy |AX|+ |XB| = |AX| + | X B’|. Pro jinou polohu bodu
X, napt. X', plati v AAX'B’ trojuhelnikova nerovnost, tj. |[AX'|+|X'B’| >
|AB’|. Pro bod X zkonstruovany timto zpusobem je sou¢et minimélni.

B
N
X' p
BI

4. Je dan ostry thel XVY a jeho vnitini bod C. Sestrojte na rameni VX
bod A a na rameni VY bod B tak, aby vznikly trojihelnik mél ABC mél
minimalni obvod.
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ReSeni:
Analogicky predchozimu piikladu, zobrazime bod C' v osovych soumérnos-

tech podle ramen daného thlu, viz. obrazek. Hledané zbylé vrcholy jsou pak
prusec¢ikem ramen thlu s aseckou C'C”.

5. Dokazte, ze pro libovolna nezaporna ¢isla a, b plati
1
5(& + b) >V (Zb,

pri¢emz rovnost nastane, pravé kdyz a = b.

Resent:

Uvazme a = u?, b = v?, u,v > 0. Pak po substituci dostaneme 3 (u® + v?) >
Vu2v? = uv pro nezaporn4 ¢isla. Po tpravé v?+v? > 2uv, odkud (u—v)? >
0, coz je vyrok pravdivy. Druha mocnina libovolného realného ¢isla je vzdy
nezaporna.

Cela ¢ast + — C-1-3

1. Urcete |0],]2,1],1(2,8],199,9],(5],|-10],[—2,001],|—2,8],|—99,9],
[—9].
Regen:
0;2;2;99; 5, —10; —3; —3; —100; —9.
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2. Necht a € Z a t € (0;1). Urcete |a],la+t], |a+it],[a—1t],|a+2t],
la — 2t].

Regen:
a;a;a;a prot = 0aa—1prot € (0;1); aprot€<0%
te(%;l);aprot:O,a—lprote( ,2>aa—2prot€(
3. Nadrtnéte grafy funkei: y = |z, y =x — |z].
4. Reste v R:
a) r+ |x] = 68,5

b) z + |x] =97
¢) z-|x] =68,5
d) z-|z] =97

Regen:
a) 34,5; b) nema feseni; ¢) 8 <z <9, x = §,5625; d) nem4 FeSeni.
5. Reste rovnice = € R:
a) [3r —5] =bx —8
54+6x | __ 15x—7
b) [25E] = 5=

5
o) %] =557

d) soustavu z,y € R: 7|z] +2y =117, 4 a bz + 2 |y] = 91,9

Regeni:

a) Vyraz 5z — 8 je nutné celé ¢islo, tedy k = 5x — 8, odkud x = 1(k + 8).
Podosazeni do zadani dostaneme

505 =[5 -

To podle definice celé ¢asti vede k nerovnostem

3k —

N | —

1
k< <k+1l=-3<k<

odkud pro k= -2 je z; = 1,2, nebo k = —1 je 2o = 1,4.

b) V}?raz % =keZa tedy 1517—7 < 5+6z < 1533— +1.

Z prvni nerovnice plyne xz < 3 zZ druhe nerovnice plyne x >

= %
Déle vime, ze 4T =k = o = 3% tedy 40 < 30k 4+ 42 < 81 a konecne

5
—35 <k < 55 k=0;1 Po dosazem mame z; = &, Ty = 3.
C)

e
157 5
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Plati soucasné k < 32 < k+1ak <2322 < k+1. Pak I, = (¥, AkEL)

aly, = (%, %> a hledame, pro ktera cela ¢isla k maji tyto intervaly
neprazdny prunik. Tedy % > % a soucasné % < 4’“7’3, odkud dosta-
neme pro k podminku, ze 13—6 <k< % = k=1

3420 | _ |58

Pro k = 1 a po dosazeni L J = 1, je vysledny interval =z €

1.5 1.q\ _ /L.
33) N (51 = (1)
d)
Ozna¢me x— |x| = xp a y— |y| = vo, kde g, yo € (0; 1). Pak dané soustava
prejde na tvar

Tzl +2y] = 117,4 — 2y,
Sl +2y] = 91,9 — 5xy.

Na levé strané obou rovnic soustavy je soucet celych ¢isel, tedy i na pravé
strané rovnic soustavy musi byt cela ¢isla, odkud pro yg plynou dvé moz-
nosti: yo = 0,2 nebo 0,7.

117,4 — 2y — 7 | x|

Z prvni rovnice vyjadiime |y| = , dale rovnice od sebe
odecteme, dostaneme pro yo = 0,2 rovnici 2 |x| = 25,1 + bxg a |y| =
117 -7

—m. Protoze 0 < b5zy < 5, je |x| = 13,14 nebo 15. Z divodu
ly| € Z, musi byt |z liché. Pak dostaneme

le] | 2o [lw]| = | y |

13]0,18 | 13 | 13,18 | 13,2
151098 | 6 | 1598 | 6,2

116 — 7 |z

Analogicky pro druhy piipad, kdy yo = 0,7 a |y| = , dostaneme

po odecteni 2 |z | = 24,1 + bzy. Protoze 0 < 5z < 5, je 2| = 13 nebo 14.
Z duvodu |y] € Z, musi byt |z] sudé. Pak dostaneme

HJUH Lo HyH X \y\

| 14]0,78] 9 [1478]9,7]

Mame tedy celkem tii feseni [13, 18; 13, 2], [15, 98; 6, 2], [14, 78; 9, 7].

Mocnost bodu ke kruznici — C-1-4
1. Urcete poloméry tii kruznic, jejichz stiedy tvoii vrcholy trojihelniku se
stranami délek a, b, c, a kazdé dvé maji vnéjsi dotyk.
Regen:
Z obrazku vidime, ze a = s+t, b =r +t, ¢ = r + s. Odkud se¢tenim
prvnim dvou rovnic ziskdme rovnici a+b = r+s+2t = c+2t, z ¢ehoz plyne
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= atb=c Postupnym dosazenim ziskame i velikosti zbyvajicich poloméri

2
a+c—b __ btc—a
T ar= 5 -

2. Kruznice k, [, m se po dvou vné dotykaji a vSechny tfi maji spole¢nou tecnu.
Poloméry kruznic £, jsou 3 cm a 12 cm. Vypoctéte polomér kruznice m.
Najdéte vSechna TeSeni.

Regen:
Ozna¢me poloméry kruznic k,[ postupné r,s a body dotyku na spolecné
teéné A, B, C. Viz obréazek.

=
i

B ' A

Uvazujme lichobéznik ARTC' a dale vezméme pravoiihly trojuhelnik RUT),
UT| = |AC| = /(r+t)2—(r—t)? = 2V/rt = 2/3t. Analogicky z li-
chob&znikit CTSB a ARSB dostaneme vztahy |BC| = 2sqrtst = 41/3t a
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|AB| = 2sqrtrs = 12. Nejdfice uvazme, ze bod C' lezi mezi body A a B. Je
pak 2sqrt3t + 4v/3t = 12, odkud t = %. Jestlize bod A lezi mezi body C' a

B, dostaneme rovnici 2v/3t + 12 = 4+/3t, odkud t = 12. Jiny p¥ipad, bod
B je mezi body A a C', nema feSeni, viz. dalsi obrazek.

Se

Polomér m je roven % cm nebo 12 cm.

. Kruznice k, [, m se dotykaji spole¢né te¢ny ve tiech riznych bodech a jejich
stiedy lezi v pfimce. Kruznice k a [ stejné jako kruznice [ a m maji vnéjsi
dotyk. Urcete polomér kruznice [, jestlize poloméry kruznic £ a m jsou 3
cm a 12 cm.

Regen:
7 pravothlych lichobézniku KLVU, LMWV, K MWU plyne podle Pytha-
gorovy veéty

IKL? = (r+3)2—(r—3)2=12r
ILMP* = (12+7r)?— (12 —7)* = 48r
KM = (3+42r+12)2— (12 — 3)> = 472 4 60r + 144
a |KL|+ |LM|=|KM]|. Po tpravé pro r rovnici
4r? — 48r + 144 = 0 = 4(r — 6)*.

Ma tato rovnice jediné feSeni r = 6.
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Kruznice [ ma polomér 6 cm.

. Kruznice k, [ s vnéjsim dotykem lezi obé v obdélniku ABC D, jehoZz obsah je
72 cm?. Kruznice k se piitom dotyka stran CD, DA a AB, zatimco kruznice
[ se dotyka stran AB a BC'. Urcete poloméry kruznic k, [, jestlize polomér
kruznice k je v centimetrech vyjadien celym cislem.

Regent:

KL = \/(r+s)2—(r—s)2=2yrsa Sagcp = |AD| - |AB| = 2r - (r +
25+ s) = (Vi+5) . Odkud rs = (6 —r)2 a s = (6-r)*

r

D '
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Z tlohy plyne, 7e s # r, tj. s < r a |[AB| > 2r. Dale 72 = |AB| - |AD| >
4r? = r < 4. Pak {r;s} € {4,1}.

Uloha mé pravé dvé feSeni: r =s=3cmar =4cm, s =1 cm.

Algebraické nerovnosti — C-1-5

1.

Dokazte, ze Va,b € R : ab < azﬁ.

Regent:

Po tpravé 2ab < a>+1* < 0 < (a® — 2ab + V?) & 0 < (a—b)?, coz je vyrok
pravdivy, druhd mocnina realného ¢isla je vzdy nezaporna.

Dokazte, ze Va,b € R* : ¢ + g > 2.

Regent:

Po apravé Y > 9 & a? + 1 > 2ab < (a — b)? > 0.

Dokazte, ze Va,b e RT :ab=1=a+b > 2.

Regent:

Po vyjadieni a = % a dosazeni mame nerovnici ve tvaru % +b2>2 &
V¥ —-2b+1>0< (b—1)2>0.

. Dokaizte, 7ze Va,b,c e R: 3(2? + 1y +23) = (x +y+ 2’ =>r =y = 2.

. Dokazte, ze Va € Rt : a + i > 2. Kdy nastane rovnost?

Regent:

Viz. iloha 3 v této podkapitole. Rovnost nastane pro a = 1.

Dokazte, 7ze Ya € Rt : a? + a—12 > 2. Kdy nastane rovnost?

Regent:

Analogicky upravime a dostaneme vyraz a* — 24> + 1 = (a® — 1)2 > 0.
Rovnost nastane pro a = 1.

Najdéte vSechny trojic kladnych ¢isel a, b, ¢, pro které plati

1 2 3
a+2b+3c+ -+ -+ -=12.
a b ¢

Regen:
5 1 1 1
Po tpravé a4+ —+2 | b+ 3 + 3| c+ — ) > 12. Rovnost natane pro a =
a c
b=c=1.
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8.

10.

Necht a, b, ¢, d jsou takova realna ¢isla, ze a + d = b+ c. Dokazte nerovnost

(a=b)(c—d)+(a—c)(b—d)+ (d—a)(b—c) > 0.

Regent:
7 podminky nerovnice ziskdme vyjadieni pro d; d = b+c—a a toto dosadime

do levé strany nerovnice. Po tipravé 2a% — 4ab + 2b*> = 2(a — b)%. Vyraz je
nezaporny pro kazdé realné ¢islo, tim je nerovnost dokézané.

Dokazte, 7ze pro libovolna ruzné kladné ¢isla a, b plati
a+b<2(a2+ab+62)< [a? + b?
2 3(a+b) 2

Nejprve upravime levou ¢ast, tedy 3(a+b)? < 4(a*+ab+0?) & 0 < (a—b)?
pro a # b. Pravou ¢ast umocnime (obé strany nerovnice jsou kladna ¢isla),
roznasobime a ¢aste¢né upravime na tvar

Reseni:

6a%b* < a* + b* + 2a3b + 2ab>.
Coz muzeme chéapat jako souc¢et dvou nerovnosti

2a%h* < a* +b* = 0 < (a —b)?

4a*b* < 2a°b + 2ab® = 0 < 2ab(a — b)*.

Urcete vSechna kladna ¢isla x, y, 2z, pro néz soucasné plati:

1 1 1
$+_§27y+_§272+_§2
Y z T

Reseni:

1
Sec¢tenim vSech tii nerovnic dostaneme z+y+2+—+—+— < 6. Provedeme
rT Yy z

1 1 1
odhad na zakladé tdlohy 5, resp. 3. Tedy 6 <z + —+y+ -+ 2+ - < 6.

x Y z
Tedy x =y =2=1.
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Délitelnost — C-1-6

1. Trojciferné ¢islo je zakonceno ¢islici 4. Presuneme-li tuto ¢islici na prvni
misto, dostaneme ¢islo, které je o 81 mensi nez ¢islo puvodni. Urcete pi-
vodni ¢islo.

Regen:
Hledané ¢islo je tvaru ab4, po presunu posledni ¢islice 4ab, kde a,b jsou

Cislice 0 < a <9, 0 < b < 9. RozepiSeme-li jej do rozvinutého zapisu v
desitkové sooustavé, obdrzime rovnici

100a + 10b+4 =100 -4 + 10a + b + 81 = 10a + b = 53.

Uvazime-li, Ze a,b jsou ¢islice 0 < a <9, 0 < b <9, ziskdme jediné feSeni
a = 5,b = 3. Hledané ¢islo je 534.

2. Najdéte vSechna ¢tyfmistna ¢isla n, ktera maji nésledujici tii vlastnosti: V
zapise ¢isla n jsou dvé rizné ¢islice, kazda dvakrat. Cislon je délitelné sedmi.
éislo, které vznikne obracenim potadi ¢islic ¢isla n, je rovnéz ¢tyimistné a
délitelné sedmi.

Reseni:

Uvazme tii piipady: aabb, abab a abba, kde 0 < a,b < 9.

a) n = aabb = 1100a + 11b a n’ = bbaa = 1100b + 11a. Dale plati, ze 7|n a
7|n', musi délit i jejich soucet a rozdil. Tedy 7|(n — n’) a téz 7|(n + n'). Po
apravé mame

n+n'=1111(a +b), n —n' = 1089(a — b).

Cisla 1089, 1111 v8ak nejsou délitelna 7, tedy 7 musi délit a +b a a — b.
Pouzijeme stejnou uvahu jesté jednou, tedy 7|(a+b) + (a —b) a 7|(a +b) —
(a —b), odkud vyplyva, Ze 7|2a a 7|b, neboli a,b € {0;7}. Cislice a, b jsou
navzajem ruzné, proto jedna z nich musi byt 0. Cislo n nebo n/ by pak ale
nebylo ¢tyfmistné. Cislo n nemize byt tohoto tvaru.

b) n = abab = 1010a + 101b a n' = baba = 10100 + 101a. Podobné jako v
predchézejicim pripadé odvodime, ze

7In —n' =909(a —b), Tjn+n' =1111(a + b) = 7]a,b = a,b € {0;7},

tedy jedna z nich opét musi byt 0. Cislo n nebo n’ by pak ale nebylo
¢tyfmistné a nemuze byt ani tohoto tvaru.

¢) n = abba = 1001a + 110b = n’ a protoze 7|1001 a 7 f110, musi 7|b = b €
{0; 7}. Vzhledem k podmince a € {1,2,...,9} a a # b je feSenim 17 &isel 1
001, 2 002, 3 003, 4 004, 5 005, 6 006, 7 007, 8 008, 9 009, 1 771, 2 772, 3
773,4774,5775,6 776, 8 778, 9 779.
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3. Klarka méla na papiru napsano trojmistné ¢islo. Kdyz ho spravné vynéso-
bila deviti, dostala ¢tyfmistné ¢islo, jez zacinalo touz ¢islici jako puvodni
Cislo, prostfedni dvé cislice se rovnaly a posledni ¢islice byla souctem cislic
puvodniho ¢isla. Které ¢tyifmistné ¢islo mohla Klarka dostat?

Regent:

Hled4me &islo tvaru @ = abc = 100a + 10b + ¢ a 9z = 9(100a + 10b + ¢) =
adde = 1000a + 100d + 10d + (a + b + c¢), piicemz a, b, c, d, e jsou Eislice.
Porovnanim poslednich ¢islic zjistime, Ze posledni ¢islice vyrazu 9c je taz,
jako vyraz a+ b+ c. Dale vime, ze a4+b+c > 5 a 0 < ¢ < 5, jinak by vyraz
9c¢ koncil ¢islici neprevysujici 5; pro ¢ = 0 by pak i = 0. Ostatni moznosti
jsou dany v tabulce.

]c\9c\a+b+c\a+b\

119 9 8
21|18 8 6
3127 7 4
4136 6 2

Vztah 9(100a + 10b 4 ¢) = 1000a + 100d 4 10d + (a + b + ¢) jesté upravime
na tvar
100(b—a —d) =10d+a+ 116 — 8. (1)

Cislice a, b, c, d jsou nejvyse rovny deviti, tedy hodnota pravé strany je mensi
nez 200 a aspon -72. Je tedy bud b—a—d=0nebob—a—d=1.

Z prvniho piipadu plyne, ze d = b—a, po tpravé (1) na tvar 8¢ = 3(7b—3a)
vidime, Ze c je ndsobkem tii. Z tabulky pak plyne, 7ze ¢ = 3,a =4 -0 =
a =0b=2. Tedy x = 223 a hledané ¢tyimistné ¢islo je 2007.

Druhy ptipad b—a—d =1 je pak d = b—a— 1, dosadime do (1) a zjistime,
7e 8¢+ 110 = 3(7b— 3a). Vyraz 8c+ 110 je tdy délitelny tfemi a proto musi
¢ davat zbytek 2 pii déleni tfemi. Z tabulky ¢ = 2 a b = 6 — a do rovnice
8¢+ 110 = 3(7b — 3a) zjistime, ze a = 0, coz odporuje tomu, zZe Klara méla
na papire napsané trojmistné cislo.
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