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Úvod
Tato sbírka návodných úloh a komentá°· má pomoci student·m p°i °e²ení sou-
t¥ºních úloh domácího kola 59. ro£níku matematické olympiády kategorie A, B a
C. Rovn¥º by m¥la být výchozím studijním materiálem jak pro p°ípravu na ²kolní
£ást prvního kola tak pro ú£astníky krajské kolo. Dále m·ºe slouºit k procvi£ení
vybraných partií matematiky, pro práci s talentovanými ºáky jako roz²i°ující
u£ivo. V²echny úlohy jsou okomentovány a vy°e²eny, v n¥kterých p°ípadech je
podán stru£ný výklad nezbytné teorie. V¥t²ina pouºitých úloh pochází z text·
vydaných Jednotou £eských matematik· a fyzik· k 59. ro£níku MO.

Sbírka vznikla za pomocí P°írodov¥decké fakulty Ostravské univerzity. Je roz-
d¥lena do t°í £ástí, které korespondují s jednotlivými kategoriemi matematické
olympiády. První kapitola je ur£ena student·m sout¥ºících v kategorii A, kte°í
jsou v maturitním nebo p°edmaturitním ro£níku. Jejím autorem je kolektiv pra-
covník· Katedry aplikované matematiky Fakulty elektrotechniky a informatiky
Vysoké ²koly bá¬ské - Technické univerzity v £ele s garantem kategorie A a £le-
nem krajské komise matematické olympiády Doc. Ji°ím Bouchalou, PhD. Druhá
kapitola je zam¥°ena na kategorii B a jejím autorem je £len katedry matematiky
V�B TU Mgr. Petr Otipka, £len krajské komise matematické olympiády a garant
kategorie B. T°etí a poslední £ást je ur£ena student·m prvních ro£ník· st°edních
²kol sout¥ºících v kategorii C. Jejím autorem je RNDr. Michal Vavro², Ph.D.
z Wichterlova gymnázia, £len krajské komise matematické olympiády a garant
kategorie C pro Moravskoslezský kraj.

Kaºdá £ást sbírky obsahuje °e²ené p°íklady a nezbytné komentá°e, které mají
navézt studenty k úsp¥²nému vy°e²ení sout¥ºních úloh. Sbírka si neklade za cíl
vy£erpávajícím zp·sobem podat °e²ení zadaných úloh nebo obsáhnout výklad
ve²keré teorie nutné ke snadnému vy°e²ení úloh. Tento soubor úloh má snahu
ukázat cestu k °e²ení jednotlivých sout¥ºních úloh, poukázat na n¥které problémy
související s danou oblastí matematiky. M¥l by slouºit jako roz²i°ující studijní ma-
teriál a zásobarna úloh k procvi£ení p°i práci s talentovanými studenty a zájemci
o matematiku.

Sbírka nepro²la jazykovou korekcí a nemá jednotný formát jednotlivých £ástí.
Ve své podstat¥ kaºdá kapitola p°edstavuje samostatnou £ást zam¥°enou na daný
typ úloh p°íslu²né kategorie.

Mnoho radosti a pocit· uspokojení p°i °e²ení úloh.

Auto°i
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Návody k úlohám domácí £ásti I. kola
59.ro£níku MO kategorie A

1 Soustavy rovnic
Na t¥chto nemnoha stránkách si ukáºeme, jak lze najít °e²ení n¥kolika soustav rov-
nic obsahujících mocniny a odmocniny. Není bez zajímavosti, ºe soustavy o dvou
neznámých °e²il uº i teprve sedmiletý Jára Cimrman. Dokázal nap°íklad najít
°e²ení úlohy

9 + 3x = 9y + 3,

a to p°esto, ºe m¥l k dispozici jen jednu rovnici, a£koliv k °e²ení úlohy se dv¥ma
neznámými pot°ebujeme minimáln¥ dv¥. Podívejme se, jak tento gigant p°i °e-
²ení postupoval. Uvedený výpo£et i Cimrman·v komentá° lze najít v p¥kné knize
�Cimrman v °í²i hudby� Jana Klusáka, Ladislava Smoljaka, Zde¬ka Sv¥ráka, Ji-
°ího �ebánka a Dr. Evºena Hedvábného roz. Velebný.

9 + 3x = 9y + 3

y + x = 9 + 3 + 9 + 3

y + x = 24

y = 2, x = 4.

Z výkladu, který malý Cimrman podal, vyplývá, ºe neznámé v rovnici chápal
jako dv¥ veli£iny, které se navzájem neznají. Vytkl si tedy za cíl ony dv¥ neznámé
seznámit, to znamená dostat je co nejblíºe k sob¥. A nejen to. Zbavit je ostychu
i p°ed ostatními £ísly, které se navzájem znají. P°edpokládal, ºe p°i seznamování
vyjeví £ísla svou pravou totoºnost. A tak, jak to vid¥l u Tausingera, p°evedl £ísla
z jedné strany na druhou: známé shromáºdil na jedné stran¥ a neznámé na druhé
stran¥ rovnice. Zvlá²tností jeho postupu bylo, ºe p°i p°evád¥ní ani nem¥nil zna-
ménko, ani násobení v d¥lení. �Jak m·ºe² takhle ta £ísla p°evád¥t?� ptal se prý
Tausinger. �Jako po lávce,� odpov¥d¥l bezelstn¥ Cimrman, ukazuje na rovnítko.
Rovnici y + x = 24, z níº Tausinger nemohl je²t¥ výsledek vy£íst, �p°e£etl� Ci-
mrman jednodu²e: y stojí vedle x jako £íslo 2 vedle £ísla 4. Tedy: y = 2, x = 4.
A skute£n¥ � dosadíme-li do dané rovnice

9 + 3x = 9y + 3

9 + 3 · 4 = 9 · 2 + 3

dostaneme správný výsledek
21 = 21.

V dal²ím si ukáºeme i jiné zp·soby °e²ení. Kdo bude postupovat p°i °e²ení

2



úloh matematické olympiády jako malý Jára, ten sice zaujme a pobaví, ale body
nezíská a nevyhraje.

P°íklad 1. �e²me v R soustavu rovnic
√

x2 − y =
√

4x− 2y,√
y − 3x + 4 = 2.

(1)

Postupujme jako n¥kdy v ºivot¥, zkusme se zbavit toho, co nám p°ekáºí (zde
odmocnin). Umocn¥me proto ob¥ rovnice na druhou. Zjistíme tak, ºe pro kaºdé
°e²ení (x, y) úlohy 1 musí platit, ºe

x2 − y = 4x− 2y,

y − 3x + 4 = 4,

a proto (po jednoduché úprav¥) i

y = 3x,

x2 − x = x(x− 1) = 0.
(2)

Soustava 2 má z°ejm¥ práv¥ dv¥ r·zná °e²ení (x, y) = (0, 0) a (x, y) = (1, 3).
Ale te¤ bu¤me velmi opatrní, nenechme se unést ke ²patnému záv¥ru, ºe jsme
tímto na²li i °e²ení soustavy 1. Byla by to hrubá chyba. Ve skute£nosti jsme
pouze zjistili, ºe soustava 1 ºádné jiné °e²ení nemá 1. Zkou²kou se lze p°esv¥d£it,
ºe (x, y) = (0, 0) je a jediným °e²ením soustavy 1.2

P°íklad 2. �e²me v R rovnici.

√
x2 + y2 =

√
x2

x
. (3)

Zde nevysta£íme (jako p°i °e²ení prvního p°íkladu) pouze s d·sledkovými
1Rozmyslete si podrobn¥, ºe jsme vlastn¥ dokázali pouze implikaci

[√
x2 − y =

√
4x− 2y,√

y − 3x + 4 = 2

]
⇒ [

(x, y) = (0, 0) ∨ (x, y) = (1, 3)
]
.

2Pro (x, y) = (1, 3) není ani de�nováno
√

x2 − y.
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úpravami:
√

x2 + y2 =

√
x2

x
⇓

x2 + y2 =
x2

x2

⇓
x2 + y2 = 1,

a následnou zkou²kou, kdy postupn¥ dosazujeme do rovnice 1 jedno °e²ení rovnice
x2 +y2 = 1 za druhým, protoºe rovnice x2 +y2 = 1 má nekone£n¥ mnoho °e²ení3.

Jednodu²²í bude pouºívat pouze ekvivalentní úpravy:

√
x2 + y2 =

√
x2

x
m

x2 + y2 =
x2

x2
∧ x > 0

m
x2 + y2 = 1 ∧ x > 0,

z nichº vyplývá, ºe mnoºina

{(
√

1− y2, y) : y ∈ (−1, 1)}

je tvo°ena práv¥ v²emi °e²eními rovnice 1. (A op¥t si nakreslete obrázek.)

P°íklad 2. ur£it¥ není p°íkladem, s jehoº °e²ením by m¥l £tená° tohoto textu
sebemen²í problém. Poslouºil nám pouze pro názornou ilustraci rozdílu mezi
d·sledkovou úpravou (kdy sice �neztrácíme� ºádné °e²ení p·vodního problému,
ale kdy upravená úloha m·ºe mít °e²ení více) a ekvivalentní úpravou (kdy p·vodní
i upravená úloha mají stejné mnoºiny v²ech °e²ení). S d·sledkovými a ekviva-
lentními úpravami p°i °e²ení tohoto typu úloh £asto souvisí platnost � neplatnost
následujících tvrzení. Rozmyslete si je!
Platí:

∀x, y ∈ R : x = y ⇒ x2 = y2.

Neplatí:
∀x, y ∈ R : x2 = y2 ⇒ x = y.

3Znázorn¥te si v rovin¥ v²echna °e²ení této rovnice, tj. mnoºinu {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}.
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Platí:
∀x, y ≥ 0 : x2 = y2 ⇔ x = y.

Platí:
∀x, y ∈ R : x2 = y2 ⇔ |x| = |y|.

Platí:
∀x, y ≥ 0 : x = y ⇔ √

x =
√

y.

P°íklad 3. �e²me v R rovnici
√

x− 4 +
√

x− 11 +
√

x− 16 +
√

x− 19 +
√

x− 20 = 10. (4)

K °e²ení této úlohy tentokrát nedojdeme cestou postupného umoc¬ování; kam
tato cesta vede si lze pouze p°edstavit, není nutné se bezhlav¥ pustit do po£ítání.4
K úsp¥²nému vy°e²ení dané rovnice si sta£í pouze v²imnout, ºe funkce f de�no-
vaná na mnoºin¥

M = {x ∈ R : x ≥ 20}
(a jiná £ísla nás p°i °e²ení 4 nezajímají) p°edpisem

f(x) :=
√

x− 4 +
√

x− 11 +
√

x− 16 +
√

x− 19 +
√

x− 20

je rostoucí, tzn.

∀x, y ∈ M :
[
x < y ⇒ f(x) < f(y)

]
.

Dál je to totiº snadné, protoºe

f(20) =
√

20− 4 +
√

20− 11 +
√

20− 16 +
√

20− 19 +
√

20− 20 = 10.

Takºe: rovnice 4 má jediné °e²ení x = 20.

(V²imn¥me a rozmysleme si, pro£ rovnice
√

x− 4 +
√

x− 11 +
√

x− 16 +
√

x− 19 +
√

x− 20 = 9

nemá v R ºádné °e²ení a pro£ rovnice
√

x− 4 +
√

x− 11 +
√

x− 16 +
√

x− 19 +
√

x− 20 = 2009

má v R práv¥ jedno °e²ení.5)
4Dobrá rada: £asto je uºite£né rozmyslet si p°edem následky svých £in·.
5Pokuste se � pomocí po£íta£e � najít p°ibliºnou hodnotu tohoto °e²ení.
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P°íklad 4. �e²me v R soustavu rovnic
√

x2 − y = y − 1,√
y2 − x = x− 1.

(5)

Ukaºme si dva zp·soby °e²ení.

• Pomocí ekvivalentních úprav:
√

x2 − y = y − 1√
y2 − x = x− 1

m
x2 − y = y2 − 2y + 1
y2 − x = x2 − 2x + 1

∧ x2 − y ≥ 0
y2 − x ≥ 0

∧ y − 1 ≥ 0
x− 1 ≥ 0

m
x2 − y2 = −y + 1
x2 − y2 = x− 1

∧ x2 − y ≥ 0
y2 − x ≥ 0

∧ y ≥ 1
x ≥ 1

m

x2 − y2 = x− 1 ∧ x + y = 2 ∧ x2 − y ≥ 0
y2 − x ≥ 0

∧ y ≥ 1
x ≥ 1

m
x = 1 ∧ y = 1.

(Znázorn¥te si v rovin¥ mnoºinu {(x, y) ∈ R2 : x+y = 2 ∧ x ≥ 1 ∧ y ≥ 1}.)
Záv¥r: úloha 5 má práv¥ jedno °e²ení, a to (x, y) = (1, 1).

• Jiné °e²ení se opírá o pozorování, ºe ze symetrie soustavy 5 vyplývá: je-li
(x, y) °e²ením, °e²í rovnici 5 taky (y, x). Sta£í proto hledat pouze ta °e²ení
(x, y), pro n¥º je

x ≥ y ≥ 1.
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Odtud jiº snadno plyne,6 ºe
√

y2 − x = x− 1 ≥ y − 1 =
√

x2 − y

⇓
y2 − x ≥ x2 − y

⇓
y2 − y ≥ y2 − x ≥ x2 − y

⇓
y2 ≥ x2

⇓
y ≥ x.

Protoºe x ≥ y a sou£asn¥ y ≥ x, je nutn¥ x = y. A snadno dopo£ítáme
(a zkou²kou ov¥°íme!), ºe jediným °e²ením soustavy rovnic 5 je

(x, y) = (1, 1).

2 Zadání a °e²ení úkol·
Nejd°íve si nakreslete obrázek. Do obecného trojúhelníku ABC vepi²te kruºnici
k(O, r) a dotykové body kruºnice k se stranou BC ozna£te U , se stranou AC
ozna£te V a se stranou AB ozna£te W . Dále sestrojte kruºnici k′(O′, r′) p°i-
psanou stran¥ BC tak, ºe dotykový bod se stranou BC je U ′, dotykový bod s
polop°ímkou AC je V ′ a dotykový bod s polop°ímkou AB je W ′. Nakonec ozna£te
S st°ed strany BC. Tento obrázek Vám poslouºí jako názorná pom·cka pro °e²ení
p°íklad· N1, N2 a D1, budeme se na n¥j odvolávat.

P°íklad N1 Dokaºte rovnost |AT1| = |AT2|, kde T1, T2 jsou body dotyku
obou te£en vedených z bodu A k dané kruºnici.

�e²ení Nejd°íve úlohu ekvivalentn¥ p°eformulujeme, rozdíl bude jen ve zna-
£ení.

Dokaºte rovnost |AV | = |AW |, kde V, W jsou body dotyku obou te£en vede-
ných z bodu A k dané kruºnici k(O; r). Tuto rovnost dokázat je snadné a je to
moºné provést n¥kolika zp·soby (osová soum¥rnost, v¥ty o shodnosti trojúhelník·
atd.). Ukaºme si alespo¬ jeden z nich.

6Rozmyslete si podrobn¥!
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Oba trojúhelníky AOV, AOW jsou pravoúhlé, mají spole£nou p°eponu AO a
platí |V O| = |WO| = r, kde r je polom¥r kruºnice k. Z Pythagorovy v¥ty proto
plyne |AV | = |AW |.

P°íklad N2 Vyjád°ete délky v²ech úsek·, na které jsou strany daného troj-
úhelníku rozd¥leny
a) t°emi body dotyku kruºnice vepsané,
b) t°emi body dotyku kruºnic p°ipsaných,

pomocí délek a, b, c celých (tj. nerozd¥lených) stran. Z výsledku vypozorujte,
ºe na kaºdé stran¥ trojúhelníku tvo°í bod dotyku z a) a bod dotyku z b) dvojici
bod·, které jsou soum¥rn¥ sdruºené podle st°edu doty£né strany.

�e²ení Zcela posta£í, pokud vy°e²íme následující, p°eformulovanou úlohu.
Vyjád°ete délky v²ech úsek·, na které jsou strany daného trojúhelníku ABC

(viz obrázek) rozd¥leny t°emi body dotyku U, V, W kruºnice vepsané, a to pomocí
délek a, b, c celých (tj. nerozd¥lených) stran trojúhelníku. Dále ur£ete (pomocí
a, b, c) délky úsek· na které je rozd¥lena strana BC bodem dotyku U ′ kruºnice
p°ipsané ke stran¥ BC. Dokaºte, ºe body U a U ′ jsou soum¥rn¥ sdruºené podle
st°edu S strany BC.

Nejd°íve se budeme v¥novat kruºnici vepsané trojúhelníku ABC. Nech´ |BC| =
a, |AC| = b, |AB| = c. Z P°íkladu N1 plyne |AV | = |AW | = x, |BU | = |BW | = y,
|CU | = |CV | = z. Pak ov²em z obrázku snadno odvodíme následující trojici li-
neárních rovnic:

z + y = a
x + z = b
x + y = c
Z první rovnice osamostatníme z (z = a− y) a ve druhé rovnici nahradíme z

výrazem a− y (x + a− y = b), £ímº obdrºíme dvojici lineárních rovnic:
x− y = b− a
x + y = c
Z £ehoº plyne 2x = c + b− a, a proto x = 1

2
(b + c− a). Zp¥tným dosazením

pak dostaneme y = 1
2
(a + c− b) a z = 1

2
(a + b− c).

Nyní p°ej¤eme ke kruºnici p°ipsané ke stran¥ BC. Ozna£me |U ′C| = x′ a
|U ′B| = y′. Dle p°íkladu N1 je |U ′C| = |V ′C| = x′ a |U ′B| = |W ′B| = y′. Op¥t,
dle obrázku sestavíme následující lineární rovnice:

x′ + y′ = a
x′ + b = y′ + c
Jednoduchým výpo£tem pak zjistíme, ºe x′ = 1

2
(a + c − b) a y′ = 1

2
(a + b −

c). (Obdobn¥ bychom postupovali i v p°ípad¥ p°ipsaných kruºnic ke zbývajícím
dv¥ma stranám.)

Z vý²e uvedeného vyplývá, ºe |UC| = z = 1
2
(a + b − c) = y′ = |U ′B|. Proto

|US| = |U ′S|, kde S je st°ed strany BC. Nebo´ body S, U a U ′ (U 6= U ′) leºí na
p°ímce BC, tak jsou body U a U ′ soum¥rn¥ sdruºené podle st°edu S.
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Op¥t si nakreslete obrázek. Sestrojte kruºnici k(O, r) vepsanou te£novému
lichob¥ºníku ABCD, p°i£emº AB, CD jsou základny lichob¥ºníku a |AB| >
|CD|. Body dotyku kruºnice k se stranou AB ozna£te E a se stranou CD pak
F . Pr·se£ík polop°ímek AD a BC ozna£te X. Dále vepi²te trojúhelníku DCX
kruºnici k′(O′, r′) a bod dotyku se stranou DC ozna£te E ′. (Bod E ′ by m¥l leºet
na polop°ímce XE!) Tento obrázek se bude vztahovat pouze k °e²ení P°íkladu
N3.

P°íklad N3 Kruºnice vepsaná te£novému lichob¥ºníku ABCD se dotýká
základen AB, CD po °ad¥ v bodech E, F . Dokaºte rovnost |AE| · |DF | = |BE| ·
|CF |.

�e²ení Vidíme, ºe trojúhelníky ABX a CDX jsou stejnolehlé v homotétii
H(X; |AB|

|CD| = k). Proto |AE|
|BE| = |DE′|

|CE′| (viz obrázek). Nebo´ bod E ′ je bod dotyku (se
stranou CD) kruºnice vepsané do trojúhelníku CDX a F je bod dotyku kruºnice
p°ipsané ke stran¥ CD, platí |CE ′| = |DF | (viz P°íklad N2). Potom v²ak také
platí |DE ′| = |CF |.

Z vý²e uvedeného dostáváme |AE|
|BE| = |DE′|

|CE′| = |CF |
|DF | , a tudíº |AE| · |DF | =

|BE| · |CF |.

P°íklad D1 Do téhoº konvexního úhlu jsou vepsány dv¥ neprotínající se
kruºnice. Jejich spole£ná vnit°ní te£na s body dotyku K, L protne ramena úhlu
v bodech A,B. Dokaºte rovnost |AK| = |BL|.

�e²ení �e²ení této úlohy je p°ímým d·sledkem °e²ení úlohy N2. Podívejme
se na první obrázek. Kruºnice k a k′ jsou ony neprotínající se kruºnice vepsané
do konvexního úhlu CAB a p°ímka BC je jejich spole£ná vnit°ní te£na s body
dotyku U,U ′. Sta£í tedy p°ezna£it U na K, U ′ na L a C na A (Bod B necháme) a
vidíme, ºe poºadovanou rovnost |AK| = |BL| jsme jiº dokázali v °e²ení P°íkladu
N2.

P°íklad D2 Je dán rovnoramenný trojúhelník ABC se základnou AB. Na
jeho vý²ce CD je zvolen bod P tak, ºe kruºnice vepsané trojúhelníku ABP a
£ty°úhelníku PECF jsou shodné; p°itom bod E je pr·se£ík p°ímky AP se stranou
BC a F pr·se£ík p°ímky BP se stranou AC. Dokaºte, ºe i kruºnice vepsané
trojúhelník·m ADP a BCP jsou shodné.

�e²ení Nebo´ je p°íklad ozna£en 49-A-III-2, tak byl jiº za°azen do matema-
tické olympiády a jeho vzorové °e²ení existuje. Proto jeho °e²ení nep°edkládám.
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3 P°íklady z teorie £ísel
Kaºdé p°irozené £íslo je moºné jednozna£n¥ napsat jako sou£in mocnin prvo£ísel.
Nap°íklad

12 = 22.3.

Takový zápis p°irozeného £ísla n nazýváme kanonickým rozkladem £ísla n.
Dokáºete najít kanonický rozklad £ísla 7!, 20! , nebo obecn¥ji kanonický roz-

klad £ísla n!?

De�nice 3.1 (celá £ást) Celou £ástí reálného £ísla r nazveme celé £íslo z spl¬u-
jící:

z ≤ r < z + 1.

Celou £ást reálného £ísla r budeme zna£it [r].

Lemma 3.1 Nech´ n, p ∈ N. Potom po£et £ísel ve tvaru p.m, kde p.m ≤ n,
m ∈ N, je roven

[
n
p

]
.

D·kaz. Nejprve p°ipome¬me, ºe [x] je ozna£ení pro celou £ást reálného £ísla x
(viz. De�nice 3.1).

Pokud n < p, pak £ísla ve tvaru p.m, kde p.m ≤ n (m ∈ N), evidentn¥
neexistují. A opravdu. V tomto p°ípad¥ je 0 < n

p
< 1, a tak

[
n
p

]
= 0.

V p°ípad¥ n ≥ p £ísla ve tvaru p.m, kde p.m ≤ n, existují (minimáln¥ jedno:
p.1). Dejme tomu, ºe £ísla ve tvaru p.m, která jsou men²í, nebo rovna n, jsou

p.1 < p.2 < · · · < p.m0 ≤ n < p.(m0 + 1)

a je jich celkem m0.
Odtud

p.m0 ≤ n < p.(m0 + 1),

m0 ≤ n

p
< m0 + 1.

Podle De�nice 3.1 je m0 =
[

n
p

]
.

2

V¥ta 3.1 Nech´ n ∈ N. Potom n! =
∏

p∈P,p≤n pα(p), kde

α(p) =
∑

k∈N,pk≤n

[
n

pk

]
.
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D·kaz. V¥ta 3.1 °íká, ºe v kanonickém rozkladu £ísla n! = 1.2. · · · .n jsou zastou-
pena v²echna prvo£ísla p ≤ n, a to s exponentem α(p).

Protoºe n! je sou£in £ísel me²ích, nebo rovných n, je z°ejmé, ºe v jeho kano-
nickém rozkladu mohou vystupovat pouze prvo£ísla p ≤ n.

Uvaºujme, £emu je roven exponent α(p). K jeho hodnot¥ mohou p°ispívat
£ísla vyskytující se v sou£inu 1.2. · · · .n, která mají tvar p.m. 7

Kolik £ísel ve tvaru p.m se vyskytuje v sou£inu 1.2. · · · .n? Jsou to ty, které
spl¬ují p.m ≤ n. T¥ch je podle Lematu 3.1 celkem

[
n
p

]
a kaºdé z nich p°ispívá k

hodnot¥ α(p) alespo¬ £íslem 1.
�íslem 1 p°ispívají k hodnot¥ α(p) ty £ísla, která mají tvar p.m ≤ n, ale

nemají tvar p2.m. T¥ch je podle Lematu 3.1 celkem
[

n
p

]
−

[
n
p2

]
.

�íslem 2 p°ispívají k hodnot¥ α(p) ty £ísla, která mají tvar p2.m ≤ n, ale
nemají tvar p3.m. T¥ch je podle Lematu 3.1 celkem

[
n
p2

]
−

[
n
p3

]
.

...
�íslem k p°ispívají k hodnot¥ α(p) ty £ísla, která mají tvar pk.m ≤ n, ale

nemají tvar pk+1.m. T¥ch je podle Lematu 3.1 celkem
[

n
pk

]
−

[
n

pk+1

]
.

...
Pokud pk0 > n, pak se pk0 .m jiº nevyskytuje v sou£inu 1.2. · · · .n, a tak k

hodnot¥ α(p) nep°ispívá. Odpovídá to tomu, ºe v tom p°ípad¥ je £ísel pk0 .m ≤ n

celkem
[

n
pk0

]
= 0. Ozna£íme-li k1 £íslo spl¬ující podmínku pk1 ≤ n a zárove¬

pk1+1 > n pak platí

α(p) = 1.

([
n

p

]
−

[
n

p2

])
+ 2.

([
n

p2

]
−

[
n

p3

])
+ · · ·+ k1.




[
n

pk1

]
−

[
n

pk1+1

]

︸ ︷︷ ︸
=0


 .

Odtud pomocí vytýkání dostáváme

α(p) =

[
n

p

]
+ (2− 1)

[
n

p2

]
+ (3− 2)

[
n

p3

]
+ · · ·+ (k1 − (k1 − 1)) .

[
n

pk1

]
,

α(p) =

[
n

p

]
+

[
n

p2

]
+

[
n

p3

]
+ · · ·+

[
n

pk1

]
,

α(p) =
∑

k∈N,pk≤n

[
n

pk

]
.

2

7Uvaºme, ºe n¥která z £ísel ve tvaru p.m mohou mít i tvar p2.m (p2.m = p.p.m = p.m∗).
Dále, n¥která z £ísel ve tvaru p2.m mohou mít i tvar p3.m (p3.m = p2.p.m = p.m∗). A tak dále.
Samoz°ejm¥ se ale v úvahách sta£í omezit jen na tvary pk.m, kde k ∈ N, pk ≤ n.
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D·sledek 3.1 Nech´ n ∈ N. Potom n! =
∏
p≤n
p∈P

pα(p) =
∏

p∈P pα(p), kde

α(p) =
∞∑

k=1

[
n

pk

]
.

D·kaz. Podle V¥ty 3.1 je n! =
∏

p∈P,p≤n pα(p), kde α(p) =
∑

k∈N,pk≤n

[
n
pk

]
.

Pro kaºdé k0 ∈ N takové, ºe pk0 > n z°ejm¥ platí
[

n
pk0

]
= 0. Proto

∑

k∈N,pk≤n

[
n

pk

]
=

∑

k∈N

[
n

pk

]
=

∞∑

k=1

[
n

pk

]
.

Pro p > n evidentn¥ platí
[

n
pk

]
= 0 pro kaºdé k ∈ N. Proto pro p > n je

α(p) =
∑

k∈N
[

n
pk

]
= 0. A tak se v sou£inu

∏
p∈P pα(p) vyskytují s nenulovým

exponentem pouze prvo£ísla p ≤ n. Odtud dostáváme
∏

p∈P,p≤n

pα(p) =
∏

p∈P
pα(p).

2

Pomocí V¥ty 3.1 snadno vy°e²íme motiva£ní p°íklady.

P°íklad 3.1 Nalezn¥te kanonické rozklady £ísel 7! a 20!.

�e²ení:

Zmín¥ná V¥ta 3.1 °íká, ºe pro kaºdé n ∈ N platí n! =
∏

p∈P,p≤n pα(p), kde

α(p) =
∑

k∈N,pk≤n

[
n

pk

]
.

Musíme proto najít v²echna prvo£ísla p spl¬ující p ≤ n. V p°ípad¥ n = 7 jsou
to prvo£ísla 2, 3, 5 a 7.

Nyní ur£íme, jaké mocniny budou mít tato prvo£ísla v kanonickém rozkladu
£ísla 7!.

α(2) =
∑

k∈N,2k≤7

[
7
2k

]
=

[
7
2

]
+

[
7
22

]
= [3, 5] + [1, 75] = 3 + 1 = 4,

α(3) =
∑

k∈N,3k≤7

[
7
3k

]
=

[
7
3

]
= [2, 3] = 2,

α(5) =
∑

k∈N,5k≤7

[
7
5k

]
=

[
7
5

]
= [1, 4] = 1,

α(7) =
∑

k∈N,7k≤7

[
7
7k

]
=

[
7
7

]
= [1] = 1.

(6)
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Potom
7! =

∏

p∈P,p≤7

pα(p) = 24.32.51.71

V p°ípad¥ n = 20 postupujeme analogicky. Prvo£ísla men²í neº 20 jsou 2, 3,
5, 7, 11, 13, 17 a 19. Pak ur£íme hodnoty α(p):

α(2) =
∑

k∈N,2k≤20

[
20
2k

]
=

[
20
2

]
+

[
20
22

]
+

[
20
23

]
+

[
20
24

]
= 18.

α(3) =
∑

k∈N,3k≤20

[
20
3k

]
=

[
20
3

]
+

[
20
9

]
= 8.

α(5) =
∑

k∈N,5k≤20

[
20
5k

]
=

[
20
5

]
= 4.

...
Odtud

20! =
∏

p∈P,p≤20

pα(p) = 218.38.54.72.111.131.171.191

Obdobn¥ m·ºeme ur£it kanonický rozklad kombina£ního £ísla
(
2n
n

)
.

Lemma 3.2 Nech´ n ∈ N. Potom
(

2n

n

)
=

∏
p≤2n
p∈P

pβ(p),

kde β(p) =
∑∞

k=1

([
2n
pk

]
− 2

[
n
pk

])

D·kaz. P°ipome¬me, ºe hodnota kombina£ního £ísla je dána vztahem
(

r

s

)
=

r!

s!(r − s)!

Proto (
2n

n

)
=

(2n)!

n!(2n− n)!
=

(2n)!

n!n!
=

(2n)!

(n!)2
.

Podle V¥ty 3.1 a D·sledku 3.1 m·ºeme psát
(

2n

n

)
=

(2n)!

(n!)2
=

∏
p≤2n
p∈N

pα1(p)

(∏
p≤n
p∈N

pα2(p)
)2 , (7)

kde α1(p) =
∑∞

k=1

[
2n
pk

]
a α2(p) =

∑∞
k=1

[
n
pk

]
.

Z d·kazu D·sledku 3.1 je patrné, ºe
∏

p≤n
p∈N

pα2(p) =
∏

p≤2n
p∈N

pα2(p). Dosadíme do
vztahu (7) a obdrºíme
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(
2n

n

)
=

∏
p≤2n
p∈N

pα1(p)

(∏
p≤2n
p∈N

pα2(p)
)2 =

∏
p≤2n
p∈N

pα1(p)

∏
p≤2n
p∈N

p2α2(p)
=

∏
p≤2n
p∈N

pα1(p)−2α2(p) =
∏
p≤2n
p∈N

pβ(p),

kde β(p) = α1(p)− 2α2(p) =
∑∞

k=1

([
2n
pk

]
− 2

[
n
pk

])
.

2

P°íklad 3.2 Ur£ete, kolika nulami kon£í dekadický zápis £ísla 33!.

�e²ení:

Nejprve podle V¥ty 3.1 nalezneme kanonický rozklad £ísla 33!. Prvo£ísla men²í
neº 33 jsou 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 a 31. Pak ur£íme hodnoty α(p):

α(2) =
∑

k∈N,2k≤33

[
33
2k

]
=

[
33
2

]
+

[
33
4

]
+

[
33
8

]
+

[
33
16

]
+

[
33
32

]
= 31.

α(3) =
∑

k∈N,3k≤33

[
33
3k

]
=

[
33
3

]
+

[
33
9

]
+

[
33
27

]
= 15.

α(5) =
∑

k∈N,5k≤33

[
33
5k

]
=

[
33
5

]
+

[
33
25

]
= 7.

α(7) =
[

33
7

]
= 4.

α(11) =
[

33
11

]
= 3.

α(13) =
[

33
13

]
= 2.

α(17) =
[

33
17

]
= 1.

α(19) = α(23) = α(27) = α(29) = α(31) = 1.

Odtud
20! =

∏

p∈P,p≤33

pα(p) = 231.315.57.74.113.132.171.191.

Z toho je z°ejmé, ºe 107 | 33!, ale 108 - 33!. Proto £íslo 33! v dekadickém zápise
kon£í práv¥ sedmi nulami.

P°íklad 3.3 Dokaºte, ºe £íslo N = 46!.47!.48!.49! není druhou mocninou celého
£ísla, a pak najd¥te jeho nejv¥t²í d¥litel, který je druhou mocninou celého £ísla.

�e²ení:
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�íslo N není druhou mocninou, protoºe v jeho rozkladu na prvo£initele vy-
stupuje prvo£íslo 47 s lichýmexponentem 3. Je to patrné z následujících rovností.

N = 46!.47!.48!.49! = (46!)4.47.(47.48).(47.48.49) =

= (46!)4.473.482.72 = 47.
(
(46!)2.47.48.7

)2
.

Plyne z nich také, ºe nejv¥t²í druhou mocninou, která je d¥litelem £ísla N , je
£íslo ((46!)2.47.48.7)

2
= N

47
.

P°íklad 3.4 Na tabuli je zapsáno sedm £ísel p2, pq, q2, p3, p2q, pq2, q3, kde p a q
jsou dv¥ r·zná prvo£ísla. V jednom kroku zvolíme na tabuli dv¥ £ísla, z nichº jedno
je d¥litelem druhého, ob¥ smaºeme a na tabuli napí²eme jejich (celo£íselný) podíl.
Takto pokra£ujeme, aº na tabuli z·stanou jen £ísla, z nichº ºádné není d¥litelem
jiného. (V jednom kroku m·ºeme smazat i dv¥ stejná £ísla a nahradit je £íslem
1.)

Nap°íklad, místo £ísel pq, pq2 m·ºeme napsat £íslo q, místo q2, pq2 m·ºeme
napsat £íslo p, . . .

Po ²esti vý²e popsaných krocích z·stalo na tabuli jediné £íslo. Ur£ete ho bez
rozboru v²ech moºných postup·, jakými lze jednotlivé kroky volit.

�e²ení:
Nejprve vynásobme zadaná £ísla

p2, pq, q2, p3, p2q, pq2, q3.

Na po£átku je sou£in v²ech t¥chto £ísel roven S0 = p9q9. Uvaºujme, jak se
tento sou£in zm¥ní po provedení jednoho kroku.

Nahrazujeme £ísla ve tvaru a, k.a £íslem k. Proto sou£in zbylých £ísel S1 je
roven

S1 =
S0

a2
=

p9q9

a2
.

Uvaºme, ºe a = piqj, kde i, j ∈ {0, 1, 2}. A tak

S1 =
p9q9

a2
=

p9q9

p2iq2j
= pmqn,

kde m a n jsou lichá £ísla (nebo´ po jednom kroku od exponentu £ísel p a q
v rozkladu S0 = p9q9 ode£teme vºdy sudé £íslo (nulu m·ºeme povaºovat za sudé
£íslo )).

Tak tomu ov²em bude p°i libovolném (i-tém) kroku. Sou£in v²ech zbývajících
£ísel je roven £íslu

Si = pmiqni ,

kde mi a ni jsou lichá £ísla.
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A jak bude vypadat poslední zbývající £íslo po ²esti krocích? Kaºdé z p·vodn¥
zadaných £ísel má tvar

piqj, kde i + j ≤ 3.

Pro celo£íselný podíl dvou takových £ísel (které nahrazujeme) musí platit

pi1qj1

pi2qj2
= pi1−i2qj1−j2 = pi3qj3 ,

kde i3 + j3 ≤ i1 + j1 ≤ 3. Proto u kaºdého £ísla pmqn, které se v libovolném
kroku na tabuli objeví platí m + n ≤ 3.

Poslední zbývající £íslo je rovno

S6 = pm6qn6

a víme o n¥m, ºe m6 a n6 jsou kladná lichá £ísla, a navíc m6+n6 ≤ 3. Existuje
jediná moºnost, a to m6 = 1 a n6 = 1. Poslední zbývající £íslo proto musí být

pq.

4 P°íklad 4
V této kapitole se budeme v¥novat ostroúhlým trojúhelník·m a jejich p°ipsaným
kruºnicím. P°edev²ím si budeme v²ímat jednotlivých vlastností úhl·, jejichº vr-
cholem je st°ed kruºnice opsané, st°ed kruºnice vepsané a ortocentrum (pr·se£ík
vý²ek).

V libovolném ostroúhlém r·znostranném trojúhelníku ABC ozna£me O, V a
S po °ad¥ st°ed kruºnice opsané, pr·se£ík vý²ek a st°ed kruºnice vepsané.

Poznamenejme, ºe st°ed O kruºnice trojúhelníku opsané se nalézá v pr·se£íku
os stran. Kdeºto st°ed S kruºnice trojúhelníku vepsané se nalézá v pr·se£íku os
úhl·.

Následující tvrzení plyne z v¥ty o obvodovém úhlu a bude velice uºite£né pro
d·kaz hlavních výsledk·.

Tvrzení 1 (O obvodovém a st°edovém úhlu v opsané kruºnici) Bu¤ ABC
ostroúhlý trojúhelník a O st°ed kruºnice opsané. Pak platí 2|∠ACB| = |∠AOB|,
2|∠BAC| = |∠BOC| a 2|∠CBA| = |∠COA|.

V¥ta 1 V kaºdém ostroúhlém trojúhelníku ABC platí |∠AOB| = 2γ, |∠ASB| =
90◦ + γ/2, |∠AV B| = 180◦ − γ.
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D·kaz. První rovnost plyne z Tvrzení 1.
K d·kazu druhé rovnosti uºijeme faktu |∠BAS| = α/2 a |∠ABS| = β/2,

plynoucího z konstrukce bodu S.
Z°ejm¥ platí

α/2 + β/2 + γ/2 = 90◦.

Pak dopo£ítáme

|∠ASB| = 180◦ − α/2− β/2

= 180◦ − (α/2− β/2− γ/2) + γ/2

= 90◦ + γ/2.

V²imn¥me si, ºe |∠V AB| = 90◦−β a |∠V BA| = 90◦−α. Pak |∠AV B| = α+β,
tedy |∠AV B| = 180◦ − γ coº dokazuje poslední rovnost. 2

Poznámka 1 Poznamenejme, ºe podmínka ostrosti u p°edchozího tvrzení je pod-
statná. Zkonstruujme dv¥ kruºnice k1 a k2 o stejném polom¥ru tak, ºe st°ed S1

kruºnice k1 leºí na kruºnici k2. Ozna£me pr·se£íky kruºnic A, B, st°ed kruºnice
k2 ozna£me C. Pak trojúhelník ABC je z°ejm¥ tupoúhlý (tupý je úhel ∠ACB, zví-
davý £tená° zajisté provede kontrolu tohoto tvrzení) a platí |∠ACB| = |∠AOB| =
γ (jaká je velikost úhlu γ a závisí velikost tohoto úhlu na volb¥ polom¥ru kruºnic?).

A B

S1

C

k2

k1

´
´

´
´

´
´

´
´

´

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q

´
´

´
´

´
´

´
´

´

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q

D·sledek 1 Jeli γ = 60◦, pak platí |∠AOB| = |∠ASB| = |∠AV B| = 120◦.
Navíc, v²echny body A, B, O, S, V leºí na jedné kruºnici.

D·kaz. První £ást tvrzení plyne p°ímým dosazením za γ do V¥ty 1.
Body O, S a V leºí ve stejné polorovin¥ vy´até p°ímkou AB a úhly AOB,

ASB, AV B jsou z°ejm¥ shodné. Pak body A, B, O, S, V leºí na jedné kruºnici.
2
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V¥ta 2 Bud' ABC trojúhelník a o osa vnit°ního úhlu γ. Pak |AX| = |BX|, kde
X 6= C je pr·se£ík osy o a kruºnice opsané trojúhelníku ABC .

Z°ejm¥ platí |∠ACX| = |∠XCB| = γ/2. Tedy p°íslu²né obvodové úhly jsou
shodné a tedy i t¥tivy AX a XB jsou taktéº shodné.

D·sledek 2 Pokud strany AC a BC trojúhelníku ABC nejsou shodné, protne
osa vnit°ního úhlu ACB osu strany AB v bod¥, který leºí na kruºnici, která je
trojúhelníku ABC opsaná.

D·kaz. Tvrzení plyne p°ímo z V¥ty 2. 2

Poznámka 2 V²imn¥me si (viz obrázek níºe), ºe osa st°edového úhlu a osa ob-
vodového úhlu p°íslu²ného k témuº oblouku se protíná v témº bod¥, který leºí na
tomto oblouku.

K d·kazu pouºijeme notaci zavedenou ve V¥t¥ 2 a O bude st°ed kruºnice
opsané. Z V¥ty 2 plyne, ºe |AX| = |BX|. Trojúhelníky AXO a XOB jsou tedy
shodné a jejich spole£ná strana OX je osou úhlu AOB. Celkov¥ tedy, osy úhl·
ACB a AOB se protínají v témºe bod¥ X.
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5 Rekurentní rovnice
P°edpokládejme, ºe máme posloupnost {xn}+∞

n=0 spl¬ující pro kaºdé n ∈ N ∪ {0}
rekurentní vztah

xn+1 = qxn + r, (8)
pop°.

xn+2 = pxn+1 + qxn + r, (9)
kde p, q, r ∈ R a q 6= 0. V prvním p°ípad¥ hovo°íme o rekurentní rovnici 1. °ádu,
ve druhém se jedná o rekurentní rovnici 2. °ádu.

V tomto textu se budeme zabývat hledáním explicitního (nerekurentního)
vyjád°ení n�tého £lenu xn takovéto posloupnosti.

P°íklad 1 Najd¥te explicitní vyjád°ení pro n�tý £len posloupnosti {xn}+∞
n=0, která

je dána rekurentním vztahem xn+1 = 2xn a po£áte£ní podmínkou x0 = 3.

Snadno se p°esv¥d£íme, ºe se jedná o posloupnost

(3, 6, 12, 24, 48, 96, . . . ),

která z°ejm¥ pro kaºdé n ∈ N ∪ {0} spl¬uje vztah

xn = 3 · 2n.

Obecn¥ platí, ºe °e²ením rekurentní rovnice xn+1 = qxn s po£áte£ní podmínkou
x0 = a je vºdy geometrická posloupnost s po£áte£ním £lenem a a s kvocientem
q, tj. pro kaºdé n ∈ N ∪ {0} platí xn = aqn.

Nyní jiº tedy umíme °e²it rekurentní rovnice (8) v p°ípad¥, ºe r = 0 (tzv.
homogenní p°ípad).

Zkusme se zamyslet, jak by bylo moºné vy°e²it rovnici (8) i v p°ípad¥ obec-
ného r ∈ R (tzv. nehomogenní p°ípad).

Jednou z moºností, jak postupovat, je p°evést nehomogenní rovnici na homo-
genní. Celý postup je zaloºen na následující my²lence. De�nujme novou posloup-
nost yn = xn− c, kde c je vhodná konstanta. Vztah xn = yn + c pak dosadíme do
rovnice (8) a dostaneme (yn+1 + c) = q(yn + c) + r, coº je ekvivalentní s rovnicí
yn+1 = qyn + c(q − 1) + r. Jestliºe za°ídíme, aby c(q − 1) + r = 0, tj. c = r

1−q

(coº lze pouze pro q 6= 1), dostaneme homogenní rovnici, kterou umíme °e²it. Po
vy°e²ení dostaneme obecný p°edpis pro yn, odkud snadno najdeme p°edpis pro
xn, nebo´ xn = yn + c.

V p°ípad¥ q = 1 má rovnice (8) tvar xn+1 = xn+r. Takovou rovnici snadno vy-
°e²íme p°ímo. �e²ením je totiº aritmetická posloupnost s diferencí r. Jestliºe navíc
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uvaºujeme po£áte£ní podmínku x0 = a, dostáváme obecný p°edpis xn = a + rn.

Ilustrujme postup na následujících p°íkladech.

P°íklad 2 Najd¥te explicitní vyjád°ení pro n�tý £len posloupnosti {xn}+∞
n=0, která

je dána rekurentním vztahem xn+1 = 2xn − 3 a po£áte£ní podmínkou x0 = 2.

De�nujme novou posloupnost yn = xn − c, kde c je vhodná konstanta. Vztah
xn = yn + c dosadíme do rekurentní rovnice ze zadání a dostaneme (yn+1 + c) =
2(yn + c) − 3, coº je ekvivalentní s rovnicí yn+1 = 2yn + c − 3, odkud je vid¥t,
ºe je vhodné volit c = 3. Pak totiº dostáváme homogenní rovnici yn+1 = 2yn

s po£áte£ní podmínkou y0 = x0 − c = 2 − 3 = −1. �e²ením je tedy geometrická
posloupnost s po£áte£ním £lenem y0 = −1 a s kvocientem q = 2, tj. pro kaºdé
n ∈ N ∪ {0} platí yn = −2n, tj.

xn = yn + c = 3− 2n.

P°íklad 3 Najd¥te explicitní vyjád°ení pro n�tý £len posloupnosti {xn}+∞
n=0, která

je dána rekurentním vztahem xn+1 = 1
3
(4− xn) a po£áte£ní podmínkou x0 = 2.

De�nujme novou posloupnost yn = xn − c, kde c je vhodná konstanta. Vztah
xn = yn + c dosadíme do rekurentní rovnice ze zadání a dostaneme (yn+1 + c) =
1
3
(4− (yn +c)), coº je ekvivalentní s rovnicí yn+1 = −1

3
yn + 4

3
− 4

3
c, odkud je vid¥t,

ºe je vhodné volit c = 1. Pak totiº dostáváme homogenní rovnici yn+1 = −1
3
yn

s po£áte£ní podmínkou y0 = x0 − c = 2 − 1 = 1. �e²ením je tedy geometrická
posloupnost s po£áte£ním £lenem y0 = 1 a s kvocientem q = −1

3
, tj. pro kaºdé

n ∈ N ∪ {0} platí yn =
(−1

3

)n, tj.

xn = yn + c = 1 +
(−1

3

)n.

P°íklad 4 Najd¥te explicitní vyjád°ení pro n�tý £len posloupnosti {xn}+∞
n=0, která

je dána rekurentním vztahem xn+1 = 4xn + 1 a po£áte£ní podmínkou x0 = 1
6
.

De�nujme novou posloupnost yn = xn − c, kde c je vhodná konstanta. Vztah
xn = yn + c dosadíme do rekurentní rovnice ze zadání a dostaneme (yn+1 + c) =
4(yn + c) + 1, coº je ekvivalentní s rovnicí yn+1 = 4yn + 3c + 1, odkud je vid¥t,
ºe je vhodné volit c = −1

3
. Pak totiº dostáváme homogenní rovnici yn+1 = 4yn

s po£áte£ní podmínkou y0 = x0 − c = 1
6

+ 1
3

= 1
2
. �e²ením je tedy geometrická

posloupnost s po£áte£ním £lenem y0 = 1
2
a s kvocientem q = 4, tj. pro kaºdé

n ∈ N ∪ {0} platí yn = 1
2
· 4n, tj.

xn = yn + c = −1
3

+ 1
2
· 4n.

P°íklad 5 Najd¥te explicitní vyjád°ení pro n�tý £len posloupnosti {xn}+∞
n=0, která

je dána rekurentním vztahem xn+1 = xn + 2 a po£áte£ní podmínkou x0 = 1.
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V tomto p°ípad¥ je °e²ením aritmetická posloupnost s po£áte£ním £lenem x0 = 1
a s diferencí r = 2, tj. pro kaºdé n ∈ N ∪ {0} platí

xn = 1 + 2n.

Nyní se zam¥°me na rovnici (9), coº je rovnice druhého °ádu. Nejprve se nau£íme
°e²it homogenní p°ípad, tj. rovnici

xn+2 = pxn+1 + qxn. (9H)

Pro °e²ení takové rovnice je klí£ová tzv. charakteristická rovnice, coº je kvadra-
tická rovnice t2 = pt + q. P°itom je podstatné, jaké jsou ko°eny charakteristické
rovnice.

• Má-li charakteristická rovnice dva r·zné reálné ko°eny α, β, pak posloup-
nosti {αn}+∞

n=0 a {βn}+∞
n=0 jsou dv¥ (lineárn¥ nezávislá) °e²ení rekurentní

rovnice (9H).

• Má-li charakteristická rovnice jeden dvojnásobný ko°en α, pak posloup-
nosti {αn}+∞

n=0 a {nαn}+∞
n=0 jsou dv¥ (lineárn¥ nezávislá) °e²ení rekurentní

rovnice (9H).

• Má-li charakteristická rovnice dva komplexn¥ sdruºené ko°eny t1,2 = α±βi,
pak je nutné jeden z ko°en· (nap°. t1) vyjád°it v goniometrickém tvaru, tj.
t1 = |t1|(cos ϕ + i sin ϕ). Posloupnosti {|t1|n cos nϕ}+∞

n=0 a {|t1|n sin nϕ}+∞
n=0

jsou potom dv¥ (lineárn¥ nezávislá) °e²ení rekurentní rovnice (9H).

Mnoºina v²ech °e²ení rekurentní rovnice (9H) je v kaºdém z p°ípad· rovna mno-
ºin¥ v²ech lineárních kombinací vý²e uvedených lineárn¥ nezávislých °e²ení.

P°íklad 6 Najd¥te v²echna °e²ení rekurentní rovnice xn+2 = 5xn+1 − 6xn.

Nejprve °e²íme charakteristickou rovnici, tj. rovnici t2 = 5t − 6. Tato rovnice
má dva r·zné reálné ko°eny t1 = 2, t2 = 3. Podle p°edchozího jsou posloupnosti
{2n}+∞

n=0 a {3n}+∞
n=0 dv¥ lineárn¥ nezávislá °e²ení na²í rekurentní rovnice a v²echna

°e²ení této rovnice je moºné popsat prost°ednictvím v²ech moºných lineárních
kombinací vý²e uvedených dvou lineárn¥ nezávislých °e²ení, tj.

xn = k1 · 2n + k2 · 3n, kde k1, k2 ∈ R, n ∈ N ∪ {0} (tzv. obecné °e²ení).

P°íklad 7 Najd¥te v²echny posloupnosti spl¬ující rekurentní vztah xn+2 = 4xn+1−
4xn a po£áte£ní podmínky x0 = 0 a x1 = 1.

Charakteristická rovnice t2 = 4t−4 má jeden dvojnásobný ko°en t1,2 = 2. Obecné
°e²ení rekurentní rovnice je tedy tvaru

xn = k1 · 2n + k2 · n2n, kde k1, k2 ∈ R, n ∈ N ∪ {0}.
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Z po£áte£ních podmínek vyplývá, ºe

k1 = 0,

2k1 + 2k2 = 1,

odkud k1 = 0 a k2 = 1
2
. Celkem tedy pro kaºdé n ∈ N ∪ {0} máme

xn = 1
2
· n2n = n2n−1.

P°íklad 8 Najd¥te v²echny posloupnosti spl¬ující rekurentní vztah xn+2 = 2xn+1−
2xn a po£áte£ní podmínky x0 = −1 a x1 = 1.

Charakteristická rovnice t2 = 2t−2 má dva komplexn¥ sdruºené ko°eny t1 = 1+i,
t2 = 1−i. Snadno se p°esv¥d£íme, ºe t1 =

√
2
(
cos π

4
+ i sin π

4

)
a tedy obecné °e²ení

rekurentní rovnice je tvaru

xn = k1 ·
√

2n cos
nπ

4
+ k2 ·

√
2n sin

nπ

4
, kde k1, k2 ∈ R, n ∈ N ∪ {0}.

Rozborem po£áte£ních podmínek bychom dostali, ºe k1 = −1 a k2 = 2. Celkem
tedy pro kaºdé n ∈ N ∪ {0} máme

xn =
√

2n
(
2 sin nπ

4
− cos nπ

4

)
.

P°i °e²ení nehomogenních rekurentních rovnic druhého °ádu lze postupovat po-
dobn¥, jako tomu bylo u rovnic prvního °ádu.

P°íklad 9 Najd¥te v²echny posloupnosti spl¬ující rekurentní vztah xn+2 = 4xn+1−
4xn + 1 a po£áte£ní podmínky x0 = 1 a x1 = 2.

De�nujme novou posloupnost yn = xn − c, kde c je vhodná konstanta. Vztah
xn = yn + c dosadíme do rekurentní rovnice ze zadání a dostaneme (yn+2 + c) =
4(yn+1 +c)−4(yn +c)+1, coº je ekvivalentní s rovnicí yn+2 = 4yn+1−4yn−c+1,
odkud je vid¥t, ºe je vhodné volit c = 1. Pak totiº dostáváme homogenní rovnici
yn+2 = 4yn+1− 4yn s po£áte£ními podmínkami y0 = x0− c = 0 a y1 = x1− c = 1.
�e²ením takovéto rovnice je yn = n2n−1 (viz p°íklad 7), odkud pro kaºdé n ∈
N ∪ {0} dostáváme

xn = yn + c = n2n−1 + 1.

N¥kdy se v²ak stane, ºe vý²e uvedený postup selºe. Na následujících dvou p°í-
kladech si ukáºeme, jak v takovém p°ípad¥ postupovat.

P°íklad 10 Najd¥te v²echny posloupnosti spl¬ující rekurentní vztah xn+2 = 3xn+1−
2xn + 1 a po£áte£ní podmínky x0 = 0 a x1 = 1.
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De�nujme novou posloupnost yn = xn − c, kde c je vhodná konstanta. Vztah
xn = yn + c dosadíme do rekurentní rovnice ze zadání a dostaneme (yn+2 + c) =
3(yn+1+c)−2(yn+c)+1, coº je ekvivalentní s rovnicí yn+2 = 3yn+1−2yn+1. Tato
rovnice je naprosto stejná, jako rovnice v zadání. Proto tento postup nepovede
k cíli.

Zkusme tedy zavést novou posloupnost yn jiným zp·sobem, p°esn¥ji yn =
xn − cn, kde c ∈ R je vhodn¥ zvolené £íslo. Abychom zjistili, jak zvolit £íslo c,
dosa¤me vztah xn = yn + cn do rekurentní rovnice ze zadání. Obdrºíme tedy
(yn+2 +c(n+2)) = 3(yn+1 +c(n+1))−2(yn +cn)+1, coº je ekvivalentní s rovnicí
yn+2 = 3yn+1 − 2yn + c + 1. Odtud vidíme, ºe je vhodné volit c = −1. Pak totiº
dostaneme homogenní rovnici yn+2 = 3yn+1 − 2yn s po£áte£ními podmínkami
y0 = x0 − c · 0 = 0 a y1 = x1 − c · 1 = 2. �e²ením této homogenní úlohy (viz
postup vyuºívající charakteristickou rovnici) obdrºíme yn = 2n+1 − 2, odkud pro
kaºdé n ∈ N ∪ {0}

xn = yn + cn = 2n+1 − 2− n.

Ukaºme si je²t¥ jeden p°íklad.

P°íklad 11 Najd¥te v²echny posloupnosti spl¬ující rekurentní vztah xn+2 = 2xn+1−
xn + 1 a po£áte£ní podmínky x0 = 0 a x1 = 1.

De�nujme novou posloupnost yn = xn − c, kde c je vhodná konstanta. Vztah
xn = yn + c dosadíme do rekurentní rovnice ze zadání a dostaneme (yn+2 + c) =
2(yn+1 + c)− (yn + c)+1, coº je ekvivalentní s rovnicí yn+2 = 2yn+1−yn +1. Tato
rovnice je naprosto stejná, jako rovnice v zadání. Proto tento postup nepovede
k cíli.

Zkusme tedy op¥t zavést novou posloupnost yn = xn−cn, kde c ∈ R je vhodn¥
zvolené £íslo. Abychom zjistili, jak zvolit £íslo c, dosa¤me vztah xn = yn + cn do
rekurentní rovnice ze zadání. Obdrºíme tedy (yn+2 + c(n + 2)) = 2(yn+1 + c(n +
1))− (yn + cn) + 1, coº je ekvivalentní s rovnicí yn+2 = 2yn+1 − yn + 1. Vidíme,
ºe tato rovnice je op¥t stejná jako rovnice v zadání.

Zkusme zavést posloupnost yn je²t¥ jinak. De�nujme yn = xn−cn2, kde c ∈ R
je vhodné £íslo. Dosa¤me vztah xn = yn + cn2 do rekurentní rovnice ze zadání.
Obdrºíme (yn+2+c(n+2)2) = 2(yn+1+c(n+1)2)−(yn+cn2)+1, coº je ekvivalentní
s rovnicí yn+2 = 2yn+1− yn− 2c+1. Odtud vidíme, ºe je vhodné volit c = 1

2
. Pak

totiº dostaneme homogenní rovnici yn+2 = 2yn+1−yn s po£áte£ními podmínkami
y0 = x0−c ·02 = 0 a y1 = x1−c ·12 = 1

2
. �e²ením této homogenní úlohy obdrºíme

yn = 1
2
n, odkud pro kaºdé n ∈ N ∪ {0} dostaneme

xn = yn + cn2 = 1
2
n2 + 1

2
n.
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Poznámka. Novou posloupnost yn zavádíme obecn¥ vztahem yn = xn − cnk, kde
k p°edstavuje násobnost ko°enu 1 charakteristické rovnice t2 = pt+q. Pokud tedy
£íslo 1 není ko°enem charakteristické rovnice, tj. v p°ípad¥ p + q 6= 1, zavedeme
novou posloupnost vztahem yn = xn − cn0 = xn − c (viz p°íklad 9). Pokud je
£íslo 1 jednonásobným ko°enem charakteristické rovnice, tj. v p°ípad¥ p + q = 1
a sou£asn¥ p 6= 2, zavedeme novou posloupnost vztahem yn = xn− cn1 = xn− cn
(viz p°íklad 10). Kone£n¥ pokud je £íslo 1 dvojnásobným ko°enem charakteristické
rovnice, tj. v p°ípad¥ p = 2 a sou£asn¥ q = −1 (jediný p°ípad), zavedeme novou
posloupnost vztahem yn = xn − cn2 (viz p°íklad 11).

6 P°íklad 6
�ekneme, ºe p°irozené £íslo x d¥lí p°irozené £íslo y (zapisujeme x | y), jestliºe
existuje takové p°irozené £íslo k, ºe y = k · x. �íkáme také, ºe x je d¥litelem £ísla
y. Nap°íklad 5 d¥lí 15, ale 4 ned¥lí 15, stru£n¥ 5 | 15 a 4 - 15.

Dále si v²imn¥te, ºe d¥litelnost jsme de�novali jen pro p°irozená £ísla. Stejným
zp·sobem bychom mohli nade�novat d¥lení i pro celá £ísla. V takovém p°ípad¥
nap°íklad 7 d¥lí 14, ale také 7 d¥lí −7. �ísla 1 a −1 jsou d¥litelem kaºdého celého
£ísla a nulu d¥lí kaºdé celé £íslo x, protoºe 0 = 0 · x. V dal²ím textu se omezíme
na d¥litelnost p°irozených £ísel.

Spole£ný d¥litel celých £ísel x a y je kaºdé takové celé £íslo, které d¥lí x i
y. Nejv¥t²í spole£ný d¥litel celých £ísel x a y je takový spole£ný d¥litel d, ºe
kaºdý jiný spole£ný d¥litel £ísel x i y je také d¥litelem d. Nejv¥t²ího spole£ného
d¥litele £ísel x a y budeme zna£it symbolem (x, y). Jestliºe nejv¥t²í spole£ný
d¥litel (x, y) = 1, °íkáme, ºe p°irozená £ísla x a y jsou nesoud¥lná.

Podobn¥ zavedeme spole£ný násobek £ísel. Spole£ný násobek celých £ísel x a
y je kaºdé takové celé £íslo, které má d¥litele x i y. Nejmen²í spole£ný násobek
celých £ísel x a y je takový spole£ný násobek n, který je d¥litelem v²ech spole£-
ných násobk· £ísel x a y. Nejmen²í spole£ný násobek £ísel x a y budeme zna£it
symbolem [x, y].

P°íklad 1. Dokaºte, ºe nejv¥t²í spole£ný d¥litel (x, y) a nejmen²í spole£ný náso-
bek [x, y] libovolných dvou p°irozených £ísel x a y spl¬ují rovnost (x, y) · [x, y] =
x · y.
V d·kazu vyuºijeme následující tvrzení.
Lemma 1 Pro kaºdá dv¥ p°irozená £ísla platí min{u, v}+ max{u, v} = u + v.
Nejprve dokáºeme platnost Lemmatu 1. Rozli²íme dva p°ípady

• pro u = v uvedená rovnost platí, nebo��

L = min{u, v}+ max{u, v} = min{u, u}+ max{u, u} = u + u = u + v = P.
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• pro u 6= v m·ºeme bez í³jmy na obecnosti p°edpokládat, ºe u < v. Dokazo-
vaná rovnost pak platí, protoºe

L = min{u, v}+ max{u, v} = u + v = P.

Tím je platnost Lemmatu 1 dokázána.
Dále vyuºijeme známého faktu, ºe kaºdé p°irozené £íslo v¥t²í neº 1 má (aº

na po°adí sou£initel·) jednozna£ný rozklad na sou£in prvo£ísel (tzv. prvo£íselný
rozklad). (Nyní snadno nahlédneme, pro£ není £íslo 1 zahrnováno mezi prvo£ísla.
Jinak by rozklad na sou£in prvo£ísel nebyl jednozna£ný, nap°íklad £íslo 6 by m¥lo
více moºných rozklad· 6 = 2 · 3 = 1 · 2 · 3 = 17 · 2 · 3 = . . . .)

Máme dána p°irozená £ísla x, y ≥ 2. Ozna£íme

x = pu1
1 pu2

2 · · · puk
k , y = pv1

1 pv2
2 · · · pvk

k ,

kde p1, p2, . . . , pk jsou v²echna prvo£ísla, která se vyskytují v prvo£íselném roz-
kladu obou £ísel x, y. N¥která z £ísel u1, u2, . . . , uk, v1, v2, . . . , vk mohou být nu-
lová.

Nap°íklad pro x = 252, y = 360 dostaneme

x = 22 · 32 · 50 · 71, x = 23 · 32 · 51 · 70.

Není t¥ºké si rozmyslet, ºe (x, y) | x, (x, y) | y, x | [x, y], y | [x, y], [x, y] | x·y, a
proto prvo£íselný rozklad v²ech £ísel (x, y), x, y, [x, y], x ·y neobsahuje jiná prvo£í-
sla neº p1, p2, . . . , pk a ºádná jiná. Podle de�nice spole£ného d¥litele víme, ºe
(x, y) | x a (x, y) | y a proto platí

(x, y) = pd1
1 pd2

2 · · · pdk
k ,

kde di ≤ min{ui, vi} pro i = 1, 2, . . . , k. Protoºe (x, y) je nejv¥t²í spole£ný d¥litel
(s touto vlastností), tak navíc di = min{ui, vi} pro i = 1, 2, . . . , k. Podobn¥
zd·vodníme, ºe

[x, y] = pl1
1 pl2

2 · · · plk
k ,

kde li = max{ui, vi} pro i = 1, 2, . . . , k.
Nyní dosadíme a upravíme jednotlivé prvo£íselné rozklady

A = x · y = pu1
1 pu2

2 · · · puk
k · pv1

1 pv2
2 · · · pvk

k = pu1+v1
1 pu2+v2

2 · · · puk+vk
k ,

B = (x, y) · [x, y] = pd1
1 pd2

2 · · · pdk
k · pl1

1 pl2
2 · · · plk

k = pd1+l1
1 pd2+l2

2 · · · pdk+lk
k =

= p
min{u1,v1}+max{u1,v1}
1 p

min{u2,v2}+max{u2,v2}
2 · · · pmin{uk,vk}+max{uk,vk}

k .

Podle dokázaného Lemmatu 1 je

min{ui, vi}+ max{ui, vi} = ui + vi,
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pro kaºdé i = 1, 2, . . . , k. Proto A = B, tj. (x, y) · [x, y] = x · y a tím je d·kaz
tvrzení uzav°en.

P°íklad 2. Ur£ete, pro která p°irozená £ísla a, b, c platí [a, c] + [b, c] = (a + b)c.
Nejprve si v²imneme, ºe z de�nice nejv¥t²ího spole£ného d¥litele a nejmen²ího
spole£ného násobku plyne následující soustava nerovností.

(x, y) ≤ min{x, y} ≤ max{x, y} ≤ [x, y] ≤ x · y.

Nyní protoºe
[a, c] ≤ a · c, [b, c] ≤ b · c, (10)

m·ºeme ob¥ nerovnosti se£íst a platí

[a, c] + [b, c] ≤ a · c + b · c = (a + b)c.

V zadání se ptáme, kdy nastane rovnost. Rovnost nastane pouze v p°ípad¥, kdyº
ob¥ nerovnosti (10) p°ejdou v rovnosti [a, c] = a · c a sou£asn¥ [b, c] = b · c.

Kdy je nejmen²í spole£ný násobek dvou £ísel x, y je roven jejich sou£inu? To
vyplývá z p°edchozího p°íkladu. Jestliºe z rovnice (x, y) · [x, y] = x · y vyjád°íme
[x, y], dostaneme

[x, y] =
x · y
(x, y)

.

Rovnost [x, y] = x · y nastane, jestliºe (x, y) = 1, tedy pokud jsou £ísla x, y
nesoud¥lná. Rovnost v zadání nastane pro kaºdá taková t°i p°irozená £ísla a, b, c,
kdy a, c jsou nesoud¥lná a sou£asn¥ b, c jsou nesoud¥lná. Proto v²echny hledané
trojice p°irozených £ísel jsou takové, kdy c je nesoud¥lné s ob¥ma £ísly a, b.

Máme-li dáno p°irozené £íslo a s prvo£íselným rozkladem

a = pu1
1 pu2

2 · · · puk
k ,

tak v²echna p°irozená £ísla nesoud¥lná s x jsou práv¥ ta £ísla, která neobsahují
ve svém prvo£íselném rozkladu ºádné z prvo£ísel p1, p2, . . . , pk. P°ehledn¥ shrneme
vlastnosti £ísla c. Pokud máme dána £ísla a, b, sestavíme mnoºinu v²ech prvo£ísel
z rozkladu obou £ísel a, b.

X = {p1, p2, . . . , pn}
Mnoºinu v²ech p°ípustných £ísel pro c, která jsou v¥t²í neº 1 a men²í nebo rovna
n¥jakému pevn¥ zvolenému K, m·ºeme dostat postupem mírn¥ p°ipomínajícím
Eratosthenovo síto. Z mnoºiny M = {2, 3, . . . , K} vynecháme v²echny násobky
prvo£ísla p1, v²echny násobky prvo£ísla p2, atd. aº v²echny násobky prvo£ísla
pn. Dostaneme mnoºinu M ′. Je zajímavé si uv¥domit, ºe výsledná mnoºina M ′

nemusí (na rozdíl od mnoºiny získané Eratosthenovým sítem) obsahovat pouze
prvo£ísla. M·ºe obsahovat libovolná sloºená £ísla, která ov²em nejsou sloºena
z prvo£ísel mnoºiny X. Navíc v M ′ není ºádné prvo£íslo, které je v mnoºin¥ X.
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P°íklad 3. Ur£ete, kolik (uspo°ádaných) dvojic p°irozených £ísel a, b spl¬uje rov-
nici

a) [a, 70] + [b, 70] = 210, b)
1

[a, 30]
+

1

[b, 30]
=

1

30
.

�ást a)
Nejprve si v²imneme, ºe ob¥ £ísla [a, 70] i [b, 70] jsou kladná celá £ísla, která
v sou£tu dají 210. Kaºdé z £ísel [a, 70] i [b, 70] je proto men²í neº 210 a í³loha bude
mít kone£n¥ mnoho °e²ení. Mohli bychom najít °e²ení hrubou silou (s vyuºití-
m po£íta£e probrat v²echny moºnosti £ísel a, b mezi 1 a 210. My ale ukáºeme
elegantn¥j²í °e²ení, ve kterém vyuºijeme na²e znalosti o rozkladu £ísel na sou£in
prvo£ísel.

�íslo [a, 70] je násobek 70 (je to spole£ný násobek a a 70). M·ºeme proto psát,
ºe [a, 70] = 70k pro n¥jaké p°irozené £íslo k. (I n¥která záporná £ísla a £íslo 0 jsou
násobky 70, av²ak ne pro p°irozené £íslo a.) Podobn¥ zd·vodníme, ºe [b, 70] = 70l
pro n¥jaké p°irozené £íslo l. Výrazy dosadíme do vztahu a) a dostaneme

[a, 70] + [b, 70] = 210

70k + 70l = 210

70(k + l) = 210

k + l = 3.

Protoºe k i l jsou p°irozená £ísla, tak k = 1 a l = 2 nebo naopak. Bez í³jmy
na obecnosti budeme p°edpokládat, ºe k = 1 a l = 2. Pozor! V záv¥ru nesmí-
me zapomenout na druhou sadu °e²ení vyplývající z moºnosti k = 2 a l = 1.
Pro k = 1 je [a, 70] = 70 a pro l = 2 je [b, 70] = 140. Protoºe 70 = 2 · 5 · 7 a
[a, 70] = 70, tak a m·ºe ve svém rozkladu na sou£in prvo£ísel obsahovat pouze
2, 5, 7. Platí

a = 2n15n27n3 ,

kde 0 ≤ n1, n2, n3 ≤ 1. Hodnoty n1, n2, n3 m·ºeme zvolit libovoln¥, jedná se
o nezávislé výb¥ry, proto máme celkem 2 · 2 · 2 = 8 moºností. Podobn¥ platí

b = 2m15m27m3 ,

kde 0 ≤ m1 ≤ 2, 0 ≤ m2,m3 ≤ 1. Protoºe ale [b, 70] = 140, tak b musí ve svém
rozkladu na sou£in prvo£ísel obsahovat 4 = 22, proto je m1 = 2 a £ísla m2,m3

m·ºeme zvolit libovoln¥. Celkem máme 2 · 2 = 4 moºnosti.
V²ech (nezávislých!) výb¥r· pro a i b je tak 4 · 8 = 32 pro k = 1, l = 2.

V p°ípad¥ k = 2, l = 1 máme dal²ích 32 moºností. Rovnici a) spl¬uje celkem 64
r·zných uspo°ádaných dvojic £ísel a, b.
�ást b)
Op¥t si nejprve v²imneme, ºe pokud je 1

[a,30]
< 1

60
a sou£asn¥ 1

[b,30]
< 1

60
, tak

v rovnici b) nem·ºe nastat rovnost. Nejmen²í spole£ný násobek [a, 30], ani [b, 30]
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nemohou být libovoln¥ veliké a protoºe existuje pouze kone£n¥ mnoho p°irozených
£ísel men²ích neº 60, tak rovnice b) má op¥t pouze kone£n¥ mnoho °e²ení.

Podobn¥ jako v p°edchozí £ásti si uv¥domíme, ºe [a, 30] i [b, 30] jsou násobky
£ísla 30. M·ºeme psát [a, 30] = 30k a [b, 30] = 30l pro n¥jaká p°irozená £ísla k, l.
Pokud by bylo k = 1, tak 1

[a,30]
= 1

30
. Navíc 1

[b,30]
> 0 a v rovnici b) nem·ºe nastat

rovnost. Proto k > 1 a ze symetrie í³lohy sou£asn¥ plyne l > 1.
Dostáváme, ºe [a, 30] ≥ 60 a sou£asn¥ [b, 30] ≥ 60. M·ºeme psát

1

[a, 30]
+

1

[b, 30]
≤ 1

60
+

1

60
=

1

30
.

Porovnáním se zadanou rovností b) ihned vidíme, ºe musí platit [a, 30] = [b, 30] =
60. Protoºe 30 = 2 · 3 · 5 a 60 = 22 · 3 · 5, tak prvo£íselné rozklady £ísel a, b jsou

a = 223n15n2 , b = 223m15m2 ,

kde 0 ≤ n1, n2,m1,m2 ≤ 1. Jedná se o nezávislé výb¥ry, proto máme celkem
2 · 2 · 2 · 2 = 16 moºností, jak zvolit dvojici a, b. Rovnice b) má celkem 16 °e²ení.
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Návody k úlohám domácí £ásti I. kola 59.ro£níku
MO kategorie B

Sout¥ºní úloha 1
Na stole leºí t°i hromádky zápalek: v jedné 2 009, ve druhé 2 010 a v poslední

2 011. Hrá£, který je na tahu, zvolí dv¥ hromádky a z kaºdé z nich odebere po
jedné zápalce. Ve h°e se pravideln¥ st°ídají dva hrá£i. Hra kon£í, jakmile n¥která
hromádka zmizí. Vyhrává ten hrá£, který ud¥lal poslední tah. Popi²te strategii
jednoho z hrá£·, která mu zajistí výhru.

NÁVODNÉ ÚLOHY
1. V misce je 100 bílých a 110 £erných kuli£ek. Hrá£ m·ºe v kaºdém svém

tahu odebrat jednu bílou nebo jednu £ernou nebo jednu bílou spolu s jednou
£ernou kuli£kou. Dva hrá£i se pravideln¥ st°ídají v tazích. Vyhrává ten, po
jehoº tahu z·stane miska prázdná. Popi²te vít¥znou strategii pro n¥kterého
hrá£e.

�E�ENÍ.
Podívejme se na celou hru od konce, tedy od posledního tahu a v²imn¥me si,
které moºnosti vedou k výh°e a které vedou k proh°e hrá£e. Ozna£me si (a,
b) momentální pozici hry, kde a bude ozna£ovat zbývající po£et bílých a b
zbývající po£et £erných kuli£ek. Zanechá-li n¥který hrá£ po svém tahu pozici
(0,1), (1,0) nebo (1,1), pak prohrává. Podobn¥ hrá£ dopadne, zanechá-li po
svém tahu pozici (1,2) nebo (2,1) (protihrá£ hru posune do pozice (0,2) nebo
(2,0)). Pozice, kterou musí hrá£ zanechat aby vyhrál je tedy (2,2), p°ípadn¥
(2,0) nebo (0,2) � tím donutí protihrá£e k jedné z prohrávajících pozic
z p°edchozího odstavce. K n¥které z t¥chto pozic se hrá£ m·ºe dopracovat,
pokud bude v kaºdém tahu udrºovat sudý po£et kuli£ek od kaºdé barvy.
Vzhledem k tomu, ºe po£áte£ní stav je 100 bílých a 110 £erných kuli£ek
v misce, m·ºe tuto strategii uplatnit hrá£, který neza£íná.

2. Na hromádce je 2009 zápalek. V kaºdém tahu m·ºe hrá£ odebrat jednu
nebo dv¥ zápalky. Dva hrá£i se pravideln¥ st°ídají v tazích. Ten, který
vezme poslední zápalku, prohrává. Popi²te vít¥znou strategii pro n¥kterého
hrá£e.

�E�ENÍ.
Úlohu m·ºeme op¥t jednodu²e vy°e²it, zamyslíme-li se nad ní od posledního
tahu.
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Hru zjevn¥ vyhraje hrá£, který po svém tahu zanechá pouze jednu zápalku.
Hrá£ naopak prohraje, pokud po svém tahu nechá soupe°i takový po£et
zápalek, ºe soupe° m·ºe po svém tahu zanechal jednu zápalku, tzn. hrá£
prohraje pokud po svém tahu zanechá dv¥ nebo t°i zápalky. Pokud ale
hrá£ po svém tahu zanechá £ty°i zápalky, p°inutí naopak protihrá£e k jedné
z proherních variant (2 nebo 3 zápalky) a vyhrává. Dále m·ºeme postupovat
zcela obdobn¥, tedy po£ty zápalek vedoucí k výh°e jsou 1, 4, 7, . . . , k proh°e
2, 3, 5, 6, 8, 9, . . . .
�e²ením je tedy zanechávat po kaºdém svém tahu (3k + 1) zápalek, k ∈ N0.
Tuto strategii je moºné uplatnit, nebo´ v kaºdém kole je moºné odebrat dv¥
aº £ty°i (tedy i t°i) zápalky.
Vzhledem k tomu, ºe

2009 = 3 · 669 + 2 ,

tuto strategii m·ºe uplatnit za£ínající hrá£, pokud v prvním tahu odebere
jednu zápalku. Pokud ale za£ne hru jiným tahem, m·ºe vít¥znou strategii
uplatnit jeho soupe°.

3. Na jedné hromádce je 2009, na druhé 2020 zápalek. V kaºdém tahu si hrá£
zvolí jednu hromádku a odebere z ní jednu nebo dv¥ zápalky. Dva hrá£i se
pravideln¥ st°ídají v tazích. Vyhrává ten, po jehoº tahu nez·stane na stole
ºádná zápalka. Popi²te vít¥znou strategii pro n¥kterého hrá£e.

�E�ENÍ.
Zabývejme se hrou op¥t od konce a ozna£me si (a, b) momentální pozici
hry, kde a ozna£uje po£et zápalek na první a b po£et zápalek na druhé
hromádce.
Jestliºe vyhrává hrá£, po jehoº tahu nez·stane na stole ºádná zápalka, pak
ur£it¥ jednou z výherních variant je zanechat po svém tahu pozici (1,1)
(protihrá£ po sob¥ musí zanechat pozici (1,0) nebo (0,1)). Podobn¥ je vý-
herní také varianta (2,2) (soupe° zanechá bu¤ (0,2), (2,0) � jasné ukon£ení
dal²ím tahem nebo pozici (1,2), (2,1), kterou lze p°evést na pozici (1,1),
která je výherní). Stejn¥ tak lze ukázat, ºe výherní je pozice (3,3), (4,4), . . .
, tedy obecn¥ pozice (k, k), kde k ∈ N0.
Naopak � prohrávající jsou pozice, které soupe° m·ºe p°evést na pozice (k,
k), tedy pozice (0,1), (1,0), (0,2), (2,0), (1,2), (2,1), (1,3), (3,1), . . . .
Jak vidno, (k, k) ale není jediná vít¥zná moºnost. Lze si snadno rozmyslet,
ºe dal²í moºnosti, které donutí soupe°e k prohrávajícím pozicím z p°edcho-
zího odstavce jsou (0,3), (3,0), (1,4), (4,1), . . . .
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Pokud dáme v²echny p°edchozí úvahy dohromady, dojdeme k výherní stra-
tegii zanechávat po kaºdém tahu takové po£ty zápalek, aby jejich rozdíl byl
d¥litelný t°emi.
2020 � 2009 = 11
Tuto strategii m·ºe tedy uplatnit první hrá£ v p°ípad¥, ºe v prvním tahu
odebere dv¥ zápalky z první nebo jednu zápalku z druhé hromádky. Jestliºe
ale za£ne hru jinak, m·ºe výherní strategii uplatni druhý hrá£.

Sout¥ºní úloha 2
Na tabuli je napsáno £ty°místné £íslo, které má p°esn¥ ²est kladných d¥litel·,

z nichº práv¥ dva jsou jednomístní a práv¥ dva dvojmístní. V¥t²í z dvojmístných
d¥litel· je druhou mocninou p°irozeného £ísla. Ur£ete v²echna £ísla, která mohou
být na tabuli napsána.

TEORIE

Zajímá nás, kolik má dané £íslo d¥litel·.
P°íklad: Ur£ete po£et kladných d¥litel· £ísla 72.
Prvo£íselný rozklad £ísla 72 má tvar 72 = 23.32. D¥litelé £ísla 72 (krom¥ £ísla

1) budou mít tedy prvo£íselný rozklad sloºený pouze z £initel· 2 a 3, tzn. budou
ve tvaru 2a.3b, kde a ∈ {0, 1, 2, 3}, b ∈ {0, 1, 2}:

20 21 22 23

30 1 2 4 8
31 3 6 12 24
32 9 18 36 72

�íslo 72 = 23.32 má tedy (3 + 1).(2 + 1) = 12 d¥litel·.
P°i zobecn¥ní p°edchozí úvahy snadno dosp¥jeme k záv¥ru, ºe po£et kladných
d¥litel· £ísla n = pk1

1 pk2
2 · · · pkr

r je (k1 + 1) (k2 + 1) · · · (kr + 1).

NÁVODNÉ ÚLOHY
1. Najd¥te nejmen²í p°irozené £íslo, které má p°esn¥ 2009 kladných d¥litel·.

�E�ENÍ.
Prvo£íselný rozklad £ísla 2009 má tvar

2009 = 72 · 41
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�íslo, které má 2009 kladných d¥litel· lze tedy vyjád°it v n¥kterém z ná-
sledujících tvar·:

(a) x = pk1
1 , kde k1 + 1 = 2009, tedy k1 = 2008. Nejmen²í £íslo, které lze

zapsat v tomto tvaru je 22008 ≈ 2,94.10604.
(b) x = pk1

1 pk2
2 , kde (k1 + 1) (k2 + 1) = 49 · 41, tedy k1 = 48, k2 = 40.

Nejmen²í £íslo, které lze zapsat v tomto tvaru je 248 · 340 ≈ 3, 42 · 1033

(c) x = pk1
1 pk2

2 pk3
3 , kde (k1 + 1) (k2 + 1) (k3 + 1) = 41 · 7 · 7, tedy k1 = 40,

k2 = 6, k3 = 6. Nejmen²í £íslo, které lze zapsat v tomto tvaru je
240 · 36 · 56 ≈ 1, 25 · 1019 a to je i hledané £íslo.

2. Která £ty°místná £ísla mají nejvíce d¥litel·?

�E�ENÍ.
Z p°edchozího jiº víme, ºe po£et kladných d¥litel· £ísla n = pk1

1 pk2
2 · · · pkr

r je
(k1 + 1) (k2 + 1) · · · (kr + 1). Z°ejm¥ tedy nejv¥t²í po£et d¥litel· bude mít
£íslo, v jehoº prvo£íselném rozkladu se bude vyskytovat nejv¥t²í po£et r·z-
ných prvo£ísel. Hledáme tedy £ty°ciferné £íslo s touto vlastností.
Násobíme-li postupn¥ nejmen²í r·zná prvo£ísla, zjistíme, ºe sou£in

2 · 3 · 5 · 7 · 11 = 2310

Toto £íslo jiº nelze vynásobit nejbliº²ím dal²ím prvo£íslem 13, pokud vý-
sledkem má být £ty°ciferné £íslo.
M·ºeme jej ale je²t¥ vynásobit £íslem 22 a tím je²t¥ zvý²it po£et d¥litel·,
takºe obdrºíme £íslo

x = 23 · 3 · 5 · 7 · 11,

které má (3 + 1) · (1 + 1) · (1 + 1) · (1 + 1) · (1 + 1) = 64 kladných d¥litel·.
Stejný po£et d¥litel· má také £íslo

7560 = 23 · 33 · 5 · 7

v jehoº prvo£íselném rozkladu je mén¥ r·zných prvo£ísel, coº je ale kom-
penzováno celkov¥ v¥t²ím po£tem prvo£ísel v rozkladu.

3. Najd¥te v²echna lichá £ty°místná £ísla, která mají více neº 10 kladných
d¥litel·, z nichº aspo¬ 30% jsou druhé mocniny p°irozených £ísel.
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�E�ENÍ.
Je-li hledané £íslo liché, pak jeho prvo£íselný rozklad musí obsahovat pouze
lichá prvo£ísla. P°edpokládejme nejprve, ºe hledané £íslo je ve tvaru x = pk1

1 .
Má-li mít toto £íslo více neº 10 kladných d¥litel·, pak k1 > 10. Tomuto ale
nevyhovuje ºádné £ty°místné £íslo, nebo´ 310 = 59049.
P°edpokládejme tedy, ºe hledáme £íslo ve tvaru x = pk1

1 ·pk2
2 . První moºnost,

která vyhovuje zadání je x = p3
1 · p2

2. �íslo v tomto tvaru má 12 kladných
d¥litel· z nichº £ty°i (1, p2

1, p
2
2, p

2
1 · p2

2) jsou druhou mocninou p°irozeného
£ísla. Z toho vyplývají následující °e²ení:

33.72 = 1323
33.112 = 3267
33.132 = 4563
33.172 = 7803
33.192 = 9747

53.32 = 1125
53.72 = 6125

73.32 = 3087
73.52 = 8575

Tvar £ísla x = p3
1 · p3

2 nemá dostate£ný po£et d¥litel· ve tvaru druhých
mocnin, proto dal²ím moºným tvarem £ísla je x = p4

1 · p2
2, který má 15

d¥litel·, z nichº je 6 druhou mocninou p°irozeného £ísla. Dal²í moºnosti
jsou tedy:

34.52 = 2025
34.72 = 3969
34.112 = 9801

54.32 = 5625

Lze si snadno rozmyslet, ºe posledním moºným tvarem hledaného £ísla,
v jehoº prvo£íselném rozkladu se vyskytují dv¥ prvo£ísla, je x = p5

1 ·p2
2. Toto

£íslo má 18 kladných d¥litel·, z nichº 6 je druhou mocninou p°irozeného
£ísla. Jediná moºnost vyplývající z tohoto rozkladu je

35.52 = 6075

Nyní p°edpokládejme, ºe je hledané £íslo ve tvaru x = pk1
1 · pk2

2 · pk3
3 . První

moºností, která má dostate£ný po£et d¥litel· a vyhovuje zadání je x =
p2

1 · p2
2 · p2

3. Pokud ale má být hledané £íslo £ty°ciferné, nep°ichází ani tato
moºnost do úvahy, nebo´ 32.52.72 = 11025. Je tedy z°ejmé, ºe ºádná dal²í
°e²ení uº neexistují
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Sout¥ºní úloha 3
V rovin¥ je dána úse£ka AB. Sestrojte rovnob¥ºník ABCD, pro jehoº st°edy

stran AB, CD, DA ozna£ené po °ad¥ K, L, M platí: body A, B, L, D leºí na jedné
kruºnici a rovn¥º body K, L, D, M leºí na jedné kruºnici.

TEORIE

�ty°úhelník, kterému lze opsat kruºnici ozna£ujeme jako t¥tivový. Pro t¥tivový
£ty°úhelník platí, ºe sou£et dvou protilehlých vnit°ních úhl· je stejn¥ velký jako
sou£et zbylých (protilehlých) vnit°ních úhl· a tento sou£et je roven 180�:

Sou£et úhl· u vrchol· A, C je roven α + δ + β + γ
Sou£et úhl· u vrchol· B, D je roven α + β + γ + δ

Tyto sou£ty jsou rovny 180�, nebo´ sou£et v²ech úhl· ve £ty°úhelníku je roven
360� (sta£í si uv¥domit, ºe úhlop°í£kou lze £ty°úhelník rozd¥lit na dva trojúhel-
níky).

NÁVODNÉ ÚLOHY
1. Dokaºte, ºe lichob¥ºníku se dá opsat kruºnice, práv¥ kdyº je rovnoramenný.

�E�ENÍ.
Jedná se lichob¥ºník, tedy AB || CD a úhly si m·ºeme ozna£it následujícím
zp·sobem:
Vycházíme z p°edpokladu, ºe lichob¥ºníku lze opsat kruºnice a chceme do-
kázat, ºe je rovnoramenný. Tedy, ºe α + φ = β + γ (viz obrázek).
Lichob¥ºník je t¥tivový, práv¥ kdyº platí, ºe sou£et dvou protilehlých vnit°-
ních úhl· je stejn¥ velký jako sou£et zbylých vnit°ních úhl·, tedy:
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α + φ + α + δ = β + γ + β + ε .

Dále víme, ºe sou£et úhl· v trojúhelnících ABC a ACD je stejný (=180�):

α + β + γ + δ = φ + α + β + ε .

Po ode£tení rovnic (1) � (2) a následné úprav¥ obdrºíme vztah, který jsme
m¥li dokázat:

α + φ = β + γ

2. Dokaºte, ºe pro délky stran a, b a délky úhlop°í£ek e, f rovnob¥ºníku platí
e2 + f 2 = 2a2 + 2b2.

�E�ENÍ.

Ozna£me D/ pr·se£ík kolmice spu²t¥né z bodu D na stranu AB a C/ pr·-
se£ík kolmice spu²t¥né z bodu C na p°ímku AB. Dále ozna£me x = AD/ =
BC/ a v = CC/ = DD/.
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Trojúhelníky ACC /, DD/B a BC /C jsou pravoúhlé, m·ºeme tedy pouºít
Pythagorovu v¥tu:

∆AC/C :
∣∣AC/

∣∣2 +
∣∣C/C

∣∣2 = |AC|2
∆DD/B :

∣∣D/B
∣∣2 +

∣∣D/D
∣∣2 = |BD|2

∆BC/C :
∣∣BC/

∣∣2 +
∣∣C/C

∣∣2 = |BC|2

Dosadíme-li, obdrºíme:

(a + x)2 + v2 = e2

(a− x)2 + v2 = f 2

x2 + v2 = b2

Dosadíme-li ze t°etí rovnice za v2 do prvních dvou rovnic, pak po úprav¥
dostaneme

a2 + 2ax + x2 + b2 − x2 = e2

a2 − 2ax + x2 + b2 − x2 = f 2 (+)

2a2 + 2b2 = e2 + f 2

3. Strana AB rovnob¥ºníku ABCD má délku a. Kruºnice opsaná trojúhelníku
ABD protíná polop°ímku opa£nou k polop°ímce CD v bod¥ L; ozna£me
x = |CL|. Vypo£ítejte délku t¥tivy, kterou p°ímka CD vytíná na kruºnici
opsané trojúhelníku ABC.
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�E�ENÍ.
k1 ... kruºnice opsaná trojúhelníku ABD,
k2 ... kruºnice opsaná trojúhelníku ABC,
|AB | = |CD | = a, K = k2 ∩DC.
Jak vyplývá z úlohy 1., lichob¥ºník ABCK je t¥tivový a tudíº rovnora-
menný. Proto |DK | = |CL| = x.
Takºe hledaná délka |KC | = a � x.

Sout¥ºní úloha 4
Najd¥te 2 009 po sob¥ jdoucích £ty°místných £ísel, jejichº sou£et je sou£inem

t°í po sob¥ jdoucích p°irozených £ísel.

NÁVODNÉ ÚLOHY

1. Najd¥te 20 po sob¥ jdoucích p°irozených £ísel, jejichº sou£et je druhou
mocninou p°irozeného £ísla.

�E�ENÍ.
Ozna£me a první z hledaných £ísel. Pak sou£et dvaceti hledaných £ísel lze
vyjád°it:

S = a + (a + 1) + (a + 2) + · · ·+ (a + 18) + (a + 19) =
= 20a + 1 + 2 + · · ·+ 18 + 19 =

= 20a + 19
2
· (1 + 19) = 20a + 10 · 19 = 20a + 190

�íslo S je sudé, tedy d¥litelné dvojkou, ale z jeho zápisu vyplývá, ºe není
d¥litelné £íslem 4.
Proto úloha nemá °e²ení.

2. Najd¥te 2009 po sob¥ jdoucích p¥timístných £ísel, jejichº sou£et je t°etí
mocninou p°irozeného £ísla.

�E�ENÍ.
Nech´ a je tentokrát prost°ední z 2009 £ísel, které tvo°í sou£et. Pak obdobn¥
jako v p°edchozí úloze m·ºeme sou£et hledaných £ísel vyjád°it:

S = (a− 1004) + (a− 1003) + · · ·+ a + · · · (a + 1003) + (a + 1004) =
= 2009a
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P°i£emº tento sou£et má být mocninou p°irozeného £ísla, tedy:
2009a = n3 , n ∈ N , coº lze pomocí prvo£íselného rozkladu £ísla 2009
napsat:

72 · 41 · a = n3 , n ∈ N

Omezme nyní p°ípustné hodnoty £ísla a. Platí:

10000 + 1004 6 a 6 99999− 1004
11004 6 a 6 98995

Podobn¥ m·ºeme vymezit interval pro neznámé n:

2009 · 11004 6 n3 6 2009 · 98995
281 6 n 6 583

Z prvo£íselného rozkladu £ísla 2009 je z°ejmé, ºe £íslo n musí být násobkem
£ísel 7 a 41, takºe
n = 7 ·41 = 287 . . . vyhovuje podmínce a hodnotu £ísla a v tomto p°ípad¥
vypo£teme:

n3 = 73 · 413 = 2009a = 72 · 41 · a
a = 7 · 412 = 11767

A hledaná £ísla jsou 10763, 10764, . . . , 12770, 12771.
Podmínce, ale vyhovuje je²t¥ °e²ení:

n = 7 · 41 · 2 = 574

Pak
a = 7 · 412 · 23 = 94136

Hledaná £ísla pro tento p°ípad: 93132, 93133, . . . , 95139, 95140.

3. Sou£et druhých mocnin jedenácti po sob¥ jdoucích trojmístných £ísel je
násobkem £ísla 2009. Najd¥te tato £ísla.
�E�ENÍ.
Nech´ a je op¥t prost°ední z hledaných £ísel. Pak sou£et druhých mocnin
£ísel vyjád°íme:

S = (a− 5)2 + (a− 4)2 + · · · a2 + · · ·+ (a + 4)2 + (a + 5)2

S = (a2 − 10a + 25) + (a2 − 8a + 16) + · · · a2 + · · ·+ (a2 + 8a + 16) + (a2 + 10a + 25)
S = 11a2 + 2 · (12 + 22 + 32 + 42 + 52)
S = 11a2 + 110
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Tento sou£et má být násobkem £ísla 2009.

11a2 + 110 = k · 2009
11 (a2 + 10) = k · 2009

Nyní op¥t vymezíme intervaly p°ípustných hodnot pro a, k.

100 + 5 6 a 6 999− 5
105 6 a 6 994

11 · (1052 + 10) 6 k · 2009 6 11 · (9942 + 10)
61 6 k 6 5409

Omezíme-li navíc p°ípustné hodnoty dal²ími podmínkami, nap°íklad na d¥-
litelnost, pak po prozkoumání v²ech zbývajících moºností najdeme dv¥ °e-
²ení pro a: a = 513 nebo a = 758. Tedy hledaná £ísla jsou:
508, 509, ..., 518 nebo
753, 754, ..., 763.

Sout¥ºní úloha 5
Uvnit° krat²ího oblouku AB kruºnice opsané rovnostrannému trojúhelníku ABC

je zvolen bod D. T¥tiva CD protíná stranu AB v bod¥ E. Dokaºte, ºe trojúhelník
se stranami délek |AE|, |BE|, |CE| je podobný trojúhelníku ABD.

TEORIE

V¥ty o podobnosti trojúhelník·

V¥ta sss
Kaºdé dva trojúhelníky, které mají sob¥ rovné pom¥ry délek v²ech t°í dvojic

odpovídajících si stran, jsou podobné.

a

a/
=

b

b/
=

c

c/

V¥ta sus
Kaºdé dva trojúhelníky, které mají sob¥ rovné pom¥ry délek dvou odpovída-

jících si stran a shodují se v úhlu jimi sev°eném, jsou podobné.

a

a/
=

b

b/
; γ ∼= γ/
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V¥ta uu
Kaºdé dva trojúhelníky, které se shodují ve dvou úhlech, jsou podobné.

α ∼= α/, β ∼= β/

V¥ta o obvodových úhlech
Dva obvodové úhly mají nad stejnou t¥tivou vºdy stejnou velikost.

NÁVODNÉ ÚLOHY

1. Jestliºe se t¥tivy AB a CD kruºnice k protínají v bod¥ M , jsou trojúhelníky
AMC a DMB podobné.

�E�ENÍ.

|]AMC| ∼= |]DMB| . . . vrcholové úhly u vrcholu M
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|]ACD| ∼= |]ABD| . . . obvodové úhly nad t¥tivou AD
Podle v¥ty uu jsou tedy trojúhelníky AMC a DMB podobné.

2. Nech´ E je vnit°ní bod strany AB trojúhelníku ABC. Ozna£me D (D 6= C)
pr·se£ík p°ímky CE s kruºnicí opsanou trojúhelníku ABC. Dále ozna£me
F pr·se£ík strany AC s p°ímkou, která prochází bodem E a je rovnob¥ºná
s BC. Dokaºte, ºe trojúhelníky ABD a ECF jsou podobné.

�E�ENÍ.

Ozna£me α = |]DAB| , β = |]DBA|.
Pak |]ACD| = |]FCE| = β, nebo´ úhly ACD a DBA jsou obvodové úhly
nad t¥tivou AD.
Dále platí, ºe |]DCB| = a, nebo´ úhly DCB a DAB jsou obvodové úhly
nad t¥tivou DB.
Nyní budeme chtít dokázat, ºe |]ADB| = |]EFC|.
Z trojúhelníku ADB platí, ºe |]ADB| = 180◦ − α− β.
Víme také, ºe z rovnob¥ºnosti BC a EF vyplývá, ºe |]AFE| = |]ACB| =
α + β. Úhly AFE a EFC jsou vedlej²í, proto |]EFC| = 180◦ − α − β a
tedy podle v¥ty uu jsou trojúhelníky ABD a ECF podobné.

41



3. Nech´ ABC je trojúhelník, v n¥mº |AC| 6= |BC|. Dokaºte, ºe osa úhlu
BCA se s osou strany AB protíná v bod¥, který leºí na kruºnici opsané
trojúhelníku ABC.

�E�ENÍ.

Bod M leºí na pr·se£íku oAB a kruºnice k opsané trojúhelníku ABC. Troj-
úhelník AMB je rovnoramenný se základnou AB, jeho vnit°ní úhly p°i vr-
cholech A a B jsou tedy shodné.
Podle v¥ty o obvodových úhlech jsou shodné i úhly BCM a BAM (obvodové
úhly nad t¥tivou BM ), resp. ACM a ABM (obvodové úhly nad t¥tivou
AM ). Proto jsou shodné i úhly BCM a ACM.
Polop°ímka CM je tudíº osou úhlu ACB :

|]ACM | = |]BCM | = γ

2

Sout¥ºní úloha 6
Reálná £ísla a, b mají tuto vlastnost: rovnice x 2 - ax + b - 1 = 0 má v mnoºin¥

reálných £ísel dva r·zné ko°eny, jejichº rozdíl je kladným ko°enem rovnice x 2-ax+
+ b + 1 = 0.

a) Dokaºte nerovnost b > 3.
b) Pomocí b vyjád°ete ko°eny obou rovnic.

TEORIE
Kaºdá kvadratická rovnice se dá vyjád°it ve tvaru: ax2 + bx+ c = 0 , a 6= 0 , kde
a,b,c jsou £íselné koe�cienty, p°i£emº koe�cient a musí být nenulový, v opa£ném
p°ípad¥ by se jednalo o lineární rovnici.
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Pro výpo£et ko°en· x1 a x2 je vhodné nejprve zjistit hodnotu diskriminantu
D = b2−4ac. Podle hodnoty diskriminantu D m·ºeme dostat obecn¥ t°i moºnosti
°e²ení:

1. D > 0 Kvadratická rovnice má dva rozdílné reálné ko°eny.

2. D = 0 Kvadratická rovnice má jeden dvojnásobný reálný ko°en.

3. D < 0 Kvadratická rovnice nemá °e²ení v oboru reálných £ísel R. Má ale
°e²ení v oboru komplexních £ísel.

Ko°eny kvadratické rovnice pak vypo£teme ze známého vzorce

x1,2 =
−b±√D

2a

Kaºdý polynom ax2+bx+c m·ºeme také p°evést na sou£inový tvar a (x− x1) (x− x2),
kde x1 a x2 jsou ko°eny kvadratické rovnice.
Rovnici a (x− x1) (x− x2) = 0 pak nazýváme rovnicí v sou£inovém tvaru.
Vypo£ítat ko°eny kvadratické rovnice m·ºeme také pomocí Vietových vzorc·.
Tato metoda není tak univerzální jako metoda výpo£tu pomocí diskriminantu.
Nejprve je pot°eba upravit rovnici na normovaný tvar x2 + px + q = 0 a dále
hledáme takové ko°eny x1 a x2, které vyhovují rovnicím:

x1 + x2 = −p
x1 · x2 = q

NÁVODNÉ ÚLOHY

1. Najd¥te v²echny dvojice £ísel a, b, pro n¥º má kaºdá z rovnic x2 + ax + b =
0, x2 + bx+a = 0 v mnoºin¥ reálných £ísel dva r·zné ko°eny, p°i£emº kaºdý
ko°en druhé rovnice je o 1 v¥t²í neº n¥který z ko°en· prvé rovnice.

�E�ENÍ.
Pro ko°eny x1, x2 první rovnice (z Vietových vzorc·) platí

x1 + x2 = −a
x1 · x2 = b

.

Pro ko°eny druhé rovnice x
/
1 = x1 + 1, x

/
2 = x2 + 1 analogicky platí

x
/
1 + x

/
2 = −b

x
/
1 · x/

2 = a
, tedy x1 + 1 + x2 + 1 = −b

(x1 + 1) · (x2 + 1) = a
.
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�e²íme tedy soustavu 4 rovnic o 4 prom¥nných

x1 + x2 = −a
x1 · x2 = b

x1 + x2 = −b− 2
x1 + x2 + x1 · x2 = a− 1

Po ode£tení první rovnice od t°etí a dosazení z první a druhé rovnice do
£tvrté rovnice obdrºíme po úprav¥ soustavu dvou lineárních rovnic o dvou
prom¥nných a, b.

a− b = 2
2a− b = 1

Takºe °e²ením je dvojice a = -1, b = -3.

JINÉ �E�ENÍ.
Pouºijeme-li k °e²ení úlohy vzorce pro výpo£et ko°en· kvadratické rovnice,
m·ºeme ko°eny obou rovnic vyjád°it

x1,2 =
−a±√a2 − 4b

2
, x

/
1,2 =

−b±√b2 − 4a

2
,

kde op¥t x
/
1 = x1 + 1, x

/
2 = x2 + 1, coº po dosazení vede k °e²ení následující

soustavy:
−b−√b2−4a

2
= −a−√a2−4b

2
+ 1

−b+
√

b2−4a
2

= −a+
√

a2−4b
2

+ 1

−b−√b2 − 4a = −a−√a2 − 4b + 2

−b +
√

b2 − 4a = −a +
√

a2 − 4b + 2
/ (1) + (2)

−2b = −2a + 4
b = a− 2

Dosadíme-li nyní za b do n¥které z p·vodních rovnic, obdrºíme op¥t °e²ení
a = -1, b = -3.

2. Najd¥te v²echny dvojice reálných £ísel a, b, pro n¥º mají kaºdé dv¥ z rovnic
x2−10x+a = 0, x2−16x+b = 0, x2−18x+a+b = 0 aspo¬ jeden spole£ný
ko°en.

�E�ENÍ.
Mají-li mít kaºdé dv¥ z rovnic aspo¬ jeden spole£ný ko°en, pak mají bu¤

(a) v²echny rovnice aspo¬ jeden ko°en spole£ný nebo
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(b) kaºdá dvojice rovnic má aspo¬ jeden spole£ný ko°en.

Tyto dva p°ípady budeme °e²it odd¥len¥:
(a)
Ko°eny rovnic si m·ºeme ozna£it:
x1, x2 ... ko°eny 1.rovnice, x1, x

/
2 ... ko°eny 2.rovnice, x1, x

//
2 ... ko°eny

3.rovnice.
Pak z Vietových vzorc· pro jednotlivé rovnice platí:

x1 + x2 = 10
x1 · x2 = a

x1 + x
/
2 = 16

x1 · x/
2 = b

x1 + x
//
2 = 18

x1 · x//
2 = a + b

Vyjád°íme-li postupn¥ z první rovnice z kaºdé dvojice rovnic x2, x
/
2, x

//
2 a

dosadíme do druhé rovnice, obdrºíme soustavu rovnic

x1 · (10− x1) = a
x1 · (16− x1) = b

x1 · (18− x1) = a + b

Jestliºe nyní se£teme první dv¥ rovnice a výsledek ode£teme od t°etí rovnice,
obdrºíme rovnici

x2
1 − 8x1 = 0,

jejíº °e²ení x1 = 0 a x1 = 8 dosadíme do prvních dvou rovnic a nalezneme
°e²ení pro a, b: [0, 0] , [16, 64].

(b)
Ko°eny rovnic si m·ºeme ozna£it:
x1, x2 ... ko°eny 1.rovnice, x1, x

/
2 ... ko°eny 2.rovnice, x2, x

//
2 ... ko°eny

3.rovnice.
Podobným zp·sobem jako v p°ípad¥ I. dojdeme k °e²ení pro a, b: [24, 48].

3. Najd¥te v²echny dvojice £ísel a, b, pro n¥º má kaºdá z rovnic x2−15x+a = 0,
x2−15x+ b = 0 v mnoºin¥ reálných £ísel dva r·zné ko°eny, p°i£emº kladný
rozdíl ko°en· kaºdé rovnice je ko°enem zbývající rovnice.

�E�ENÍ.
Ozna£íme-li x1, x2 ko°eny první rovnice a x

/
1, x

/
2 ko°eny druhé rovnice,

m·ºeme tyto vyjád°it pomocí známých vzorc·:

x1,2 =
15±√225− 4a

2
, x

/
1,2 =

15±√225− 4b

2
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Kladný rozdíl ko°en· kaºdé rovnice je ko°enem zbývající rovnice. To zna-
mená, ºe m·ºe nastat jedna ze £ty° moºností

I. x2 − x1 = x
/
1

x
/
2 − x

/
1 = x1

II. x2 − x1 = x
/
2

x
/
2 − x

/
1 = x1

III. x2 − x1 = x
/
1

x
/
2 − x

/
1 = x2

IV. x2 − x1 = x
/
2

x
/
2 − x

/
1 = x2

.

Tyto p°ípady budeme °e²it odd¥len¥. Ukáºeme nap°. °e²ení pro II.
√

225− 4a = 15−√225−4b
2

/ · 2√
225− 4b = 15+

√
225−4a
2

/ · 4

2 · √225− 4a = 15−√225− 4b

−2 · √225− 4a = 30− 4 · √225− 4b
/ (1) + (2)

5 · √225− 4b = 45√
225− 4b = 9

225− 4b = 81
4b = 144
b = 36

...
a = 54

Podobn¥ bychom vy°e²ili i moºnosti I., III., IV, £ímº dostaneme v²echna
°e²ení

[0, 0] , [54, 36] , [36, 54] , [50, 50] .

Poznámka: Tato úloha se stejn¥ jako p°edchozí dala vy°e²it také pomocí
Vietových vzorc·.
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Návody k úlohám domácí £ásti I. kola 59.ro£níku
MO kategorie C

V této kapitole se budeme v¥novat problémovým úlohám a úlohám k procvi-
£ení, které jsou vhodným výchozím studijním materiálem pro úsp¥²né zvládnutí
domácí £ásti prvního kola matematické olympiády kategorie C ur£ené pro první
ro£níky £ty°letých studijních obor· a jim odpovídající ro£níky víceletých gymná-
zií.

Slovní logik � C�I�1
Neº si uvedem pravidla hry "slovní logik"a motiva£ní úlohy k tomto p°íkladu,
vy°e²me následující t°i úlohy.

1. Z 29 d¥tí sbírá 12 d¥tí známky, 13 pohlednice. T¥ch, kte°í sbírají známky i
pohlednice je ²est. Kolik d¥tí sbírá jenom známky a kolik jich nesbírá nic?
�e²ení:
Jenom známky sbíralo 6 d¥tí, 10 d¥tí nesbíralo nic, viz. diagram níºe.

2. Ze 30 ºák· jedné t°ídy bylo 7 ºák· o prázdninách na rekreaci v �ecku a
práv¥ tolik v Chorvatsku; Itálii nav²tívilo 5 ºák·. V ºádné z t¥chto t°í zemí
nebylo 16 ºák·, v²echny t°i nav²tívil jeden ºák. V �ecku i Itálii byli 2 ºáci, v
Itálii i v Chorvatsku 1 ºák. Kolik ºák· nav²tívilo o prázdninách Chorvatsko
nebo �ecko, Itálii nebo Chorvatsko, jen �ecko?
�e²ení:
Na£rtneme Venn·v digram pro t°i mnoºiny a postupn¥ vyzna£íme po£ty
prvk· v jednotlivých jeho £ástech.
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Chorvatsko nebo �ecko nav²tívilo 11 student·, Itálii nebo Chorvatsko 1
student, jen v �ecku byli 3 studenti.

3. Z p¥ti rodin odebírají t°i rodiny deník Dnes a dv¥ Lidové noviny. Existuje
mezi nimi rodina, která neodebírá ºádný z t¥chto materiál·?
�e²ení:
Ano, m·ºe. Moºnosti p°i odebírání novin vidíme na následujících diagra-
mech.

Uve¤me si pravidla hry "slovní logik". Hrá£ A si myslí slovo sloºené z p¥ti
rúzných písmen. Hrá£ B vysloví libovolné slovo sloºené z p¥ti r·zných písmen a
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hrá£ A mu prozradí, kolik písmen uhodl na správné pozici a kolik na nesprávné.
Písmena povaºujeme za r·zná, i kdyº se li²í jen há£kem nebo £árkou.

Nap°íklad: Myslíme si slovo SE�IT, hrá£ B °ekne slovo �I�KA, hrá£ A zkrá-
cen¥ odpoví 1 + 1,nebo´ jedno písmeno je na správné pozici (�) a jedno písmeno
je na nesprávné pozici (I). Nebo jiná dvojice: LO�KA + KOLÁ� → 1 + 2.

4. Erika a Klárka hrály hru "slovní logik". Erika si myslela slovo z p¥ti r·zných
písmen a Klárka vyslovila slova SIRUP a VODKA. Erika v daném po°adí
odpov¥d¥la 0 + 3 a 1 + 1. Dokaºte, ºe v²echna písmena slova, které si Erika
myslela, pat°í do mnoºiny M = {S, I, R, U, P} ∪ {V, O, D, K, A}.
�e²ení:
Slova SIRUP a VODKA nemají ºádné spole£né písmeno. Erika si mohla
myslet nap°íklad slovo DOPIS, RUSKO, IRSKO nebo PRVKU.

5. Erika a Klárka hrály hru slovní logik". Erika si myslela slovo AGÁTY a
Klárka vyslovila slova KABÁT a M�STA. Ov¥°te, ºe Erika musela odpov¥-
d¥t stejn¥ jako v úloze 4. Pro£ nyní nepat°í v²echna písmena slova, která si
Erika myslela, do mnoºiny L = {K,A,B,Á,T} ∪ {M,�,S,T,A}?
�e²ení:
Slova mají spole£né písmeno "A". Proto se v mnoºin¥ sestavené z písmen
obou slov nenachází v²ech p¥t písmen hledaného slova.

6. Erika a Klárka hrály hru "slovní logik". Klárka vyslovila slova OPAVÚ
a ÚLOZE, p°i£emº Erika odpov¥d¥la stejn¥ jako v úloze 4. Jaké slovo
si Erika myslela, kdyº v²echna jeho písmena uº pat°í do mnoºiny L =
{O,P,A,V,Ú} ∪ {Ú,L,O,Z,E}?
�e²ení:
Vybíráme 3 písmena v jiné pozici z prvního slova, jedno písmeno v nesprávné
pozici a jedno ve správné pozici z druhého slova. Erika si myslela slovo
PAVLE.

7. T°icet maturant· jednoho gymnázia podalo p°ihlá²ku k dal²ímu studiu na
n¥kterou ze ²esti fakult �VUT. Vyuºili moºnost podat více p°ihlá²ek, a
tak polovina ºák· podala p°ihlá²ku aspo¬ na t°i fakulty, t°etina si podala
p°ihlá²ku na více neº t°i fakulty. Na fakultu architektury se s ohledem na
talentovou p°ijímací zkou²ku nehlásil nikdo.
a) Dokaºte, ºe aspo¬ na jednu fakultu si podalo p°ihlá²ku aspo¬ 14 stu-
dent·.
b) Dokaºte, ºe na n¥kterou ze zbývajících p¥ti fakult se p°ihlásilo mén¥ neº
dvacet student·.
�e²ení:
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a) V p°ípad¥, ºe by neplatilo toto tvrzení, mohlo by být nejvý²e 5 · 13 = 65
p°ihlá²ek. Dle zadání polovina student· podala aspo¬ t°i p°ihlá²ky, tedy
druhá polovina student· podala jednu nebo dv¥ p°ihlá²ky. Z druhé poloviny
10 student· (t°etina z celkového po£tu) podalo aspo¬ £ty°i p°ihlá²ky a
zbývajících 5 student· podalo práv¥ t°i p°ihlá²ky. Minimální po£et p°ihlá²ek
dle podmínek zadání je 15 · 1+10 · 4+5 · 3 = 70 > 65. Tedy aspo¬ na jednu
fakultu podalo p°ihlá²ku aspo¬ £trnáct student·. Rozpis pro p°ípad, kdy
na kaºdou fakultu si podalo p°ihlá²ku práv¥ 14 student· viz. tabulka níºe.

b) Kdyby tvrzení úlohy neplatilo, bylo by zapot°ebí aspo¬ 5 · 20 = 100
p°ihlá²ek. Z rozboru °e²ení v p°ípad¥ a) odhadneme, ºe maturanti podali
nejvý²e 15 · 2 + 10 · 5 + 5 · 3 = 95 < 100, proto nemohli podat na kaº-
dou fakultu aspo¬ 20 p°ihlá²ek. Rozpis pro p°ípad, kdy na kaºdou fakultu
studenti podali práv¥ 19 p°ihlá²ek viz níºe.
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8. Honza, Jirka, Martin a Petr organizovali na nám¥stí sbírku na dobro£inné
ú£ely. Za chvíli se u nich postupn¥ zastavilo p¥t kolemjdoucích. První dal
Honzovi do jeho kasi£ky 3 K£, Jirkovi 2 K£, Martinovi 1 K£ a Petrovi nic.
Druhý dal jednomu z chlapc· 8 K£ a zbylým t°em nedal nic. T°etí dal
dv¥ma chlapc·m po 2 K£ a dv¥ma nic. �tvrtý dal dv¥ma chlapc·m po 4
K£ a dv¥ma nic. Pátý dal dv¥ma chlapc·m po 8 K£ a dv¥ma nic. Poté
chlapci zjistili, ºe kaºdý z nich vybral jinou £ástku, p°i£emº tyto tvo°í £ty°i
po sob¥ jdoucí p°irozená £ísla. Který z chlapc· vybral nejmén¥ a který
nejvíce pen¥z?
�e²ení:
Dohromady chlapci dostali od kolemjdoucích celkem 42 K£. �íslo 42 vyjád-
°íme jednozna£n¥ jako sou£et £ty° po sob¥ jdoucích £ísel 9+10+11+12 = 42.
Úvahy lze uspo°ádat do tabulky, p°i£emº uváºíme, ºe nemohl ani jeden z
chlapc· dostat dvakrát 8 K£. K tomu nejvý²e jeden mohl dostat 4 K£, jinak
by byli dva s nejvy²²í vybranou £ástkou 12 K£, viz tabulka níºe.

1 2 3 4 5 Σ

8 0 0
0 0 8

0 0 0 4 8 12 → P
3 0 2 4 0 ≤9 → H

1+2+3 1 × 8 2 × 2 2× 4 2 × 8
Nejmnén¥ vybral Honza a nejvíce vybral Petr.

P°ímky a pravoúhelník � C�I�2
1. Na list papíru tvaru obdélníku narýsujte podle obrázku pravoúhelník ABCD

tak, aby jeho strany AB a AD splývaly s okrajem papíru. Pak sestrojte
p°ímku, aby m¥la s pravoúhelníkem spole£ný jen bod C a její pr·nik listem
papíru tvo°il úse£ku MN , podél níº papír roz°ízn¥te.

Vzniklý papírový model trojúhelníku AMN s narýsovaným obdélníkem
ABCD p°ehn¥te podél úse£ek BC a DC. Tuto £innost n¥kolikrát opakujte,

51



p°itom pro tentýº pravoúhelník ABCD volte r·zné délky úse£ky BM . Co
lze z výsledku usoudit o pom¥ru obsah· trojúhelníku AMN a pravoúhel-
níku ABCD? Hypotézu dokaºte.
�e²ení:
Tímto modelováním nebo uºitím program· dynamické geometrie, nap°.
Cabri, je moºné dojít k hypotéze, ºe obrazem p°ímky MN v obou sou-
m¥rnostech je jedna a táº p°ímka CX.

Uváºíme-li souhlasné úhly p°i vrcholech M a C v trojúhelnících NDC a
NAM , pak m·ºeme psát

| <)NCD| = | <)CMB| = | <)DCX| = α

a
| <)MCB| = | <)BCX| = 90◦ − α.

Sou£et úhl· s vrcholem v bod¥ C je pak roven

| <)NCD|+ | <)DCX|+ | <)MCB|+ | <)BCX| =

= α + α + 90◦ − α + 90◦ − α = 180◦,

tedy obrazy p°ímky MN v osových soum¥rnostech podle p°ímek BC a CD
splývají.

Z podobnosti trojúhelníku· NDC a CBM plyne, ºe y

b
=

a

x
⇒ y =

ab

x
.

Pak obsah ∆AMN m·ºeme vyjád°it takto:

SAMN =
1

2
(a + x)(b + y) =

1

2
(a + x)

(
b +

ab

x

)
=

= ab +
1

2

(x

a
+

a

x

)
≥ 2ab.

Rovnost nastane, práv¥ kdyº x = a. V tomto p°ípad¥ je SAMN = 2ab.
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2. Je dán ostrý úhel KBL a bod M jeho vnit°ku. Sestrojte bodem M p°ímku
p tak, aby vytínala z úhlu KBL trojúhelník ABC nejmen²ího obsahu.
�e²ení:
Analyzujte obsah trojúhelníku ABC pro r·zné p°ípady polohy bodu M
vzhledem k úse£ce AC. Na obrázku je bod M , jím proloºená p°ímka a troj-
úhelník ABC. Uvaºme jinou p°ímku procházející bodem M . Z obrázku je
patrno, ºe nov¥ vzniklý trojúhelník má men²í obsah neº p·vodní trojúhel-
ník.

Uváºíme-li polohu bodu M takovou, ºe je st°edem úse£ky AC, pak z obrázku
níºe je patrno, ºe libovolnou jinou p°ímkou vedenou bodem M nedosáhneme
trojúhelníku s men²ím obsahem, neº má trojúhelník ABC.
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3. Je dána p°ímka p a v jedné polorovin¥ body A,B. Najd¥te na p°ímce p bod
X tak, aby sou£et vzdáleností od bod· A,B byl co nejmen²í.
�e²ení:
Hledaný bod X získáme jako pr·se£ík úse£ky AB′ s p°ímkou p, kde bod
B′ je obrazem bodu B v osové soum¥rnosti dané osou p. A dále platí, ºe
|XB| = |XB′|, tedy |AX|+ |XB| = |AX|+ |XB′|. Pro jinou polohu bodu
X, nap°. X ′, platí v ∆AX ′B′ trojúhelníková nerovnost, tj. |AX ′|+ |X ′B′| >
|AB′|. Pro bod X zkonstruovaný tímto zp·sobem je sou£et minimální.

4. Je dán ostrý úhel XV Y a jeho vnit°ní bod C. Sestrojte na rameni V X
bod A a na rameni V Y bod B tak, aby vzniklý trojúhelník m¥l ABC m¥l
minimální obvod.
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�e²ení:
Analogicky p°edchozímu p°íkladu, zobrazíme bod C v osových soum¥rnos-
tech podle ramen daného úhlu, viz. obrázek. Hledané zbylé vrcholy jsou pak
pr·se£íkem ramen úhlu s úse£kou C ′C ′′.

5. Dokaºte, ºe pro libovolná nezáporná £ísla a, b platí

1

2
(a + b) ≥

√
ab,

p°i£emº rovnost nastane, práv¥ kdyº a = b.
�e²ení:
Uvaºme a = u2, b = v2, u, v ≥ 0. Pak po substituci dostaneme 1

2
(u2 + v2) ≥√

u2v2 = uv pro nezáporná £ísla. Po úprav¥ u2+v2 ≥ 2uv, odkud (u−v)2 ≥
0, coº je výrok pravdivý. Druhá mocnina libovolného reálného £ísla je vºdy
nezáporná.

Celá £ást x � C�I�3
1. Ur£ete b0c , b2, 1c , b2, 8c , b99, 9c , b5c , b−10c , b−2, 001c , b−2, 8c , b−99, 9c ,
b−9c .

�e²ení:
0; 2; 2; 99; 5;−10;−3;−3;−100;−9.
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2. Nech´ a ∈ Z a t ∈ 〈0; 1). Ur£ete bac , ba + tc ,
⌊
a + 1

2
t
⌋
, ba− tc , ba + 2tc ,

ba− 2tc.
�e²ení:
a; a; a; a pro t = 0 a a − 1 pro t ∈ (0; 1); a pro t ∈ 〈

0; 1
2

)
a a + 1 pro

t ∈ 〈
1
2
; 1

)
; a pro t = 0, a− 1 pro t ∈ (

0; 1
2

〉
a a− 2 pro t ∈ (

1
2
; 1

)
.

3. Na£rtn¥te grafy funkcí: y = bxc , y = x− bxc.
4. �e²te v R:

a) x + bxc = 68, 5

b) x + bxc = 97

c) x · bxc = 68, 5

d) x · bxc = 97

�e²ení:
a) 34,5; b) nemá °e²ení; c) 8 < x < 9, x = 8, 5625; d) nemá °e²ení.

5. �e²te rovnice x ∈ R:
a) b3x− 5c = 5x− 8

b)
⌊

5+6x
8

⌋
= 15x−7

5

c)
⌊

3+2x
4

⌋
=

⌊
5−3x

2

⌋

d) soustavu x, y ∈ R: 7 bxc+ 2y = 117, 4 a 5x + 2 byc = 91, 9

�e²ení:
a) Výraz 5x − 8 je nutn¥ celé £íslo, tedy k = 5x − 8, odkud x = 1

5
(k + 8).

Podosazení do zadání dostaneme
⌊
3
k + 8

5
− 5

⌋
=

⌊
3k − 1

5

⌋
= k.

To podle de�nice celé £ásti vede k nerovnostem

k ≤ 3k − 1

5
< k + 1 ⇒ −3 < k ≤ 1

2
,

odkud pro k = −2 je x1 = 1, 2, nebo k = −1 je x2 = 1, 4.

b) Výraz 15x−7
5

= k ∈ Z a tedy 15x−7
5

≤ 5+6x
8

< 15x−7
5

+ 1.
Z první nerovnice plyne x ≤ 9

10
= 81

90
, z druhé nerovnice plyne x > 41

90
.

Dále víme, ºe 15x−7
5

= k ⇒ x = 30k+42
90

, tedy 40 < 30k + 42 ≤ 81 a kone£n¥
− 1

30
< k ≤ 39

30
, k = 0; 1. Po dosazení máme x1 = 7

15
, x2 = 4

5
.

c)
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Platí sou£asn¥ k ≤ 3+2x
4

< k +1 a k ≤ 5−3x
2

< k +1. Pak Ik1 =
〈

4k−3
2

; 4k+1
2

)
a Ik2 =

(
3−2k

3
; 5−2k

3

〉
a hledáme, pro která celá £ísla k mají tyto intervaly

neprázdný pr·nik. Tedy 4k+1
2

> 3−2k
3

a sou£asn¥ 5−2k
3
≤ 4k−3

2
, odkud dosta-

neme pro k podmínku, ºe 3
16

< k ≤ 19
16
⇒ k = 1.

Pro k = 1 a po dosazení
⌊

3+2x
4

⌋
=

⌊
5−3x

2

⌋
= 1, je výsledný interval x ∈〈

1
2
; 5

2

) ∩ (
1
2
; 1

〉
= 〈1

2
; 1〉.

d)
Ozna£me x−bxc = x0 a y−byc = y0, kde x0, y0 ∈ 〈0; 1). Pak daná soustava
p°ejde na tvar

7 bxc+ 2 byc = 117, 4− 2y0

5 bxc+ 2 byc = 91, 9− 5x0.

Na levé stran¥ obou rovnic soustavy je sou£et celých £ísel, tedy i na pravé
stran¥ rovnic soustavy musí být celá £ísla, odkud pro y0 plynou dv¥ moº-
nosti: y0 = 0, 2 nebo 0,7.

Z první rovnice vyjád°íme byc =
117, 4− 2y0 − 7 bxc

2
, dále rovnice od sebe

ode£teme, dostaneme pro y0 = 0, 2 rovnici 2 bxc = 25, 1 + 5x0 a byc =
117− 7 bxc

2
. Protoºe 0 ≤ 5x0 < 5, je bxc = 13, 14 nebo 15. Z d·vodu

byc ∈ Z, musí být bxc liché. Pak dostaneme
bxc x0 byc x y

13 0,18 13 13,18 13,2
15 0,98 6 15,98 6,2

Analogicky pro druhý p°ípad, kdy y0 = 0, 7 a byc =
116− 7 bxc

2
, dostaneme

po ode£tení 2 bxc = 24, 1 + 5x0. Protoºe 0 ≤ 5x0 < 5, je bxc = 13 nebo 14.
Z d·vodu byc ∈ Z, musí být bxc sudé. Pak dostaneme
bxc x0 byc x y

14 0,78 9 14,78 9,7 .

Máme tedy celkem t°i °e²ení [13, 18; 13, 2], [15, 98; 6, 2], [14, 78; 9, 7].

Mocnost bodu ke kruºnici � C�I�4
1. Ur£ete polom¥ry t°í kruºnic, jejichº st°edy tvo°í vrcholy trojúhelníku se

stranami délek a, b, c, a kaºdé dv¥ mají vn¥j²í dotyk.
�e²ení:
Z obrázku vidíme, ºe a = s + t, b = r + t, c = r + s. Odkud se£tením
prvním dvou rovnic získáme rovnici a+b = r+s+2t = c+2t, z £ehoº plyne
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t = a+b−c
2

. Postupným dosazením získáme i velikosti zbývajících polom¥r·
s = a+c−b

2
a r = b+c−a

2
.

2. Kruºnice k, l,m se po dvou vn¥ dotýkají a v²echny t°i mají spole£nou te£nu.
Polom¥ry kruºnic k, l jsou 3 cm a 12 cm. Vypo£t¥te polom¥r kruºnice m.
Najd¥te v²echna °e²ení.
�e²ení:
Ozna£me polom¥ry kruºnic k, l postupn¥ r, s a body dotyku na spole£né
te£n¥ A,B, C. Viz obrázek.

Uvaºujme lichob¥ºník ARTC a dále vezm¥me pravoúhlý trojúhelník RUT ,
|UT | = |AC| =

√
(r + t)2 − (r − t)2 = 2

√
rt = 2

√
3t. Analogicky z li-

chob¥ºník· CTSB a ARSB dostaneme vztahy |BC| = 2sqrtst = 4
√

3t a
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|AB| = 2sqrtrs = 12. Nejd°íce uvaºme, ºe bod C leºí mezi body A a B. Je
pak 2sqrt3t + 4

√
3t = 12, odkud t = 4

3
. Jestliºe bod A leºí mezi body C a

B, dostaneme rovnici 2
√

3t + 12 = 4
√

3t, odkud t = 12. Jiný p°ípad, bod
B je mezi body A a C, nemá °e²ení, viz. dal²í obrázek.

Polom¥r m je roven 4
3
cm nebo 12 cm.

3. Kruºnice k, l,m se dotýkají spole£né te£ny ve t°ech r·zných bodech a jejich
st°edy leºí v p°ímce. Kruºnice k a l stejn¥ jako kruºnice l a m mají vn¥j²í
dotyk. Ur£ete polom¥r kruºnice l, jestliºe polom¥ry kruºnic k a m jsou 3
cm a 12 cm.
�e²ení:
Z pravoúhlých lichob¥ºník· KLV U,LMWV, KMWU plyne podle Pytha-
gorovy v¥ty

|KL|2 = (r + 3)2 − (r − 3)2 = 12r
|LM |2 = (12 + r)2 − (12− r)2 = 48r
|KM |2 = (3 + 2r + 12)2 − (12− 3)2 = 4r2 + 60r + 144

a |KL|+ |LM | = |KM |. Po úprav¥ pro r rovnici

4r2 − 48r + 144 = 0 = 4(r − 6)2.

Má tato rovnice jediné °e²ení r = 6.
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Kruºnice l má polom¥r 6 cm.

4. Kruºnice k, l s vn¥j²ím dotykem leºí ob¥ v obdélníku ABCD, jehoº obsah je
72 cm2. Kruºnice k se p°itom dotýká stran CD, DA a AB, zatímco kruºnice
l se dotýká stran AB a BC. Ur£ete polom¥ry kruºnic k, l, jestliºe polom¥r
kruºnice k je v centimetrech vyjád°en celým £íslem.
�e²ení:
|KL| =

√
(r + s)2 − (r − s)2 = 2

√
rs a SABCD = |AD| · |AB| = 2r · (r +

2
√

rs + s) = (
√

r +
√

s)
2
. Odkud rs = (6− r)2 a s = (6−r)2

r
.
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Z úlohy plyne, ºe s 6> r, tj. s ≤ r a |AB| > 2r. Dále 72 = |AB| · |AD| ≥
4r2 ⇒ r < 4. Pak {r; s} ∈ {4, 1}.
Úloha má práv¥ dv¥ °e²ení: r = s = 3 cm a r = 4 cm, s = 1 cm.

Algebraické nerovnosti � C�I�5
1. Dokaºte, ºe ∀a, b ∈ R : ab ≤ a2+b2

2
.

�e²ení:
Po úprav¥ 2ab ≤ a2 + b2 ⇔ 0 ≤ (a2 − 2ab + b2) ⇔ 0 ≤ (a− b)2, coº je výrok
pravdivý, druhá mocnina reálného £ísla je vºdy nezáporna.

2. Dokaºte, ºe ∀a, b ∈ R+ : a
b

+ b
a
≥ 2.

�e²ení:
Po úprav¥ a2+b2

ab
≥ 2 ⇔ a2 + b2 ≥ 2ab ⇔ (a− b)2 ≥ 0.

3. Dokaºte, ºe ∀a, b ∈ R+ : ab = 1 ⇒ a + b ≥ 2.
�e²ení:
Po vyjád°ení a = 1

b
a dosazení máme nerovnici ve tvaru 1

b
+ b ≥ 2 ⇔

b2 − 2b + 1 ≥ 0 ⇔ (b− 1)2 ≥ 0.

4. Dokaºte, ºe ∀a, b, c ∈ R : 3(x2 + y2 + z2) = (x + y + z)2 ⇒ x = y = z.

5. Dokaºte, ºe ∀a ∈ R+ : a + 1
a
≥ 2. Kdy nastane rovnost?

�e²ení:
Viz. úloha 3 v této podkapitole. Rovnost nastane pro a = 1.

6. Dokaºte, ºe ∀a ∈ R+ : a2 + 1
a2 ≥ 2. Kdy nastane rovnost?

�e²ení:
Analogicky upravíme a dostaneme výraz a4 − 2a2 + 1 = (a2 − 1)

2 ≥ 0.
Rovnost nastane pro a = 1.

7. Najd¥te v²echny trojic kladných £ísel a, b, c, pro které platí

a + 2b + 3c +
1

a
+

2

b
+

3

c
= 12.

�e²ení:

Po úprav¥ a +
1

a
+ 2

(
b +

1

b

)
+ 3

(
c +

1

c

)
≥ 12. Rovnost natane pro a =

b = c = 1.
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8. Nech´ a, b, c, d jsou taková reálná £ísla, ºe a + d = b + c. Dokaºte nerovnost

(a− b)(c− d) + (a− c)(b− d) + (d− a)(b− c) ≥ 0.

�e²ení:
Z podmínky nerovnice získáme vyjád°ení pro d; d = b+c−a a toto dosadíme
do levé strany nerovnice. Po úprav¥ 2a2 − 4ab + 2b2 = 2(a − b)2. Výraz je
nezáporný pro kaºdé reálné £íslo, tím je nerovnost dokázaná.

9. Dokaºte, ºe pro libovolná r·zná kladná £ísla a, b platí

a + b

2
<

2(a2 + ab + b2)

3(a + b)
<

√
a2 + b2

2
.

�e²ení:
Nejprve upravíme levou £ást, tedy 3(a+b)2 < 4(a2 +ab+b2) ⇔ 0 < (a−b)2

pro a 6= b. Pravou £ást umocníme (obé strany nerovnice jsou kladná £ísla),
roznásobíme a £áste£n¥ upravíme na tvar

6a2b2 < a4 + b4 + 2a3b + 2ab3.

Coº m·ºeme chápat jako sou£et dvou nerovností

2a2b2 < a4 + b4 ⇒ 0 < (a− b)2

a
4a2b2 < 2a3b + 2ab3 ⇒ 0 < 2ab(a− b)2.

10. Ur£ete v²echna kladná £ísla x, y, z, pro n¥º sou£asn¥ platí:

x +
1

y
≤ 2, y +

1

z
≤ 2, z +

1

x
≤ 2

�e²ení:
Se£tením v²ech t°í nerovnic dostaneme x+y+z+

1

x
+

1

y
+

1

z
≤ 6. Provedeme

odhad na základ¥ úlohy 5, resp. 3. Tedy 6 ≤ x +
1

x
+ y +

1

y
+ z +

1

z
≤ 6.

Tedy x = y = z = 1.
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D¥litelnost � C�I�6
1. Trojciferné £íslo je zakon£eno £íslicí 4. P°esuneme-li tuto £íslici na první

místo, dostaneme £íslo, které je o 81 men²í neº £íslo p·vodní. Ur£ete p·-
vodní £íslo.
�e²ení:
Hledané £íslo je tvaru ab4, po p°esunu poslední £íslice 4ab, kde a, b jsou
£íslice 0 < a ≤ 9, 0 ≤ b ≤ 9. Rozepí²eme-li jej do rozvinutého zápisu v
desítkové sooustav¥, obdrºíme rovnici

100a + 10b + 4 = 100 · 4 + 10a + b + 81 ⇒ 10a + b = 53.

Uváºíme-li, ºe a, b jsou £íslice 0 < a ≤ 9, 0 ≤ b ≤ 9, získáme jediné °e²ení
a = 5, b = 3. Hledané £íslo je 534.

2. Najd¥te v²echna £ty°místná £ísla n, která mají následující t°i vlastnosti: V
zápise £ísla n jsou dv¥ r·zné £íslice, kaºdá dvakrát. �íslo n je d¥litelné sedmi.
�íslo, které vznikne obrácením po°adí £íslic £ísla n, je rovn¥º £ty°místné a
d¥litelné sedmi.
�e²ení:
Uvaºme t°i p°ípady: aabb, abab a abba, kde 0 < a, b ≤ 9.
a) n = aabb = 1100a + 11b a n′ = bbaa = 1100b + 11a. Dále platí, ºe 7|n a
7|n′, musí d¥lit i jejich sou£et a rozdíl. Tedy 7|(n− n′) a téº 7|(n + n′). Po
úprav¥ máme

n + n′ = 1111(a + b), n− n′ = 1089(a− b).

�ísla 1089, 1111 v²ak nejsou d¥litelná 7, tedy 7 musí d¥lit a + b a a − b.
Pouºijeme stejnou úvahu je²t¥ jednou, tedy 7|(a + b) + (a− b) a 7|(a + b)−
(a − b), odkud vyplývá, ºe 7|2a a 7|b, neboli a, b ∈ {0; 7}. �íslice a, b jsou
navzájem r·zné, proto jedna z nich musí být 0. �íslo n nebo n′ by pak ale
nebylo £ty°místné. �íslo n nem·ºe být tohoto tvaru.
b) n = abab = 1010a + 101b a n′ = baba = 1010b + 101a. Podobn¥ jako v
p°edcházejícím p°ípad¥ odvodíme, ºe

7|n− n′ = 909(a− b), 7|n + n′ = 1111(a + b) ⇒ 7|a, b ⇒ a, b ∈ {0; 7},
tedy jedna z nich op¥t musí být 0. �íslo n nebo n′ by pak ale nebylo
£ty°místné a nem·ºe být ani tohoto tvaru.
c) n = abba = 1001a + 110b = n′ a protoºe 7|1001 a 7 6 |110, musí 7|b ⇒ b ∈
{0; 7}. Vzhledem k podmínce a ∈ {1, 2, . . . , 9} a a 6= b je °e²ením 17 £ísel 1
001, 2 002, 3 003, 4 004, 5 005, 6 006, 7 007, 8 008, 9 009, 1 771, 2 772, 3
773, 4 774, 5 775, 6 776, 8 778, 9 779.
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3. Klárka m¥la na papíru napsáno trojmístné £íslo. Kdyº ho správn¥ vynáso-
bila devíti, dostala £ty°místné £íslo, jeº za£ínalo touº £íslicí jako p·vodní
£íslo, prost°ední dv¥ £íslice se rovnaly a poslední £íslice byla sou£tem £íslic
p·vodního £ísla. Které £ty°místné £íslo mohla Klárka dostat?
�e²ení:
Hledáme £íslo tvaru x = abc = 100a + 10b + c a 9x = 9(100a + 10b + c) =
adde = 1000a + 100d + 10d + (a + b + c), p°i£emº a, b, c, d, e jsou £íslice.
Porovnáním posledních £íslic zjistíme, ºe poslední £íslice výrazu 9c je táº,
jako výraz a+ b+ c. Dále víme, ºe a+ b+ c > 5 a 0 < c < 5, jinak by výraz
9c kon£il £íslicí nep°evy²ující 5; pro c = 0 by pak i x = 0. Ostatní moºnosti
jsou dány v tabulce.
c 9c a+b+c a+b
1 9 9 8
2 18 8 6
3 27 7 4
4 36 6 2

Vztah 9(100a + 10b + c) = 1000a + 100d + 10d + (a + b + c) je²t¥ upravíme
na tvar

100(b− a− d) = 10d + a + 11b− 8c. (1)

�íslice a, b, c, d jsou nejvý²e rovny devíti, tedy hodnota pravé strany je men²í
neº 200 a aspo¬ -72. Je tedy bu¤ b− a− d = 0 nebo b− a− d = 1.
Z prvního p°ípadu plyne, ºe d = b−a, po úprav¥ (1) na tvar 8c = 3(7b−3a)
vidíme, ºe c je násobkem t°í. Z tabulky pak plyne, ºe c = 3, a = 4 − b ⇒
a = b = 2. Tedy x = 223 a hledané £ty°místné £íslo je 2007.
Druhý p°ípad b−a−d = 1 je pak d = b−a−1, dosadíme do (1) a zjistíme,
ºe 8c+110 = 3(7b−3a). Výraz 8c+110 je tdy d¥litelný t°emi a proto musí
c dávat zbytek 2 p°i d¥lení t°emi. Z tabulky c = 2 a b = 6 − a do rovnice
8c + 110 = 3(7b− 3a) zjistíme, ºe a = 0, coº odporuje tomu, ºe Klára m¥la
na papí°e napsané trojmístné £íslo.
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