59. roénik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie C

. Dokazte, ze pro libovolna celd &isla n a k vétsi nez 1 je ¢islo nFt2 — nF délitelné
dvanacti.

. Dokazte, ze pro libovolna éisla a, b z intervalu (1, c0) plati nerovnost
(@ +1)(0*+1) = (a—1)*(b—1)* > 4,

a zjistéte, kdy nastane rovnost.

. Je dana kruznice k se sttedem S. Kruznice [ ma vétsi polomér nez kruznice k, pro-
chazi jejim stifedem a protina ji v bodech M a N. Piimka, kterd prochazi bodem N
a je rovnobézna s primkou M.S, vytind na kruznicich tétivy NP a NQ. Dokazte, ze
trojuhelnik M P() je rovnoramenny.

. Urcete vsechny dvojice realnych cisel x, y, které vyhovuji soustavé rovnic

|z +y] = 2010,
lz] —y =p,

jestlize a) p =2, b) p = 3.
Symbol |z] znadi nejvétsi celé cislo, které neni vétsi nez dané realné ¢islo = (tzv. dolni
celd ¢ast realného cisla ).

Krajské kolo kategorie C se kona
v atery 30. biezna 2010

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feseni tloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu miize soutézici ziskat
6 bodtli, ispéSnym TreSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomticky jsou psaci a rysovaci potieby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zakium sdéli pred zahajenim soutéze.



59. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tloh krajského kola kategorie C

1. Vzhledem k tomu, ze 12 = 3-4, sta¢i ukazat, ze ¢islo a = n¥+2 —nF = nF(n? — 1) =
= (n—1)n(n+1)n*1 je délitelné tiemi a ¢tyfmi. Prvni t¥i ¢initelé posledniho vyrazu jsou
t¥i po sobé jdouci prirozena cisla, takze pravé jedno z nich je délitelné tfemi, a proto
i ¢islo a je délitelné tfemi. A je délitelné i étyfmi, nebot pii sudém n je v poslednim vyrazu
druhy a ¢tvrty Cinitel sudy, zatimco pti lichém n je sudy prvni a tfeti ¢initel. Tim je diikaz
proveden.

Jiné ¥eseni. Polozme a = n**2 —n* = n*(n? —1) = (n —1)n*(n+1). Opét ukazeme,
7e a je délitelné étyfmi a tfemi. Je-li n sudé, je n* délitelné étyimi pro kazdé celé k > 2.
Je-li n liché, jsou ¢initelé n — 1 a n + 1 suda cisla, takze a je délitelné ¢tyimi pro kazdé
celé n = 2.

Délitelnost tfemi je zfejmé pro n = 3l. Je-li n = 3l + 1, kde [ je celé kladné ¢islo, je
tfemi délitelny ¢initel n —1 (a tedy i ¢islo a). Je-li n = 3142 (I je celé nezdporné), je tfemi
délitelny cinitel n 4+ 1. Protoze jiné moznosti vzhledem ke zbytku ¢isla n pti déleni tfemi
nejsou, je Cislo a délitelné tfemi. Tim je pozadovany diikaz proveden.

Za uplny a spravné zduvodnény dukaz udeélte 6 bodu, z toho 1 bod za vhodny rozklad ¢isla a na soucin,
po dvou bodech za dtikazy délitelnosti tfemi a ¢tyfmi a jeden bod za spravny zaveér.

Délitelnost ¢tyfmi lze samoziejmé dokazat i rozborem moznosti n = 4l, n = 4l + 1, n = 4l + 2,

n = 41 4+ 3. Podobné pro délitelnost tfemi je mozno vyuzit znamé tvrzeni, ze druhd mocnina celého cisla
nikdy nedava pti déleni tfemi zbytek 2.

2. Danou nerovnost ekvivalentné upravujme:

(a®V* +a® +b* 4+ 1) — (a® — 2a+ 1)(b® — 2b+ 1) > 4,
(a®b® +a® + b* + 1) — (a*b? — 2ab® + b?) + (2a%b — 4ab + 2b) — (a® — 2a + 1) > 4,
2ab(a +b) —4ab+2(a+b) = 4,
2(a +b)(ab+ 1) = 4(ab+ 1),
2(ab+1)(a+b—2) 2 0.

Vzhledem k prfedpokladu a = 1,b 2 1 je a+ b = 2, takZe upravend nerovnost zfejmé plati.
Rovnost v ni (a tedy i v zadané) nerovnosti pfitom nastane, pravé kdyz a + b = 2 neboli
a=b=1.

Jiné feSeni. Pii oznaceni m = a? +1 a n = b? 4 1 lze levou stranu dokazované
nerovnosti pfepsat do tvaru L = mn — (m — 2a)(n — 2b) = 2an + 2bm — 2ab — 2ab, z néjz
vytykdnim dostaneme L = 2a(n — b) + 2b(m — a).

Cisla a, b jsou z intervalu (1, 00), proto 1 = m — a? < m — a. Odtud 2b(m — a) = 2.
Analogicky dostaneme 2a(n—b) = 2. Je tedy L = 4 a rovnost nastava, pravé kdyz a = b = 1.

Jiné FeSeni. Po substituci a = 1 +m a b =1+ n, kde m,n = 0, ziskd leva strana
nerovnosti tvar
L= (m?+42m+2)(n* + 2n + 2) — m?n?

Po roznésobeni, které si staci pouze piedstavit, se zrusi ¢len m?n?, takze L bude souctem
nezépornych ¢lenti, mezi nimiz bude i ¢len 2 - 2 = 4. Tim je nerovnost L = 4 dokézéana.



A protoZe mezi zminénymi ¢leny budou rovnéz 4m a 4n, z rovnosti L = 4 plyne m = n = 0,
coz naopak zfejmé i rovnost L = 4 zarucuje. To znamend, Ze rovnost nastava, praveé kdyz
a=b=1.

Za uplné a spravné zduvodnéné feseni udélte 6 bodu.

3. Polomér kruznice k oznacme r. Oznaceni vrcholi P, () v trojuhelniku M PQ
neni dulezité, proto bez Gjmy na obecnosti oznac¢me jako P ten z bodid pfimky vedené
bodem N rovnobézné s primkou M S, ktery lezi na kruznici k. Bod @) pak lezi na kruznici [
a Ctyfuhelnik NQMS je lichobéznik vepsany kruznici [ (obr.1). Je tedy rovnoramenny
s rameny M@ a NS délky r. Navic i tisecky SP a SM maji délku r. Z rovnoramenného
trojuihelniku N PS a rovnoramenného lichobézniku NQM S plyne rovnost thlt [<SPN| =
= |xSNP| = |xMQP]|. Pricka PQ tedy protina pfimky SP a M () pod stejné velkymi uhly,
a proto (podle véty o souhlasnych thlech) jsou piimky SP a M@ rovnobézné. Ctyithelnik
PQMS je tudiz rovnobéznik, a protoze |SM| = |SP| = r, je to dokonce koso¢tverec. Odtud
je jiz ziejmé, ze trojuhelnik M P() je rovnoramenny s rameny P(Q) a M(Q délky r.

Obr.1

Pozndmka. Existence tétiv NP a N@Q v zadani je zarucena diky predpokladu, ze
kruznice [ mé vétsi polomér nez kruznice k. Oznacime-li C' stfed tsecky SM a E ten
prusecik kruznice k s osou usecky S M, ktery lezi v poloroviné SM O, bude stied O kruznice [
lezet na polopfimce C'E aZ za bodem E (obr.2). Dalsi prusec¢ik N obou kruznic proto

Obr. 2

padne do pasu mezi rovnobézkami SM a NyE v poloroviné OC'S, kde Ny je ¢tvrty vrchol
kosoctverce s vrcholy S, M, E. K tomu stac¢i ukazat, ze kruznice [ protne polopiimku E N,



az za bodem Ny, Ze tedy jeji polomér OS5 je vétsi nez délka tisecky O Ny. Toto srovnani dvou
stran trojihelniku O.S Ny snadno plyne z porovnani jeho vnitinich thld: thel u vrcholu Ny
je nejvétsi, nebot oba thly pfi protilehlé strané O.S jsou mensi nez 60° (trojihelnik E.S Ny
je rovnostranny). Snadno nahlédneme, ze kazdd z rovnobézek uvedeného pasu protina
kazdou z obou kruznic ve dvou bodech (vZdy soumérné sdruzenych podle pfislusné osy
kolmé na SM).

Tim je prokazana nejen existence obou tétiv NP a NQ, ale i to, Ze jejich krajni body
P a @ lezi na stejnou stranu od bodu N (jako na obr.1), nebot oba body zfejmé lezi
v poloroviné opacné ke zminované poloroviné OC'S.
Za uplné feseni udélte 6 bod1, z toho 2 body za zdtvodnéni, ze NQM S je rovnoramenny lichobéznik, 1 bod
za dtkaz shodnosti thlt SNP a SPN, 2 body za dtkaz, ze PQMS je rovnobéznik a 1 bod za zdavodnéni

|PQ| = |MQ| = r. Existenci obou tétiv vySetfovanou v zavéreéné poznamce neni nutné dokazovat, protoze
je predpokladem tulohy.

4. Protoze cislo p je celé, je iy = |x| — p celé ¢islo a |z + y] = |z] + y. Pavodni
soustava rovnic je tedy ekvivalentni se soustavou

|z] +y = 2010,
lz] —y =D,

kterou snadno vyfesime napiiklad s¢itaci metodou. Obdrzime |z] = 3(2010+p) (coz mize
platit jen pro suda p) a y = || — p.

a) Pro p = 2 je feSenim soustavy libovolné x € (1006,1007) a y = 1004.

b) Pro p = 3 nema soustava FeSeni.

Jiné feseni. Polozme || = a, pak x = a +t, kde t € (0,1).

a) Pro p = 2 soustavu pfepiSeme do tvaruy = a—2 a [2a —2+t] = 2010. Z posledni
rovnice plyne 2a—2 = 2010, odtud a = 1006. Jelikoz ¢t € (0, 1), vyhovuje pivodni soustavé
kazdé = € (1006,1007), pficemz y = 1 004.

b) Pro p = 3 dostavame y = a—3 a |2a—3+t| = 2010. Posledni rovnice je ekvivalentni
se vztahem 2a — 3 = 2010, kterému nevyhovuje zadné celé ¢islo a. Pro p = 3 nem4 dané
soustava rovnic feseni.

Za Uplné feseni udélte 6 bodi, z toho 4 body za vyfeseni tkolu a) a 2 body za ukol b).



