59. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ulohy domdci &sti |. kola kategorie B

1. Na stole lezi tri hromadky zdpalek: v jedné 2 009, ve druhé 2010 a v posledni 2011.
Hrac, ktery je na tahu, zvoli dvé hromddky a z kaZdé z nich odebere po jedné zapalce.
Ve hre se pravidelne stridaji dva hraci. Hra konci, jakmile néktera hromadka zmizi.
Vyhrdva ten hrac, ktery udélal posledni tah. Popiste strategii jednoho z hraci, kterd
mu zajisti vyhru.

RESENI. Jsou-li poéty zapalek na jednotlivych hroméadkach a, b, c, fekneme, Ze
hra je v pozici (a, b, ¢). Celkovy pocet zapalek je na zacatku sudy a po kazdém tahu se
zmensi o 2, proto zustava stale sudy. Zaneché-li néktery hrac po svém tahu pozici (2, 2, ¢),
kde c je néjaké kladné sudé ¢islo, donuti soupete vytvorit aspon jednu jednozapalkovou
hroméadku a to mu umozni dalsim tahem vyhréat. Pozice (2, 2, ¢) mohla vzniknout z pozice
(3,3, ¢) nebo z pozice (3,2, c+ 1), tedy z pozic, v nichz jsou dvé ¢isla liché a jedno sudé.

Dokéazeme, ze zanechavani pozic se tfemi sudymi ¢isly zajisti vyhru. Z takové pozice
souper jakymkoliv svym tahem vytvofi pozici se dvéma c¢isly lichymi a jednim sudym.
Odebereme-li potom zapalky ze stejnych hromadek jako v predeslém tahu soupet, vytvo-
fime opét pozici se tfemi sudymi ¢isly. Strategie zanechavani pozic se tfemi sudymi ¢isly
je tedy realizovatelna (za predpokladu, Ze celkovy pocet zapalek je sudy). Celkovy pocet
zapalek se stale zmensuje a pocty zapalek na jednotlivych hromadkach se po kazdém
tahu zmensi nanejvys o 1. Proto musi dojit k situaci, kdy aspon na jedné hromadce
zustane presné jedna zépalka. To se ale muze stat jen po souperové tahu (¢islo 1 je totiz
liché). Odebranim této zapalky spolu s kteroukoliv dalsi hru vitézné zakonéime.

Popsanou strategii mtze pouzit hrac¢, ktery zacina, odebere-li ve svém prvém tahu
po jedné zapalce z prvni a tfeti hromadky. Pokud ale udéla jiny tah, mize vitéznou
strategii uplatnit jeho soupert.

NAVODNE A PODOBNE ULOHY:

1. V misce je 100 bilych a 110 ¢ernych kulicek. Hra¢ muize v kazdém svém tahu odebrat
jednu bilou nebo jednu ¢ernou nebo jednu bilou spolu s jednou ¢ernou kulickou. Dva
hraci se pravidelné st¥idaji v tazich. Vyhrava ten, po jehoz tahu ztstane miska prazdna.
Popiste vitéznou strategii pro nékterého hrace. [Zanechévat v misce sudy pocet bilych
i sudy pocet Cernych, muaze ji uplatnit hrié¢, ktery nezacina.]

2. Na hromadce je 2009 zapalek. V kazdém tahu muze hra¢ odebrat jednu nebo dvé
zapalky. Dva hraci se pravidelné stfidaji v tazich. Ten, ktery vezme posledni zapalku,
prohrava. Popiste vitéznou strategii pro nékterého hracde. [Zanechat v misce po kazdém
tahu 3k + 1 zépalek, mize ji uplatnit zac¢inajici hrac.]

3. Na jedné hromadce je 2009, na druhé 2020 zapalek. V kazdém tahu si hrac¢ zvoli jednu
hromadku a odebere z ni jednu nebo dvé zapalky. Dva hraci se pravidelné stfidaji
v tazich. Vyhrava ten, po jehoz tahu neztistane na stole zadna zapalka. Popiste vitéznou

strategii pro nékterého hrace. [Zanechivat takové pocty zapalek, aby jejich rozdil byl
délitelny tfemi, mtize ji uplatnit za¢inajici hrac.]

2. Na tabuli je napsano ctyrmistné cislo, které ma presné sest kladnych deliteli, z nichz
prave dva jsou jednomistni a prdvé dva dvojmistni. Vetsi z dvoymistnych délitelu je
druhou mocninou prirozeneho cisla. Urcete vSechna cisla, ktera mohou byt na tabuli
napsdna.



RESEN{. Pocet kladnych délitelt &isla, jehoz rozklad na prvoéinitele méa tvar n =
= phiphe pkr je (ky 4+ 1)(ka + 1) ... (k. + 1). Proto &slo, které ma presné 6 = 3 - 2
kladnych délitelt, musi mit jeden z tvart p® nebo p?q, kde p a ¢ jsou prvoéisla.

Uvazujme nejdiive moznost p°. Toto ¢islo ma délitele 1, p, p?, p3, p*, p°; ziejmé
1 <p<p?<p®<p* < p® Dva nejmensi délitelé jsou jednomistni a dalsi dva
dvojmistni. Vé&tsi z nich, tedy p3, ale neni druhou mocninou piirozeného &isla.

Hledané ¢&islo mé tedy tvar p?q a jeho délitelé jsou 1, p, p%, ¢, pq, p?q. Je-li p > g,
potom 1 < ¢ < p < pg < p?> < p?q. Dva dvojmistni délitelé by byli p a pq, ale pg neni
druhou mocninou prirozeného ¢isla.

Musi tedy byt p < q. Ze vSech Sesti déliteltl jsou druhymi mocninami pfirozeného
¢isla jen 1 a p2. Proto je p? vétsi ze dvou dvojmistnych déliteltt a odtud vyplyva 1 <
<p<q<p?<pg<p?q Délitelé 1 a p jsou jednomistni, ¢ a p? jsou dvojmistni, pq
aspoll trojmistny a p?q ¢tyimistny. Odtud vyplyva p € {5,7}, 9 < ¢ < p?, pqg > 99,
999 < p?q < 10000.

Pro p = 5 dostavame 9 < g < 25, 5g > 99 a 999 < 25¢ < 10000, témto podminkam
zadné prvocislo ¢ nevyhovuje.

Pro p = 7 dostavame 9 < ¢ < 49, 7q¢ > 99 a 999 < 49¢ < 10 000; témto podminkadm
vyhovuji q € {23,29,31,37,41,43,47}.

Na tabuli je tedy napsano jedno ze sedmi cisel 49 - 23 = 1127, 49 - 29 = 1421,
49-31 =1519,49-37 =1813,49-41 = 2009, 49 - 43 = 2107, 49 - 47 = 2 303.

NAVODNE A PODOBNE ULOHY:
1. Najdéte nejmensi pfirozené ¢islo, které ma presné 2009 kladnych déliteli. [240 - 36 .
- 5% = 12524 124 635 136 000 000]
2. Ktera étyfmistna ¢éisla maji nejvice déliteld? [7560 a 9240 maji 64 kladnych déliteld]
3. Najdeéte vsechna licha ¢tyimistna Cisla, ktera maji vice nez 10 kladnych déliteld, z nichz
aspoii 30 % jsou druhé mocniny pfirozenych ¢isel. [1125, 1323, 2025, 3087, 3267, 3969,
4563, 6075, 6125, 7803, 8575, 9747, 9801]

3. V rovin€ je dana usecka AB. Sestrojte rovnobéinik ABCD, pro jehoz stredy stran
AB, CD, DA oznacené po tadé K, L, M plati: body A, B, L, D leZi na jedné
kruznici a rovnéz body K, L, D, M leZi na jedné kruznici.

RESEN{. Ozna¢me a = |AB|, b = |AD| délky stran hledaného rovnobézniku
(obr. 1). Lichobézniku ABLD lze opsat kruznici, proto je rovnoramenny, a tudiz |BL| =
= b. Protoze tsecky KB a DL jsou rovnobézné a shodné, je K BLD rovnobéznik, a tedy
|KD| = |BL| = b. To znamena, ze trojthelnik AK D je rovnoramenny, takze bod D musi
lezet na ose jeho zdkladny AK.
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Usecka KL je stiedni piickou rovnobézniku ABCD, proto KL | MD; KLDM je
tedy lichobéznik, a jelikoz se mu dé opsat kruznice, je rovnoramenny a odtud |K M| =
= |DL| = ja. Protoze KM je stiedni p¥itka trojuhelniku BDA, mé strana BD délku
2-|KM| = a. Bod D tedy lezi na kruznici se stfedem B a polomérem a.

Konstrukce: Sestrojime stied K tsecky AB, osu o usecky AK a kruznici k se stie-
dem B a polomérem |AB|. Prisec¢ik této kruznice s osou tsecky AK je bod D. Bod C
je potom priisecik piimek vedenych body D a B rovnobézné s primkami AB a AD.

Diikaz Ctyftahelnik ABCD ma4 protilehlé strany rovnobézné, je to tedy rovnobéz-
nik. Ozna¢me L a M stfedy usecek C'D a AD. Z toho, ze bod D leZi na ose tsecky AK,
vyplyva |KD| = |AD|. Protoze KBLD je rovnobéznik, plati |BL| = |KD| = |AD|.
Lichobéznik ABDL je tedy rovnoramenny, a proto body A, B, L, D lezi na jedné
kruznici. Usetka KM je stiedni piicka trojihelniku BDA, proto |[KM| = %|BD| =
= %|AB| = |DL|; KLDM je tedy rovnoramenny lichobéznik, takze jeho vrcholy lezi na
jedné kruznici.

Diskuse: Protoze pfimka o ma od bodu B mensi vzdalenost nez bod A, protina
kruznici k ve dvou bodech. Uloha m4 tedy v kazdé poloroviné s hrani¢ni pifmkou AB
jedno feseni.

JINE RESENI. Stejné jako v prvém feseni dokazeme, ze |KD| = |AD| a |DB| =
= |AB)|. Trojuhelniky AKD a DAB jsou tedy rovnoramenné, a protoze se shoduji
v dhlu u vrcholu A, jsou podobné. Proto |AK|/|AD| = |DA|/|AB| &li a/b = b/a
a odtud b = %ax/@ Bod D je tedy prusecikem kruznic se sttedy A a K a polomérem

Luy2,

NAVODNE A PODOBNE ULOHY:
1. Dokazte, Ze lichobézniku se da opsat kruznice, pravé kdyz je rovnoramenny.
2. Dokazte, %e pro délky stran a, b a délky uhlopficek e, f rovnobézniku plati e? + f2 =
= 2a? + 2b°.
3. Strana AB rovnobézniku ABC D mé délku a. Kruznice opsané trojuhelniku ABD pro-
tind poloptimku opacnou k polopfimce CD v bodé L; oznaéme = = |CL|. Vypoditejte
délku tétivy, kterou pfimka C'D vytind na kruznici opsané trojuhelniku ABC. [|a — z|]

4. Najdete 2009 po sobé jdoucich ctyrmistnych cisel, jejichz soucet je soucinem tri po
sobeé jdoucich prirozenych cisel.

RESEN{. Ozna¢me prostfedni z hledanjch éisel a. Soucet ¢isel a—1004,a—1003, .. .,
a+ 1003, a + 1004 je 2009a = 41 - 49 - a, pFicemz 2004 < a < 8995. M4 platit
41-49-a =n(n+ 1)(n + 2) pro vhodné pfirozené ¢islo n. Protoze

2009-2004 < n(n+1)(n+2) < (n+1)>
musi platit n + 1 > /2009 - 2004, a tedy n = 159. Podobné z nerovnosti
2009 -8995 > n(n + 1)(n +2) > n®
dostavame n < +v/2009 - 8995 ¢&ili n < 262.
Sou¢in n(n + 1)(n + 2) ma byt délitelny &isly 41 a 49. Zadny z éiniteld n, n + 1,
n + 2 nemuze byt délitelny obéma ¢isly 41 i 49, nebot 41 - 49 > 262 + 2. Sedmi je

délitelny nanejvys jeden z ¢initel n, n+1, n+2; proto musi byt néktery z nich délitelny
¢islem 49. Budeme tedy mezi ¢isly 159, 160, ..., 264 hledat takova dveé, jejichz rozdil je
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1 nebo 2, pficemz jedno z nich je délitelné ¢islem 41 a druhé ¢islem 49. Nasobky ¢isla 41
v uvedeném rozsahu jsou 164,205 a 246, nasobky d¢isla 49 jsou 196 a 245. Vyhovujici

¢isla jsou tedy 245 a 246 a my mame dvé moznosti:
245 - 246 - 247

a)n =245 n+1=246,n+2 =247, a = — 5000 7410 a hledani cisla
jsou 6406,6407,...,8414;
244 - 245 - 24
b)n =244, n+1 =245, n+2 = 246, a = % = 7320 a hledana &isla

jsou 6316,6317,...,8324.

NAVODNE A PODOBNE ULOHY:

1. Najdéte 20 po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel, jejichz soucet je druhou mocninou pfi-
rozeného éisla. [Takové ¢isla neexistuji, nebot kazdy takovy soudet je délitelny dvéma,
ne vSak Gtyfmi.]

2. Najdéte 2009 po sobé jdoucich pétimistnych cisel, jejichz soucet je treti mocninou
pfirozeného ¢isla. [10763,10764,...,12771 nebo 93132,93133,...,95140]

3. Soucet druhych mocnin jedenacti po sobé jdoucich trojmistnych ¢isel je ndsobkem déisla
2009; najdéte tato ¢isla. [508, 509, ...,518 nebo 753,754, ..., 763]

5. Uvnitr kratsiho oblouku AB kruznice opsané€ rovnostrannému trojuhelniku ABC' je
zvolen bod D. Tétiva CD protindg stranu AB v bodé E. Dokazte, Ze trojuhelnik se
stranami délek |AE)|, |BE|, |CE| je podobny trojihelniku ABD.

RESEN{. Vedme bodem E rovnobézku se stranou BC a ozna¢me F jeji priseéik se
stranou AC. Trojuhelnik AEF je rovnostranny, proto |EF| = |AE| ataké |CF| = |BE|.
Trojuhelnik FEC ma tedy délky stran |AE|,|BE|,|CE| (obr.2), které nas zajimaj.
Dokazeme, ze je podobny trojuhelniku ABD:

C

AN § \ J B
D
Obr. 2
Oba trojuhelniky se zfejmé shoduji ve vyznaceném tupém tuhlu velikosti 120°

(|<xADB| = 180° — | < ACB|). Uhly ACD a ABD jsou obvodové nad tétivou AD, proto
jsou shodné. Podle véty uu tedy skutecné plati AECFEF ~ ANABD.

JINE RESENI. Obvodové thly DAB a DCB jsou shodné stejné jako thly ADC
a ABC, proto NADE ~ ACBE. Odtud vyplyva

|AE| |CE| |CE|
|AD| ~ |CB| |AB|’
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Analogicky jsou podobné i trojuhelniky DEB a AEC, takze

|BE| |CE| |CE]
|BD|  |AC|  |AB|’

7 rovnosti
|AE| B |CE] B |BE)|

|AD| ~ |AB|  |BD|

pak vyplyvad podobnost trojuhelniku s délkami stran |AFE|, |CE|, |BE| a trojthel-
niku ABD.

NAVODNE A PODOBNE ULOHY:

1. Jestlize se tétivy AB a CD kruznice k protinaji v bodé M, jsou trojuhelniky AMC
a DM B podobné. Dokazte.

2. Necht E je vnitini bod strany AB trojuhelniku ABC. Oznaéme D (D # C) prisecik
pfimky C'E s kruznici opsanou trojuhelniku ABC'. Déle ozna¢me F' prusecik strany AC
s pfimkou, kterd prochéazi bodem E a je rovnobéznd s BC. Dokazte, ze trojuhelniky
ABD a ECF jsou podobné.

3. Necht ABC je trojuhelnik, v némz |AC| # | BC|. Dokazte, ze osa tthlu BC' A se s osou
strany AB protind v bodé, ktery lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABC.

2_axr+b—1=0 md v mnoginé

2 _az+

6. Redlnd cisla a, b maji tuto vlastnost: rovnice x
realnych cisel dva rizné koteny, jejichZ rozdil je kladnym kotrenem rovnice x
+b+1=0.

a) Dokazte nerovnost b > 3.
b) Pomoci b vyjadrete koteny obou rovnic.

RESENI. Ozna¢me x; mensi a x5 vétsi kofen prvni rovnice. Potom plati 21 +z2 = a,
r1x2 = b — 1. Druha rovnice ma kotfen x5 — x1, a protoze soucet obou jejich koreni je
(stejné jako u prvni rovnice) roven ¢islu a, musi byt druhy kofen a — (xg — x1) =
=1 + T3 — 2 + 1 = 2x1. Soudin kofent druhé rovnice je tak (xo — 1) - 221 = b+ 1.
Odtud dostavame b = —1 + 2z179 — 223 = —1 + 2(b — 1) — 222, a tedy

b=34227 >3, (1)

nebot z rovnosti 1 = 0 by vyplyvalob+1=5b—-1=0.
Protoze 9 —x1 > 0 a b+ 1 > 0, musi byt kladny i druhy kofen 2z; druhé rovnice,
tedy 1 > 0; z rovnosti (1) tak mame

b— b—1 b—1)v2
T, = —3 adale xz9 = = ( )\/_
2 I b—3

Kofeny druhé rovnice jsou pak

Tog — X1 = b+l a 2r1=+/2(b—3).

2(b— 3)

JINE RESENI. Kofeny prvé rovnice jsou

a—+va?—4b+4 a++vVa?—4b+4

r1 = a T =
2 2 ’




pricemz pro diskriminant plati
D=a*—4(b—1)>0. (2)
Rozdil kofent o — 27 = va? — 4b + 4 je kofenem druhé rovnice, proto

o> —4b+4—ava?—4b+4+b+1=0,
a® —3b+5=ava2—4b+4, (3)
a* +2a*(5 — 3b) + (3b — 5)* = a* — 4a®b + 4a?,
(3b — 5)% = a*(2b — 6).
Rovnost a = 0 nastava, pravé kdyz 3b — 5 = 0; potom by ale neplatilo (2). Proto

a?>0,(3b—5)2>0,atedyi2b—6>0¢ili b>3.7Z (2) a(3) potom vyplyvi a > 0
(pro b > 3 je totiz a®? —3b+5 > a? —4b+ 4 = D > 0), takze

_ 3b-5
2(b—3)’
dale pak
1( 3b—5 (3b — 5)2 b—3
T = — —4b+ 4| =4/ —,
! 2<1/72(b_3) 2(b—3) ) 2

1 3b-5 (3b—5) _(b-1)Vv2
x2_2<\/m+ 2(6—3) 4b+4>_ N

Druhé rovnice mé koreny

a—+va?—4b—4 b+1

T3 = = =23 —x
3 5 20 = 3) 2 1

Ja? —ih—4
vy =2 = — /2(b-3).

NAVODNE A PODOBNE ULOHY:

1. Najdéte vSechny dvojice &isel a, b, pro néz mé kazda z rovnic 22 + ax + b = 0, 22 +
+ bx + a = 0 v mnoziné redlnych cisel dva rizné koteny, pficemz kazdy kofen druhé
rovnice je o 1 vétsi nez néktery z kofenti prvé rovnice. [a = —1,b = —3]

2. Najdéte viechny dvojice realnych &isel a, b, pro néz maji kazdé dvé z rovnic 2 — 10z +
+a=0,2%—16x+b=0, 22 — 18z +a+b = 0 aspon jeden spoleény koten. [a = b = 0
nebo a = 16, b = 64]

3. Najdéte vSechny dvojice &isel a, b, pro néz ma kazdd z rovnic 2 — 152 + a = 0,
22 — 15z + b = 0 v mnoziné realnych ¢&isel dva rtzné koreny, pfi¢em?z kladny rozdil
kofent kazdé rovnice je kofenem zbyvajici rovnice. [a = b = 0; a = b = 50; a = 54,
b=36; a =36, b= 54]



