58. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ve

Ulohy domaci casti |. kola kategorie C

1. Honza, Jirka, Martin a Petr organizovali na nameésti sbirku na dobrocinné ucely.
Za chvili se u nich postupné zastavilo pét kolemgjdoucich. Prvni dal Honzovi do
jeho kasicky 3 K¢, Jirkovi 2 K¢, Martinovi 1 K¢ a Petrovi nic. Druhy dal jednomu
z chlapcu 8 K¢ a zbylym trem nedal nic. Treti dal dvéma chlapcum po 2 K¢ a dvéma
nic. Cturty dal dvéma chlapcim po 4 K¢ a dvéma nic. Pdty dal dvéma chlapcim
po 8 K¢ a dvéma nic. Poté chlapci zjistili, Ze kaZdy z nich vybral jinou castku, pri-
cemz tyto tvori ctyri po sobé jdouct prirozend cisla. Ktery z chlapcu vybral nejméné
a ktery nejvice penéz?

RESENf. Dohromady chlapci dostali 34+2+1+8+2-2+2-4+2-8 = 42 K&.
Toto cislo 1ze jednoznacné vyjadrit jako soucet ¢tyf po sobé jdoucich prirozenych cisel:
42 = 9 + 10 + 11 + 12. Ctyii chlapci tedy (v néjakém potadi) vybrali sumy 9, 10, 11
a 12 K¢.

Zadny chlapec nemohl dostat 8 K& zaroven od druhého i od patého kolemjdouciho
(jinak by mél alesponi 16 K¢, nejvice v8ak mohl kazdy z chlapct dostat 12 K¢). Takze
od druhého a patého maji t¥i chlapci po 8 K¢ a jeden od nich nedostal nic. Nejvyse
jeden z téchto tii chlapcti mohl dostat 4 K¢ od ¢tvrtého kolemjdouciho, jinak by méli
uz alesponi dva chlapci alespont 12 Ké. Ctvrty kolemjdouci musel tedy dat 4 K¢ prave
jednomu z nich a 4 K¢ zbyvajicimu chlapci. Bez penéz prvniho a tietiho kolemjdouciho
tedy maji chlapci vybrano 12, 8, 8 a 4 K¢. Chlapec, ktery dostal v sou¢tu od druhého,
¢tvrtého a patého kolemjdouciho dvanact korun, uz nemohl dostat od prvniho a tietiho
kolemjdouciho nic, nebot by mél vice nez dvanact korun. Ten, ktery dostal v sou¢tu
od druhého, ¢tvrtého a patého kolemjdouciho 4 K¢, musel dostat od prvniho a tretiho
v souctu maximalni moznou ¢éastku, tj. 3 + 2 = 5 K¢, jinak by mél celkové méné nez
9 K¢ (dostal tedy pravé 9 K¢ a ma nejméné). Takze nejméné vybral Honza, nebot on
dostal od prvniho kolemjdouciho 3 K¢, a nejvic Petr, ktery od prvniho kolemjdouciho
nedostal nic.

Uvahy snadno dokonéime a ukédZeme, Ze popsané rozdéleni je vskutku mozné. Jak
uz vime, Honza vybral 9 K¢ a Petr 12 K¢, Jirka, ktery dostal 2 K¢ od prvniho, nemohl
dostat od tfetiho nic, takze dostal celkem 10 K¢, a Martin 11 K¢. VSechny tvahy mtizeme
prehledné uspotradat do tabulky, kterou postupné dopliujeme:

1 2 3 4 5 by
8 0 0
0 0 8
0 0 0 4 8 12 - P
0 4 0 <9 —-H
1+243| 1x8 2x2 2x4 2x8

NAVODNE ULOHY:
1. Ukazte, ze prirozené cislo n lze vyjadrit jako soucet ¢tyf po sobé jdoucich Cisel, prave
kdyz n 2 10 a n dava zbytek dvé po déleni &tyimi. [(k+ 1) + (k+2) + (k+3) + (k +
+4) = 4k + 10]



2. Dokazte, ze libovolné piirozené &islo n 2 3, které neni mocninou é&isla 2, lze vyjadfit
jako soucet nékolika po sobé jdoucich pfirozenych &isel. [n = ”Tfl + 2L bro n liché,

2
n:(%—pT_l)—i—(%—pT_l—i—l)—i—...—l—(%—i—pT_l) pron = p-q, kde p > 1 je lichy
délitel]

3. V klobouku je pét kouli a na kazdé z nich je napsino jedno pfirozené ¢islo. Soucet ¢isel
na koulich v klobouku je 27 a ¢isla na libovolnych dvou koulich se lisi alespon o dvé.

Dokazte, ze v klobouku neni koule s éislem 6. [V klobouku mohou byt bud koule s éisly
1, 3,5,7, 11, nebo 1, 3, 5, 8, 10.]

2. Pravouhlému trojuhelniku ABC' s preponou AB je opsdna kruzZnice. Paty kolmic
z bodi A, B na teénu k této kruznici v bodé C oznacme D, E. Vyjadrete délku
usecky DE pomoci délek odvésen trojuhelniku ABC.

RESEN{. Ozna¢me odvésny trojuhelniku ABC obvykl§m zptsobem a, b a protilehlé
uhly «a, 3. Stfed pfepony AB (stfed opsané kruznice) oznacime O (obr. 1).

Vyska v = C'P rozdéluje trojihelnik ABC na trojuhelniky ACP a C BP podobné
trojuhelniku ABC' podle véty uu (o + S = 90°), tsecka OC' je kolmé na DFE a na-
vic |OC| = |OA| = r (polomér opsané kruznice). Odtud |[xOCA| = |xOAC| = «
a |xXDCA| =90° — |x<xOCA| = 5.

Pravouhlé trojiuhelniky ACP a ACD se spolec¢nou preponou AC' se tudiz sho-
duji i v thlech pfi vrcholu C. Jsou proto shodné, dokonce soumérné sdruzené podle
piimky AC. Analogicky jsou trojuhelniky C'BP a CBE soumérné sdruzené podle BC.
Je tedy |CD| = |CE| = v, tudiz |DE| = 2v = 2ab/v/a? + b2, nebot z dvojiho vyjadieni
dvojnasobku obsahu trojuhelniku ABC' plyne v = ab/|AB]|, pficemz |AB| = va? + b2.

Pozndmka. Misto dvojiho vyjadfeni obsahu miizeme k vypoctu vysky C'P vyuzit
podobnost trojihelnikit CBP a ABC: sina = |CP|/|AC| = |BC|/|AB|.

A O P B
Obr. 1 Obr. 2

JINE RESENI. Usecka OC je stiedni ptickou lichobézniku DABE, nebot je rovno-
bézna se zakladnami a prochazi sttedem O ramene AB. Je proto D obrazem bodu F
v soumeérnosti podle stfedu C'. Obraz F' bodu B v téze soumérnosti lezi na polopfimce
AD za bodem D (obr.2). Je |CF| =|BC| = a, thel ACF je pravy, trojuhelniky AFC
a ABC jsou tedy shodné. Vidime, ze C'D je vyska v trojihelniku AF'C' shodné s vys-
kou v, trojuhelniku ABC, a DFE je jejim dvojnasobkem. Velikost vysky v. dopocitadme
stejné jako v predchozim reseni.



Jing RESENI. Usecky CD a CE (obr.3) jsou shodné s vyskami rovnoramennych
trojuhelnikt ACO, BCO na spole¢nou stranu OC'. Protoze tyto dva trojuhelniky maji
ve srovnani s tfetim trojihelnikem ABC polovi¢ni obsah a i jejich spole¢né strana OC
je oproti preponé AB polovi¢ni, jsou obé vysky na stranu OC' trojuhelnika ACO, BC'O
shodné s vyskou na stranu AB trojihelniku ABC'. Jeho vysku dopocitame jako v prvnim
FeSeni.

D

Odpovéd. |DE| = 2ab/v/a? + b2.

NAVODNE ULOHY:

1. Vyjadiete vysku v, pravouhlého trojuhelniku ABC s pravym thlem pfi vrcholu C
pomoci stran a, b, ¢ tohoto trojuhelniku.

2. Necht k je kruznice opsand pravoihlému trojuhelniku ABC s pfeponou AB délky c.
Oznacme S stifed strany AB a D a E pruseciky os stran BC' a AC' s tymz obloukem AB
kruznice k. Vyjadiete obsah trojihelniku DSE pomoci délky ptrepony c. [¢? /8]

3. Vyjadfete obsah rovnoramenného lichobézniku ABC D se zékladnami AB a C'D pomoci
délek a, c jeho zdkladen a délky b jeho ramen. [i(a +¢)y/4b2 — (a — ¢)?]

4. V obdélniku ABCD plati |[AB| > |BC|. Oblouk AC kruznice, jejiz stied lezi na strané
AB, protina stranu C'D v bodé M. Dokazte, ze pifimky AM a BD jsou navzajem kolmé.
[48—-C-1-2]

3. Najdéte vsechna ctyrmistna cisla n, ktera maji ndsledugici tri vlastnosti: 'V zdpise
¢isla n jsou dvé rizné cislice, kazdd dvakrdt. Cislo n je délitelné sedmi. Cislo, které
vznikne obrdcenim poradi cislic ¢isla n, je rovnéz ctyrmistnée a delitelné sedma.

RESEN{. V feSeni budeme znagcit ¢islo, které vznikne obracenim potadi ¢islic éisla n,
jako n. Rozlisime tii ptipady.

(i) Cislo n méa tvar aabb, kde a, b jsou rtzné cifry. Je tedy n = 1100a + 11b
af = 1100b+ 11a. Cislo 7 m4 délit jak n, tak n, tedy i jejich rozdil n — 7 = 1089(a — b)
a souet n + 7 = 1111(a + b). Protoze ani ¢islo 1089, ani ¢islo 1111 nejsou nasobkem
sedmi a sedm je prvocislo, tak 7 | a — b i 7 | a + b. PouZijeme-li stejnou tvahu jesté
jednou, vidime, ze 7| (a —b) + (a+b) =2aa 7| (a+b) — (a—b) = 2b, tedy 7 | a
a 7| b, neboli a,b € {0,7}. Cislice a, b jsou navzajem riizné, proto jedna z nich musi
byt 0. Ale potom jedno z cisel aabb, bbaa neni ¢tyrmistné. Hledané ¢islo n tedy nemuze
byt uvedeného tvaru.

(i) Cislo n méa tvar abab. Potom 7 | n = 1010a+101b arovnéz 7 | i = 1010b+101a.
Podobné jako v pfedchozim piipadé odvodime, ze 7| n —7 =909(a —b) a 7| n+ 7 =
= 1111(a + b), a ze stejnych divodi jako v pfedchozim pfipadé zjistujeme, ze 7 | a,
7 | b. Néktera z ¢islic by tedy musela byt 0. Cislo n tak nemfize byt ani tvaru abab.
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(iii) Cislo n m4 tvar abba. Potom obracenim potadi ¢islic vznikne totéz ¢islo, takze
mame jedinou podminku 7 | 1001a + 110b. Protoze 7 | 1001 a 71 110, je tato podminka
ekvivalentni s podminkou 7 | b. Proto b € {0,7}, a € {1,2,...,9}, a # b. Vyhovuje tak
vSech 17 cisel, ktera pravé uvedené podminky spliuji: 1001, 2002, 3003, 4004, 5005,
6006, 7007, 8008, 9009, 1771, 2772, 3773, 4774, 5775, 6776, 8778, 9 779.

NAVODNE ULOHY:

1. Urcete pocet vSech ¢tyfmistnych prirozenych cisel, ktera jsou délitelna Sesti a v jejichz
zapisu se vyskytuji pravé dvé jednicky. [56—-C—S—1]

2. Urcete pocet vsech trojic dvojmistnych pfirozenych cisel a, b, ¢, jejichz soucin abc
ma zapis, ve kterém jsou vSechny cislice stejné. Trojice lisici se pouze poradim cisel
povazujeme za stejné, tj. zapolitavame je pouze jednou. [54—C-I-5]

3. K pfirozenému c¢islu m zapsanému stejnymi Cislicemi jsme pricetli ¢tyfmistné prirozené
Cislo n. Ziskali jsme ctyfmistné cislo s opa¢nym potfadim cislic, nez ma cislo n. Urcete
vSechny takové dvojice ¢isel m a n. [52-C-I-5]

4. Je ddn konvexni pétiuhelnik ABCDE. Na poloptimce BC' sestrojte takovy bod G,
aby obsah trojihelniku ABG byl shodny s obsahem daného pétiuhelniku.

RESEN{. Rozbor: Nejprve uvazme bod F, ktery je prisecikem piimky BC a rov-
nobézky s EC jdouci bodem D (protoze FE ¢ BC, jsou EC a BC riuznobézky, obr. 4).
Obsahy trojuhelniki EC'D a ECF jsou shodné (maji spole¢nou stranu EC' a shodnou
vysku na tuto stranu), obsah pétithelniku ABCDE je tedy shodny s obsahem ¢étyithel-
niku ABFFE.

Obr. 4

Déle uvazme bod G, ktery je prusecikem pfimky BC a rovnobézky s AF jdouci
bodem F. Potom jsou opét obsahy trojihelniki AFE a AFG shodné, a jsou proto
shodné i obsahy ¢tyfuhelniku ABFE a trojuhelniku ABG. Bod G tak mé pozadovanou
vlastnost.

Hledany bod je na poloptimce BC jediny, nebot pro rizné body X, Y na polopfimce
BC maji trojuhelniky ABX a ABY razné vysky na spolecnou stranu AB, maji tedy
rizné obsahy.

Popis konstrukce:

Lp;pl EC, D € p;

2. F; Fepn BC,

3.¢;q || AF, E € ¢;

4. G; G € qN BC;

Uloha ma jediné Teseni.



NAVODNE ULOHY:

1. Oznac¢me P prusecik thlopti¢ek daného konvexniho ¢tyfuhelniku ABC D. Dokazte, ze
pfimky AB a CD jsou rovnobézné, pravé kdyz trojuhelniky ADP a BCP maji stejny
obsah. [Rovnost obsaht trojuhelniki ADP a BCP je ekvivalentni s rovnosti obsaht
trojuhelniki ABC a ABD se spoleénou stranou AB.]

2. V kruznici o poloméru 2 je dana tétiva AB délky 3. Urcete, jaky nejvétsi obsah mize
mit étyfuhelnik AX BY, lezi-li jeho vrcholy X, Y na kruznici k. [Nejvétsi obsah 6 mé
deltoid, jehoz thlopficka XY je primeérem kruznice k.]

3. Je déan obdélnik ABCD. Necht piimky p a ¢, které prochdzeji vrcholem A, protinaji
polokruznice vné pripsané strandm BC a C'D daného obdélniku po fadé v bodech K
al (B# K #C# L # D) arovnéz strany BC a CD po fadé v bodech P a @ tak, ze
trojuhelnik ABP ma stejny obsah jako trojuhelnik KCP a zaroven trojuhelnik AQD
ma stejny obsah jako trojuhelnik C'LQ. Dokazte, ze body K, L, C lezi na téze pfimce.
[63—-C-1-2]

5. Z mnoziny {1,2,3,...,99} vyberte co nejvétsi pocet cisel tak, aby soucet Zadnich
dvou vybrangch cisel nebyl nasobkem jedendcti. (Vysvétlete, proc¢ zvoleny vgbér md
pozadovanou vlastnost a pro¢ Zadny vybér vétsiho poctu cisel nevyhovuge.)

RESEN. Cisla od 1 do 99 rozdélime podle jejich zbytku pii déleni ¢islem 11 do
jedenacti devitiprvkovych skupin Tj, 77, ..., Tio:

To = {11,22,33,...,99},
Ty ={ 1,12,23,...,89},
Ty ={ 2,13,24,...,90},

Tio = {10,21,32,...,98}.

Vybereme-li jedno ¢islo z Ty (vic jich ani vybrat nesmime) a vSechna éisla z 17, Ts,
T3, T4 a T, dostaneme vyhovujici vybér 14 5-9 = 46 ¢isel, nebot soucet dvou ¢isel z 0,
1, 2, 3, 4, 5 je délitelny 11 jediné v pripadé 0+ 0, z mnoziny Ty jsme vsak vybrali pouze
jedno cislo.

Na druhou stranu v libovolném vyhovujicim vybéru je nejvyse jedno cislo ze sku-
piny 1o a nejvyse 9 ¢isel z kazdé ze skupin

Ty UTh, ToUTy, T3UTy, Ty UT7, T5 UTs,

nebot pfi vybéru 10 ¢isel z nékteré skupiny T; U T11_; by mezi vybranymi bylo nékteré
¢islo ze skupiny 7T; i nékteré c¢islo ze skupiny 771 _;; jejich soucet by pak byl délitelny 11.
Celkem je tedy ve vybéru nejvyse 1 4+5-9 = 46 cisel.

Pozndmka. Mozna to ucesané feSeni vypada prilis trikoveé. Avsak pocatecni tvahy
kazdého ftesitele k nému rychle vedou: jisté zalezi jen na zbytcich vybranych cisel, takze
rozdéleni na t¥idy 7; a vybirani z nich je pfirozené. Je jasné, ze z Ty muze byt vybrano jen
jedno cislo a vse dalsi, o co se musime starat, je pozadavek, abychom nevybrali zaroven
po ¢islu ze skupiny 7T; i ze skupiny T11—;. Je-li uz vybrano nékteré ¢islo z tridy 7T;, kde
i # 0, muzeme klidné vybrat vSechna ¢isla z T;, to uz zkoumanou vlastnost nepokazi.
Je proto dokonce jasné, jak vsechny vybéry nejvétsiho poctu cisel vypadaji.
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NAVODNE ULOHY:

1. Ukazte, Ze z libovolnych n pfirozenych éisel lze vybrat nékolik (tfeba i jedno) tak, ze
jejich soudet je délitelny n. [Uvazte ¢isla a1, a1 + a2, ..., a1 + ...+ an a jejich zbytky
po déleni n.|

2. Zjistéte, pro které pfirozena &isla n (n 2 2) je mo#no z mnoziny {1,2,...,n—1} vybrat
aspon dvé navzajem ruzna suda cisla tak, aby jejich soucet byl délitelny cislem n.
[64-C-1-2]

3. Urcete pocet vSech trojic navzajem riznych trojmistnych ptirozenych cisel, jejichz sou-
Cet je délitelny kazdym ze tii séitanych &isel. [55-C—1-3]

6. Dokazte, Ze pro libovolna riznd kladna cisla a, b plati

a+b - 2(a? + ab + b?) - [a? + b?
2 3(a+0b) 2

RESENI. Levou nerovnost dokazeme ekvivalentnimi ipravami:
a+b  2(a®+ab+b?)
2 3(a+b)
3(a +b)? < 4(a® + ab + b?),
0 < (a—b)>.

| -6(a+b)

Posledni nerovnost vzhledem k predpokladu a # b plati. Také pravou nerovnost ze
zadani budeme ekvivalentné upravovat, zacneme umocnénim kazdé strany na druhou:

4(a® +ab+1b*)?  a®+b?
9(a + b)? 2
8(a? + ab +b*)? < 9(a® + b*)(a + b)?,
8(a* 4 b* 4 2a%b + 2ab® + 3a?b?) < 9(a* + b* + 2a>b + 2ab® + 2a%b?),
6a%b* < a* + b* + 203D + 2ab>.

, } -18(a + b)?

Posledni nerovnost je sou¢tem nerovnosti 2a2b? < a* + b* a 4a?b? < 2a3b + 2ab3, které
obé& plati, nebot po prevodu ¢leni z levych stran na pravé dostaneme po rozkladu uz
ziejmé nerovnosti 0 < (a? — b?)2, resp. 0 < 2ab(a — b)?.
NAVODNE ULOHY:
1. Pro a, b € R dokazte
a* +b* > a®b + ba.
[Pievedte na tvar (a® — b3)(a —b) = 0.]
2. Dokazte, ze pro kazda tii realnd ¢isla x, y, z, kterd spliuji nerovnosti 0 < x < y < z < 1,
plati také nerovnost
m2—|—y2+z2 <zY—+yz+zr+z-—zx.
[48-C-T1-4]
3. Dokazte, ze pro libovolna kladna c¢isla a, b a ¢ plati nerovnost

(a+ %)(b—i— %) (c+ 2) > 8.
[55-B-S-1]

4. Splnuji-li redlna cisla a, b, ¢, d rovnosti
A+ =+ =c2+d* =1,
plati nerovnost
ab+ ac+ ad +be +bd + cd < 3.
Dokazte a zjistéte, kdy nastane rovnost. [55—-C-II-2]



