58. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy klauzurni &3sti $kolniho kola kategorie B

1. V oboru realnych cisel feste soustavu rovnic

ar +y = 2,
T — 1y = 2a,
r+y=1

o neznamych z a y a readlném parametru a.

2. Pro vnitini bod P strany AB ostrouhlého trojuhelniku ABC ozna¢me K a L paty
kolmic z bodu P na primky AC a BC'. Sestrojte takovy bod P, pro ktery ptimka C' P
puli tsecku K L.

3. Cislo nazveme magickym, pravé kdyz se da vyjadrit jako soucet trojmistného éisla m
a trojmistného ¢isla m’ zapsaného stejnymi ¢islicemi v opac¢ném poradi. Nékterd ma-
gicka cisla lze takto vyjadrit vice zptisoby; napriklad 1554 = 579 4 975 = 777 4+ 777.
Urcete vSechna magické ¢isla, kterd maji takovych vyjadifeni m+m’ co nejvice. (Na po-
fadi m a m’ nebereme zfetel.)

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie B se kona
ve ctvrtek 22. ledna 2009

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tuloh
4 hodiny cistého ¢asu. Za kazdou tulohu miize soutézici ziskat
6 bodtli, ispésnym TreSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomticky jsou psaci a rysovaci potteby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zaktum sdéli pred zahajenim soutéze.



58. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tloh klauzurni ¢asti $kolniho kola kategorie B

1. Sectenim druhé a tfeti rovnice dostaneme 2x = 2a + 1, odectenim druhé rovnice
od tieti 2y = —2a + 1. Odtud vyjadiime

_ 1 _ 1

x—a—|—§, y__a+§ (1)

a dosadime do prvni rovnice ptivodni soustavy. Po tipravé dostaneme kvadratickou rovnici
2 1 3 _

a — ga — 35 = 0, (2)

ktera ma koteny a1 = —1 a as = % Pro kazdou z téchto dvou (jediné moznych) hodnot
parametru a jiz snadno stanovime neznamé z a y dosazenim do vzorci (1).

Dané soustava rovnic ma feSeni pouze pro dvé hodnoty parametru a, jednak pro
a = —1, kdy je jejim jedingm Fesenim (z,y) = (—1,2), jednak pro a = 3, kdy (z,y) =
=(2,-1).

Zkouska dosazenim je snadnd, lze ji vynechat takovym zdivodnénim: Soustava dvou
rovnic, kterou jsme dostali (a vyfesili) se¢tenim a odec¢tenim druhé a tfeti rovnice, je s touto
dvojici puvodnich rovnic ekvivalentni. Zbyla (prvni) rovnice soustavy je pak ekvivalentni
s kvadratickou rovnici (2), jejimz feSenim jsme nasli mozné hodnoty parametru a.

Za uplné feseni udélte 6 bodu, z toho 2 body za spravné vyjadreni z a y z druhé a tfeti rovnice, 2 body

za vyrteseni kvadratické rovnice, kterda vznikne dosazenim téchto hodnot do prvni rovnice, a po 1 bodu za
spravnou odpovéd a zkousku. Za numerické chyby pfi vypoctu strhnéte nejvyse 1 bod.

2. Oznacme S stied tsecky C'P. Podle Thaletovy véty lezi body K a L na kruznici p
sestrojené nad primérem C'P. Pfredpokladejme, ze bod P méa pozadovanou vlastnost, tj. ze
pramér C'P puli tétivu KL (obr. 1).

C

A P B
Obr. 1

Primér libovolné kruznice pili kazdy jiny priameér téze kruznice a také vsechny tétivy
k nému kolmé. A Zadnou jinou tétivu pulit nemutze: kdyz totiz prochazi dvéma rizngmi



body jeji osy soumérnosti (totiz stfedem tétivy a stfedem kruznice), musi byt — stejné
jako tato osa — k dané tétive kolmy.

Tétiva KL ovSem nemuze byt primérem kruznice p, protoze podle Thaletovy véty
by byl tthel KCL (a tedy i thel ACB) pravy, coz odporuje zadani, proto je tétiva KL
k priméru C'P kolmé. V tomto pripadé jsou trojihelniky CK P a C'L P soumérné sdruzeny
podle primky C'P, odkud jiz plyne, ze thly KCP a LCP jsou shodné. Polopiimka CP je
tedy osou thlu ACB.

Je-li naopak poloptfimka C'P osou thlu AC'B, shoduji se pravouhlé trojihelniky C'K P
a C'LP ve spolecné preponé C'P a ve dvou vnitfnich thlech, takze body K a L jsou
soumeérné sdruzeny podle pfimky C'P. Proto tétiva C'P pili tsecku K L.

Odpoved. Existuje pravé jeden vnitini bod strany AB ostrothlého trojihelniku ABC),
pro ktery tsecka C'P pili secku K L. Je to prisecik osy vnitiniho tthlu pti jeho vrcholu C
se stranou AB.

Za Uplné feseni udélte 6 bodu, z toho 4 body dikaz skute¢nosti, ze bod P musi lezet na ose ithlu ACB a 2
body za ovéfeni, ze bod lezici na ose ihlu ma pozadovanou vlastnost. Pokud fesitel bez diikazu uvede, ze
bod P lezi na ose tthlu AC' B, udélte jen 1 bod. Tvrzeni o tétivach, jez prameér kruznice ptli, lze povazovat za
ziejmé. Naopak strhnéte 1 bod, pokud si fesitel neuvédomi, zZe tétiva K L nemuize byt primérem kruznice p.

3. Kazdé trojmistné ¢islo ma vyjadreni m = 100a + 10b + ¢, kde a, b, ¢, a # 0, jsou
jeho cislice. Trojmistné ¢islo zapsané stejnymi cislicemi v opacném poradi ma pak vyjadieni
m’ = 100c + 10b + a, ¢ # 0. Protoze na poradi ¢isel m a m’ neni bran zfetel, pro uréitost
predpokladejme, ze m < m’ neboli a < ¢, kde a,c € {1,2,3,...,9} abe {0,1,2,...,9}.

Pro magické ¢islo x podle zavedeného oznaceni ¢islic plati

z=m+m' =101(a + c¢) + 20b.

Vidime, ze hodnota x nezalezi tolik na jednotlivych ¢islicich a a ¢ jako na jejich souctu
s = a + ¢, ktery muze nabyvat hodnot s € {2,3,...,18}. Déle uz budeme pracovat pouze
s vyjadrenim x = 101s + 200.

Predpokladejme na okamzik, ze se jako soucet 101s + 20b d4 nekteré magické cislo x
zapsat dvéma riznymi zptsoby:

z = 101s + 20b = 1015’ + 200 (1)

Z rovnosti 101(s — s") = 20(b—b") a nesoudélnosti ¢isel 101 a 20 vyplyva, Ze ¢islo 101 musi
delit ¢islo b — b’. Protoze vSak b a b’ jsou ¢islice, plati —9 < b — b < 9. V tomto intervalu
najdeme jediné ¢islo délitelné ¢éislem 101, a to ¢islo 0. Je proto b — b = 0 neboli b = ¥/,
atudizis = s'. To vSak odporuje pfedpokladu, Ze ¢islo z ma dvé rizna vyjadieni tvaru (1).
Znamena to, ze ve vyjadieni x = 101s+20b m4 kazdé magické ¢islo x jednoznac¢né uréenou
¢islici b i jednoznacné urceny soucet s.

Pocet zpiisobi, kterymi lze magické éislo vyjadrit jako soucet m—+m’ neboli 101s+20b,
se proto rovna poctu zpusobtl, kterymi lze vyjadrit odpovidajici hodnotu s jako soucet
dvou ¢islica a ¢, kde 1 £ a < ¢ < 9. V mnoziné {2,3,...,18} ma nejvétsi pocet takovych
vyjadreni ¢islo s = 10, jez se d& vyjadrit pravé péti vyhovujicimi soucty:

10=14+9=24+8=3+7=4+6=5+5.

Ostatni c¢isla maji takovych vyjadfeni méné.



Skutecné: v piipadé s < 9 z rovnosti a+c¢ < 9 a predpokladu a < ¢ plyne a < 4, takze
mensi ¢islice a nabyva nejvyse ¢étyf hodnot stejné jako vétsi ¢islice ¢ v pripadé s = 11, kdy
ze vztaht a + ¢ =2 11 a a < ¢ plyne ¢ = 6.

Nejvice (péti) soucty m + m' se daji vyjadfit magickd ¢isla tvaru 101 - 10 + 200, kde
be{0,1,2,...,9}, jedna se tedy o ¢isla z desetiprvkové mnoziny

{1010,1030,1050,...,1190}.

Za Uplné feseni udélte 6 bodl, z toho 3 body dikaz skutecnosti, ze magické Cislo ma jediné vyjadieni
souctem 101s + 20b. Poznatek, ze nejvétsi pocet vyjadieni s = a + ¢ ma Cislo s = 10, je natolik zfejmy, ze
muze byt uveden bez zdivodnéni. V pripadé spravného postupu s numericky chybnym vycislenim nékterych
z 10 TeSeni strhnéte nejvyse 1 bod.



