57. ro¢nik Matematické olympiady — 2007/2008

Resent ailoh krajskeho kola kategorie P

P-II-1 Parkovani koéaru

Sluhové musi kocary zaparkovat tak, aby po svatbé odjela vzdy nejprve jedna
celd fada kocaru a az poté muze zacit odjizdét dalsi fada. To znamend, ze v kazdé
fadé musi byt zaparkovany kocary, které nasleduji podle dulezitosti bezprostredné
po sobé. Jinymi slovy, jsou-li v fadé za sebou zaparkovany kocary dtlezitosti d; a da,
nemize existovat zadny kocar s dtlezitosti ds takovy, ze di < ds < ds.

Vsimnéte si, ze jakmile zjistime, ze praveé parkovany koc¢ar mtizeme postavit do
néjaké fady (tzn. jeho zaparkovanim do dané fady se neporusi podminka z prvniho
odstavce), nic nepokazime, kdyZ ho tam skuteéné postavime.

Na zakladé téchto ivah miZeme snadno napsat program s c¢asovou slozitosti
O(N?). Budeme si pamatovat viechny dosud vytvorené fady. Kdyz piijede dalsi
host, najdeme pro néj vhodnou fadu, nebo vytvorime novou. Kocar s dulezitosti
d; mizeme zaparkovat na konec jiz existujici fady (necht tato fada konéi koc¢arem
s dileZitosti d), pokud d < d; a zaddny dal$i host uz neni mezi nimi, tzn. neplati
d < dj < d; pro zddné j. Podobné dokdzeme zjistit, zda muizeme pfidat kocar na
zacatek néjaké fady. Jelikoz kocard je N, fad mize byt v nejhorsim piipadé, jak
jsme vidéli v poslednim piikladu v zadani, az ©(N). Protoze pro kazdy kocér a fadu
ndm test trvd O(N), méme skuteéné kubicky algoritmus.

Testovani, zda miuzeme kocar zaparkovat do dané fady, ovSem dokazeme zrych-
lit. Staci si vstup vhodné predzpracovat. Kocary si precislujeme podle jejich dulezi-
tostina é&isla 1,2, ..., N. Potom budou kazdou fadu tvofit po sobé& jdouci ¢isla. Radu
kocaru s ¢isly k, k+1, ..., si zapamatujeme jako dvojici [k, I]. Ko¢ar ¢islo ¢ mizeme
pridat na konec fady, ktera konc¢i ko¢arem ¢islo [ = ¢ — 1, nebo na zacatek rady, ktera
zacind kocarem ¢islo k = ¢ + 1. Pro kazdého hosta takto zkontrolujeme maximalné
O(N) fad, takze ziskdme kvadraticky algoritmus, tj. algoritmus s ¢asovou sloZitosti
O(N?).

Jakym zpusobem kocary precislujeme? Pro kazdy kocar potfebujeme zjistit
jeho poradi podle dutlezitosti. Proto vSechny kocary jednoduse setfidime. Presnéji
feceno, budeme tfidit dvojice (d;, i) podle dilezitosti d;. Po setfidéni seznamu dvojic
prepiseme jejich prvni slozky ¢isly 1, ..., N. Druhé slozky ndm umozni vratit kocary
do pavodniho potadi (sta¢i dvojice usporddat podle druhé slozky). Ttidit mizeme
napriklad algoritmem quicksort nebo heapsort.

Nase finalni feSeni bude (aZ na pfeéislovani) linearni a velmi jednoduché. Pro-
toze koc¢ary nyni maji ¢isla 1,..., N, staci si vytvorit jedno velké pole od 0 do NV +1,
v némz si budeme oznacovat ¢isla kocaru, které jsme uz zaparkovali. Kdyz pfijede
kocar s ¢islem i, podivame se nejprve, zda uz jsme zaparkovali kocar ¢islo 7 — 1, tj.
zda uz je 1 — 1 v poli oznaceno. Pokud ano, miizeme zaparkovat novy kocar na konec
néjaké existujici fady (za kocar i — 1). Pokud ne, Zkontrolujeme, zda je v poli ozna-
¢eno i+ 1. Jestlize ano, mizeme ko¢ar umistit na zacatek existujici fady (pfed kocér

1



i+1). V opaéném piipadé musime pro ptijizdéjici kocar zalozit novou fadu (zvysime
pocet fad o 1). Kod¢ér ¢islo 4 si pak jesté musime v kazdém z vySe uvedenych p¥ipadi
oznadit v poli. Tento algoritmus mé ¢asovou slozitost O(N) plus slozitost t¥idéni a
pamétovou slozitost O(N).

Jinou moznosti, jak lze preéislovat koGary, je pouzit asociativni pole (map
v STL). Sta¢i kocéary setfidit, do asociativniho pole si ke kazdému zapamatovat
poradi po setfidéni, a potom si pfi parkovani koc¢aru ,prekladat® jejich ¢isla, kdyko-
liv potfebujeme. Kazdé takové pielozeni stoji ¢as O(log N), coz celkové nepiekroci
slozitost t¥idéni O(N log N).

Jiné FeSeni:

Pro zajimavost uvedeme jesté dalsi feSeni, které ma ale kvadratickou ¢asovou
slozitost. Zac¢neme tim, Ze si zadané pole zkopirujeme a kopii setfidime, abychom
védéli, jaké koCary se na vstupu nachézeji, a abychom védéli pro kazdé k, ktery kocar
je k-ty nejmensi v pofadi (stejné jako v prvnim FeSeni tlohy).

V nékteré fadé musi skoncéit koc¢ar s nejmensim c¢islem. Urcité nic nezkazime,
kdyZ do této fady umistime co nejvice koc¢ara — ale kolik jich bude?

DokéZeme napsat funkci, ktera pro dané k ovéri, zda miuzeme kocary s k nejmen-
§imi ¢isly umistit do jedné fady; toto lze udélat pravé tehdy, kdyz koc¢ary s k nejmen-
$imi ¢isly pfijizdéji od nejméné dulezitého po nejvice dilezity. Tuto skutecnost lze
snadno ovérit v linedrnim case.

Na tomto principu bude zalozeno celé feSeni: postupnym zkouSenim zjistime,
kolik nejvice koc¢artt mtzeme dat do prvni fady. Potom vSechny tyto kocary vyradime
a pro zbyvajici ko¢ary (pokud jesté néjaké zbyly) provedeme stejny vypocet.

Neni ptilis tézké ovéfit, Ze ¢asova slozitost tohoto feseni je O(N?) — ,skoro®
pri kazdém volani funkce ndm ubude jeden kocCar z posloupnosti.

{ P-II-1: Parkovani ko&art v Pascalu }

const MAXN = 1000000;
var N, K, i, x: longint;

A: array [1..MAXN] of record { dvojice, které si pamatujeme }
a, b: longint;
end;

B: array [0..MAXN-1] of boolean; { které kolary jsme uZz zaparkovali }

begin
{ Pfeéteme vstup a set¥idime ko&ary podle dilezitosti }
read(N) ;
for i := 1 to N do
begin
read(A[i] .a);
A[il.b := i;
end;
sort_pairs(A, N); { funkce na t¥idéni dvojic }

me podle ptivodniho pofadi }

{ Pret¥idi
=1 to N do

for i :
begin



Alil.a := A[i].b;
A[il.b := i;
end;
sort_pairs(A, N);

{ Po&itame fady }
K .

0 to N+1 do
B[i] := false;
1 to N do

x := A[i] .b;
if not(B[x-1] or B[x+1]) then
inc(K);
B[x] := true;
end;
writeln(K);

end.

// P-II-1: Parkovani ko&ard v C++
#include <cstdio>

#include <vector>

#include <algorithm>

using namespace std;

int main() {

int N, K=0;
vector<pair <int,int> > A;

scanf ("%d", &N);
for (int i=0; i<N; ++i) {
int x; scanf ("%d", &x);
A.push_back (make_pair (x, i));
}
sort (A.begin(), A.end());

for (int i=0; i<N; ++i) {

A[i] .first = A[i].second; A[i].second = i+1;
¥
sort (A.begin(), A.end());

vector<bool> B(N+2, false);

for (int i=0; i<N; ++i) {
int x = A[i].second;
if (Y(B[x-1] || B[x+1])) ++K;
B[x] = true;

}

printf ("%d\n", K);
return 0;



P-II-2 Dluhopisy

Vsimnéte si nejprve, Ze vzdy na konci roku (poté, co Kleofas dostane vyno-
sy) muZe vSechny své dluhopisy prodat a nakoupit nové. Pokazdé by mél nakoupit
dluhopisy tak, aby na konci roku dostal co nejvétsi vynos. Algoritmus tedy bude
vypadat nasledovné:

1. Na zacatku roku nakoupime co nejvyhodnéji dluhopisy.

2. Na konci roku ziskdme vynosy a prodame vSechny dluhopisy.

3. Pokud chceme jesté aspon jeden rok pokracovat v investovani, pokracu-
jeme opét krokem 1.

Jak vyhodné nakupovat?

Pro snazsi vyjadfovani si nejprve zavedeme nésledujici oznadeni. V[p] bude
oznacovat nejvyssi vynosy, jakych muzeme dosdhnout, mame-li p penéz; c; bude
cena i-tého dluhopisu a v; je ro¢ni vynos i-tého dluhopisu. Pro zadany obnos K
chceme zjistit V[K].

Zjevné nezalezi na tom, v jakém potradi kupujeme dluhopisy, zajiméa nés jen
vyslednd mnozina. Néktery dluhopis ale musime koupit jako prvni. Jakého nejvyssiho
vynosu mizeme dosdhnout, pokud by to byl dluhopis éislo i? Pfeci v; + V[K — ¢;].
Koupime nejprve i-ty dluhopis (vynos z ného bude v;), a zistane nam jesté K — ¢;
penéz. Za ty nakoupime co nejvyhodnéji dalsi dluhopisy.

Jak tedy muzeme zjistit, ktery dluhopis koupit jako prvni? Vyzkousime vSechna
mozna i a vybereme ten dluhopis, pro néjz bude celkovy vynos nejvyssi. Dostavame
tedy vztah:

VIK] =max { VK — 1] + v1, V[K — ¢2] + va,...,V[K — ¢p] +vp }.

Maximum bereme samoziejmé jen pres ty hodnoty, kde K > ¢;, tzn. bereme do
uvahy pouze dluhopisy, které za K korun skute¢né muzeme nakoupit.

Vsimnéte si, ze k vypoctu V[K| potifebujeme znat hodnoty V[K — ¢1], VIK —
2l ..., VIK—cp]. Jak vypoéitdme tyto hodnoty? Pouzijeme postup zvany dynamic-
ké programovani — za¢neme od nejmensich hodnot. Ur¢ité vime, ze V[0] = 0. Nyni
spoc¢itame V[1]. Potom V[2]. Takto budeme postupné pokradovat, az se nakonec
dostaneme k vypoétu V|[K]. Kazdou hodnotu jsme vzdy spocitali z pfedchézejicich
hodnot, které jsme uz v tu chvili znali.

Vsimnéte si také, ze hodnota K piedstavuje pouze horni hranici, po niz pole
vypliiujeme, samotny obsah pole na ni nezavisi. Jinymi slovy, kdyz se nam zméni
financ¢ni situace, nepotiebujeme prepocitavat znovu celé pole V.

Jaky nejvyssi index v poli V' nés bude zajimat? Mame dvé moZnosti: bud si ho
na zacatku odhadnout a rovnou spocitat dostatecné mnozstvi hodnot, nebo pole V'
dopocitavat podle potfeby po kazdém roce.

Rozeberme prvni zminény pfistup. V zadani je uvedeno, ze vynos z dluhopisu
je roven nejvyse 10% ceny dluhopisu. Za rok tedy muze Kleofas zvysit sviij majetek
maximalné o deset procent. Za R roku proto Kleofdstv majetek vzroste nejvyse na
K-11F.



V zadani je také feceno, Ze ceny dluhopist jsou nasobky T' = 1000. Ma-li tedy
Kleofas napriklad 14 947 korun, nemizZe si koupit nic jiného nez to, co lze nakoupit
za 14 000 korun. Proto ndm budou staéit hodnoty V[p] pro nasobky T'. Budeme tedy
potiebovat vypoéitat K - 1,1%/T hodnot V[p].

Po vypocitani téchto hodnot uz jen R-krat zopakujeme postup: ,,Co nejlépe
nakoupit a na konci roku vybrat vynosy*.

Jaka je Casova slozitost naseho algoritmu? Potfebujeme si spocitat hodnoty
V[p], coz lze provést v ¢ase O(D- K -1,1%/T). Zbytek algoritmu potiebuje ¢as O(R),
ktery je zanedbatelny v porovnani s odhadem O(D- K -1,1%/T) na celkovou éasovou
slozitost algoritmu.

{ P-II-2: Dluhopisy v Pascalu }
const MAXD = 100;
T = 1000;
MAXVYNOS = 50000;
var K, D, R, maxV, i, j: longint;
ceny, vynosy: array [1..MAXD] of longint;
V: array [0..MAXVYNOS] of longint;

function max(x, y: longint): longint;
begin
if x>y then max := x
else max := y;

end;

begin
{ pfeéteme si vstup }
read(K, D);
for i := 1 to D do
begin
read(ceny[i], vynosy[il);
ceny[i] := ceny[i] div T;
end;
read(R);

{ spo&itame vsechna V[p] }
maxV := 2 + round( K*exp(R*ln(1.1)) / T );
for i := 0 to maxV do
for j := 1 to D do
if i-ceny[j]l >= 0 then
V[i] := max(V[i], V[i-ceny[jl] + vynosy[jl);

{ projdeme postupné vSechny roky }
for i := 0 to R-1 do
K := K + V[K div T];
writeln(K);
end.

// P-II-2: Dluhopisy v C
#include <stdio.h>
#include <math.h>



int max(int x, int y)
{
return (x > y) 7 x : y;

}

int main(void) {
int K, D, R, T = 1000;
scanf ("%d%d", &K, &D);
int ceny([D], vynosyl[D];
for (int i=0; i<D; i++) {
scanf ("%d%d", &ceny[i], &vynosyl[il);
ceny[i] /= T;
}
scanf ("%d", &R);
int maxV = 2 + (int) ( Kxpow(1.1,R) / T );
int V[maxV];
for (int i=0; i<maxV; i++)
for (int j=0; j<D; j++)
if (i-cenyl[j]l >= 0)
V[i] = max( V[i], V[i-ceny[jl]+vynosyl[j]
for (int i=0; i<R; i++)
K += V[K/T];
printf ("%d\n", X);
return O;

}

// P-I1I-2: Dluhopisy v C++
#include <iostream>
#include <vector>

#include <cmath>

#include <algorithm>

using namespace std;

int main(){
int K, D, R, T = 1000;
cin >> K >> D;
vector<int> ceny(D);
vector<int> vynosy(D);
for (int i=0; i<D; i++) {
cin >> ceny[i] >> vynosyl[il;
ceny[i] /= T;
}
cin >> R;
int maxV = 2 + int( Kxpow(1.1,R) / T );
vector<int> V(maxV);
for (int i=0; i<maxV; i++)
for (int j=0; j<D; j++) {
if (i-ceny[j] < 0) continue;
V[i] = max( V[i], V[i-ceny[jll+vynosy[jl );
}
for (int i=0; i<R; i++) K+=V[K/T];
cout << K << endl;
return O;



P-I1-3 Piskvorkovy turnaj

Zakladni pozorovani

Ucinme nejprve nasledujici pozorovani, které bude tvorit zaklad naseho Teseni.

Lemma: Pokud muze program z zvitézit v turnaji a program y muze porazit
program x ve vzajemném zapasu, pak muze v turnaji zvitézit i program .

Nyni pravé zformulované Lemma dokdzeme. Uvazme turnaj, ve kterém pro-
gram x zvitézi. Odehrajeme vSechny zapasy, ale vynechdme ten, ve kterém je pro-
gram y vyfrazen. Na zavér pak zbydou dva programy, programy x a y, a v poslednim
zapase program y muze vyradit program .

Pravé dokdzané Lemma budeme pouzivat na postupné rozsifovani mnoziny X
programi, které mohou v turnaji zvitézit. Nejprve odsimulujeme libovolny turnaj
a tak ziskdme jeden program z, ktery patii do mnoziny X. Pak do mnoziny X
pridame vSechny programy, které mohou program x porazit; poté do mnoziny X
pridame vSechny programy, které mohou porazit nové pridané programy, atd., az uz
do mnoziny X neni mozné pridat zadny dalsi program.

Obsahuge takto vytvorend mnozZina X vSechny programy, které mohou v turnaji
zvitézit? Oznacme jako Y mmnozinu programt, které nejsou obsazeny v mnoziné X.
Poté, co mnozinu X jiz nelze déle rozsifit, vSechny programy x z mnoziny X zvitézi
nad libovolnym programem y z mnoziny Y.

Predpokladejme nyni, Ze existuje program y z mnoziny Y, ktery mize v turnaji
zvitézit. Uvazme turnaj, ve kterém program y zvitézi, a necht x je program z mno-
ziny X, ktery byl vyfazen jako posledni. Takovy program by ale musel byt vyfazen
néjakym programem z mnoZiny Y (z je posledni program z mnoziny X v turnaji) a
to neni mozné. Proto program y nemuze v turnaji zvitézit.

Pokud tedy nalezneme algoritmus, ktery rychle sestroji mnozinu X s vyse uve-
denymi vlastnostmi, bude dloha vyfesSena.

Algoritmus Fesici ulohu

Nejprve odsimulujeme jeden turnaj a vitézny program x vlozime do mnoziny X .
Ty programy, které = vzdy porazi, vlozime do mnoziny Y a zbylé programy vlozime
do fronty S.

Dokud se fronta S nevyprazdni, odebereme z S program x, tento program x
vlozime do X a vSechny programy z Y, které mohou program x porazit, pfesuneme
z mnoziny Y do fronty S. Az se fronta S vyprazdni, tak zjevné plati, ze libovolny
program z mnoziny X vzdy zvitézi nad libovolnym programem z mnoziny Y .

Zbyva tedy vymyslet (rychlou) implementaci vySe uvedeného postupu.

Kvadratické Feseni

Vytvofit algoritmus s kvadratickou ¢asovou slozitosti, tj. slozitosti O(N?), je
jednoduché. Odsimulujeme turnaj, kde v prvnim kroku hraji programy 1 a 2, v dru-
hém hraje vitéz prvniho souboje s programem 3, v tietim vitéz druhého souboje
s programem 4, atd.



V kazdém kroku algoritmu se mnozina X zvétsi o jeden program, a tedy algo-
ritmus je tvoren nejvyse N kroky. Pfesun programt, které mize program = porazit,
z mnoziny Y do fronty S lze snadno provést v ¢ase O(N), a proto celkové Casova
slozitost tohoto algoritmu bude O(N?).

Linearni feSeni

Nejprve si rozmysleme, Ze pokud mame dvé mnoziny A a B zadané jako po-
sloupnosti ¢isel sefazené od nejmensiho po nejvétsi, pak lze prinik A N B urdit
v Case O(|A| 4 |B|) a tento prunik lze vypsat opét jako posloupnost éisel sefazenou
od nejmensiho po nejvétsi. Vskutku: porovnejme nejmensi prvky A a B. Pokud jsou
stejné, vysledny prvek vlozime do posloupnosti reprezentujici mnozinu AN B. Pokud
jsou ruzné, odebereme z prislusné mnoziny mensi z téchto dvou prvku. Pocet krokt
tohoto algoritmu je zjevné omezen |A U B| < |A| 4 |B|, a tedy jeho ¢asové slozitost
je O(1A] + |BI).

Pokud zname jednoho mozného vitéze turnaje, kterym je program z, mnozi-
nu Y si snadno muzeme reprezentovat jako posloupnost 1,...,x — 1,z +1,..., N.
Tuto mnozinu pronikneme vysSe popsanym postupem s mnozinou téch programd,
které s programem x vzdy prohraji. V kazdém kroku, kdy presouvame program z
z fronty S do mnoziny X, pronikneme mnozinu Y s posloupnosti programi, které
program z vzdy porazi. Tim se mnozZina Y zmens$i na maximéalné tolik program,
kolik program x vzdy porazi. Pokud i-ty program porazi g; programi, tak mnozi-
nu Y pronikdme s mnozinou velikosti ¢, a velikost nové vytvofené mnoziny Y je
nejvyse q,. Snadno odvodime, Ze vypocet nové vzniklych mnozin Y ve vSech krocich
algoritmu spotfebuje ¢as nejvyse O(q1 + ... + gn) = O(M). Celkové tedy bude nas
algoritmus vyzadovat ¢as O(M + N), pokud zvlddneme v tomto ¢ase i odsimulovat
néjaky turnaj.

Simulace turnaje

Popisme si nyni, jak lze odsimulovat mozny turnaj v ¢ase O(M + N) pomoci
informaci zadanych na vstupu. Budeme mit booleovské pole, kde si budeme pro
kazdy program pamatovat, zda je jesté v turnaji. Na zacatku vyradime vSechny
programy, nad kterymi program 1 uréité vyhraje (to jsou ty, které jsou ve vstupu
uvedeny na fadku odpovidajicim programu 1). Na zac¢atku je nasim kandiddtem
na vitéze program k = 1. Pomocné pole pak prochazime od zacatku a vzdy, kdyz
narazime na program p, ktery je jesté v turnaji, provedeme nasledujici: pokud p
vzdy zvitézi nad k, polozime k£ = p a vyfadime vSechny programy, nad kterymi
p vzdy zvitézi. V opa¢ném pripadé vyradime program p z turnaje. Na konci ndm
zbyde jediny program, program k, ktery pravé odsimulovany turnaj vyhral. Zjevné
je ¢asové slozitost pravé popsaného postupu simulace turnaje O(M + N). Tim jsme
dokoncili popis linearniho feseni zadané ulohy.

{ P-II-3 Piskvorkovy turnaj v Pascalu }
const MAXN = 100000; { Maximdlni pocéet programi }
MAXM = 1000000; { Maximdlni pocéet znamjch vysledkd }
var N: longint;
{ Programy porazené i-tym jsou v W[V[il..V[i+1]-1] }
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W: array [1..MAXM] of longint;

V: array [1..MAXN+1] of longint;

{ Fronta, jeji &teci a zapisovaci index }
S: array [1..MAXN] of longint;

rs, ws: longint;

{ MnoZiny X a Y a jejich po&ty prvkd; pomocnd mnoZina Z }
X, Y, Z: array [1..MAXN] of longint;

nx, ny, nz: longint;

{ Pomocné promé&nné }

i, k, a, b: longint;

tmp: array [1..MAXN] of boolean;

procedure nacti;
var i, j, p, d: longint;
begin
read(N);
p :=1;
for i := 1 to N do
begin
read(d);
V[i]l := p;
for j :=1 to d do
begin
read(W[pl);
inc(p);
end;
end;
VIN+1] := p;
end;

function simuluj: longint;
var hra: array [1..MAXN] of boolean; { kdo je3té& zbyva v turnaji
i, kandidat, dalsi: longint;
begin
for i := 1 to N+1 do
hral[i] := true;
kandidat := 1;
for i := V[kandidat] to V[kandidat+1]-1 do
hra[W[i]] := false;
for dalsi := 2 to N do
if hra[dalsi] then
begin
hralkandidat] := false;
kandidat := dalsi;
for i := V[kandidat] to V[kandidat+1]-1 do
hra[W[i]] := false;

end;
simuluj := kandidat;
end;
begin
nacti;
k := simuluj; { najdeme né&jakého moZného vitéze }

{ inicializujeme mnoziny X a Y }



nx := 1;

X[1] := k;
ny := V[k+1] - V[k];
for i := 1 to ny do

Y[i] := W[V[k]l+i-1];

{ do fronty S vloZime vSechny prvky, které nejsou v X ani v Y }
rs := 1; ws := 1;
for i := 1 to N do
tmp[i] := false;
tmp[k] := true;
for i := 1 to ny do
tmp[Y[i]] := true;
for i := 1 to N do
if not tmp[i] then
begin
S[ws] := i;
inc(ws);
end;

{ z fronty S pfidavame do mnoziny X a upravujeme mnoZinu Y }
while rs < ws do

begin
i := S[rs]; { vyjmeme i z fronty S }
inc(rs);
inc(nx); { vloZime ho do X }
X[nx] := i;
nz := 0; { a pijdeme pfepolitat Y, zatim do pomocné Z }
a := 1;
b := 0;
while (a <= ny) and (b < V[i+1]-V[i]) do
begin
if Y[a] = W[V[i]l+b] then
begin
inc(nz);
Z[nz] := Y[al;
inc(a);
inc(b);
end
else if Y[a] < W[V[i]+b] then
begin
Slws] := Y[al;
inc(ws);
inc(a);
end
else
inc(b);
end;

for i := 1 to nz do {Y:=21}%
Y[i]l := Z[i];
ny := nz;
end;

{ vypiseme mnoZinu X }
for i := 1 to nx do
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write(X[il, ’ ’);
writeln;
end.

// P-I1I-3 Piskvorkovy turnaj v C++
#include <algorithm>

#include <iostream>

#include <vector>

#include <queue>

using namespace std;

int N; // po&et programt
vector< vector<int> > vyhraje; // pro kazdj program seznam té&ch, nad kteryjmi vyhraje

void nacti() { // na&te vstup
cin >> N;
vyhraje.resize (N+1);
for (int i=1; i<=N; i++) {
int d;
cin >> d;
vyhraje[i] .resize(d);
for (int j=0; j<d; j++) cin >> vyhraje[il[j];
}
}

int simuluj() {
vector<bool> hra(N+1,true); // u programu, zda je je3té v turnaji
int kandidat = 1;
for (unsigned i=0; i<vyhrajel[kandidat].size(); i++)
hra[ vyhrajel[kandidat] [i] ] = false;
for (int dalsi=2; dalsi<=N; dalsi++)
if (hral[dalsil) {
hra[ kandidat ] =0;
kandidat = dalsi;
for (unsigned i=0; i<vyhraje[kandidat].size(); i++)
hra[ vyhrajel[kandidat] [i] ] = false;
}
return kandidat;

}

int main() {
nacti();
int v = simuluj(); // najdeme prvniho moZného vitéze

// inicializujeme X a Y
vector<int> X, Y;

X.push_back(v) ;
Y = vyhrajel[v];

// do fronty S vloZime vSechny prvky, které nejsou v X ani v Y
queue<int> S;

vector<int> tmp(N+1);

tmpl[v] = 1;

for (unsigned i=0; i<Y.size(); i++) tmplY[il]l = 1;
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for (int i=1; i<=N; i++) if ('tmp[i]) S.push(i);

// z fronty S piidavame do mnoZiny X a upravujeme mnoZinu Y
while (!S.empty()) {
int x = S.front(); S.pop(Q);
X.push_back(x);
// pfepolitame mnoZzinu Y
vector<int> newY;
unsigned a=0, b=0;
while (a<Y.size() && b<vyhraje[x].size()) {
if (Y[a]l == vyhraje[x][b]) { newY.push_back(Y[al); a++; b++; }
else if (Y[a] < vyhrajel[x][b]l) { S.push(Y[al); a++; }
else if (Y[a]l > vyhrajel[x][bl) b++;

}

Y = newY;
}
for (unsigned i=0; i<X.size(); i++) cout << X[i] << ’ 7;
cout << endl;

}

Jiné linearni feseni

Popisme si nyni kratce jiné mozné feseni, jehoz ¢asova slozitost je také linearni,
¢ili O(M + N).

Nejdrive vytvorime posloupnost py, . . ., py takovou, Ze program p; maze vyhrat
nad programem p;;;. Pfedpoklidejme, ze jsme jiz vytvorili takovou posloupnost
P1,--.,Pr pro programy 1,..., k. Nalezneme nejvétsi index j takovy, ze program
p; muze vyhrat nad programem k + 1. Program k + 1 vloZime tésné za program
p;. Pokud program k + 1 vzdy porazi vSechny programy 1,...,k, vloZime program
k + 1 na zacatek posloupnosti. Nové vytvorena posloupnost mé opét pozadované
vlastnosti: program p; mtze vyhrat nad programem k + 1 a podle volby indexu j,
program p;i1 vZdy prohraje s programem k + 1.

Vyse uvedeny postup lze implementovat v ¢ase O(M + N) pomoci dvou poli P
a B délky N.V poli P si budeme pamatovat aktualni posloupnost. Vsimnéte si, ze
pfi vloZeni programu £ je potieba posunout nejvyse ¢ poslednich ¢lenti posloupnosti
o jednu pozici doprava, abychom mohli prvek k£ do posloupnosti v poli P vlozit.

Druhé pole B na zacatku inicializujeme nulami a pfi zpracovavani programu
k + 1 vlozime hodnotu k na mista B[i] takova, Ze program k + 1 vzdy porazi pro-
gram ¢. Index j pak ur¢ime tak, ze vytvorenou posloupnost pi,...,pr prochazime
od konce, tj. od j = k, a index j zmensujeme tak dlouho, dokud plati Blp,] = k + 1.
Vysledny index j je nejvétsi index takovy, ze program p; miize porazit program k+1.
Pokud j = 0, program k+1 vzdy porazi vSechny programy 1, ..., k. Je snadné si roz-
myslet, Ze i tato faze zabere ¢as O(qx) a tedy celkovy ¢as na vytvotreni posloupnosti
plv"'vZUV.FEC)(AI +—]V).

Podle Lemmatu, pokud program p; muze zvitézit v turnaji, pak v turnaji mo-
hou zvitézit i programy p1,...,p;—1. Tedy musi existovat index ig, takovy, ze v tur-
naji mohou zvitézit pravé programy pi,...,Di, a Programy pi,+i,..., Py hemohou
nikdy zvitézit. Zbyva tedy doresit, jak nalezneme index 7.
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Na zacatku polozime ig = 1 a budeme postupné zpracovavat prvky py posloup-
nostiod k =1, ..., dokud k < ip. Stejnym postupem, jako jsme sestrojili posloupnost
D1,-..,PN, ur¢ime nejveétsi index j takovy, Ze program p; miize porazit program py,.
Pokud j > i, zvysSime hodnotu ig na j (coz lze podle Lemmatu). Poté zvysime
hodnotu k£ o jedna a pokracujeme se zpracovavanim dalsiho prvku posloupnosti.

Z popisu programu je vidét, Ze vSechny programy pj,+1,...,pn vzdy prohraji se
vSemi programy pi,...,D;, & programy pi,...,p;, mohou v turnaji zvitézit. Tedy
programy pi,...,P;, tvoii mnozinu X a programy pi,+1,...,pn tvofl mnozinu Y7

mnoziny X a Y pak maji vlastnosti uvedené na zacatku reseni této tlohy.

Celkova Casova slozitost pravé popsaného feseni je tedy také O(M + N).
Dalsi moZna reSeni

Zminme se struéné i o jinych moznych (byt méné efektivnich) feSenich tulohy.
Uvazme orientovany graf, jehoz vrcholy reprezentuji programy p1,...,pn a graf ob-
sahuje hranu z programu p; do programu p;, pokud program p; muize vyhrat nad
programem p;, tj. p; vzdy nevyhraje nad programem p;. Podobné jako v ostatnich
feSenich nejdrive odsimulujeme turnaj a ziskame jeden program x, ktery mize tur-
naj vyhrat. Podle Lemmatu pak v turnaji mohou zvitézit pravé ty programy, ze
kterych vede orientovana cesta do vrcholu reprezentujicitho program x. Prohleda-
ni orientovaného grafu z vrcholu x nam poskytne feSeni, jehoZ Casova sloZitost je
O(N?).

Koneéné feseni s ¢asovou slozitosti O(N?) lze ziskat i tak, Ze si uvédomime, Ze
program z muze v turnaji zvitézit pravé tehdy, kdyz z néj vede orientovana cesta
do kazdého dalsiho vrcholu v orientovaném grafu. Otestovat, zda z jednoho vrcholu
vede orientovand cesta do vsech ostatnich, lze v ¢ase O(N?), a tedy celkova ¢asova
slozitost tohoto feseni bude O(N?3).

P-II-4 Piekladaci stroje

Podiloha a)

Budeme postupovat podobné jako v doméacim kole. Jako prvni sestrojime pre-
kladaci stroj, ktery zkopiruje vstupni fetézec na vystupni a navic do néj muze pridat
libovolné mnozstvi pismen c. Tento stroj mize vypadat napiiklad nasledovné:

Zy = (Klazvpla‘aFl)

¥ ={a,b,c}
Ky ={#}
B = {#}

P = {(Q,a,a,ﬁ), (‘7bab7‘)v (Q,z—:,c, ‘)}

Mnozina My = Z;(M,) tedy obsahuje pravé ty fetézce pismen a, b a ¢, které obsahuji
stejny pocet pismen a a b.

Analogicky lze zkonstruovat druhy stroj, ktery mnozinu M; pfeloZi na mnozinu
fetézcu se stejnym poctem pismen b a ¢ a libovolnym poc¢tem pismen a. Pro zménu
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vsak takovouto mnozinu fetézca vyrobime z mnoziny M, tak, Ze pismena a zaménime
za pismena b, pismena b za pismena c a pismena c za pismena a. Prekladaci stroj
s témito vlastnostmi je nasledujici:

ZQ = (K27Z)P2)*)F2)

¥ ={a,b,c}
Ky = {%}
F,={&}

P, = {(&aavba&)a (&abv Cy &)a (&,c,a,&)}.

Sestrojili jsme tedy nyni mnozinu Ms = Zs(Ms), kterd obsahuje pravé ty fetézce
pismen a, b a ¢ se stejnym pocCtem pismen b a c.
Je zfejmé, ze konstruovanou mnozinu fetézct ziskame prinikem téchto mnozin

M2 a Mg.

Podiloha b)

Hlavnim trikem pfi feSeni této podilohy je uvédomit si, Ze pokud je vystupni
mnozina Fetézcu dostateéné jednoduchd, pak nemusime vstupni mnozinu fetézct
viibec pouzit, nebot vystupni mnozinu zvlddneme vygenerovat i bez jejiho pouziti.
V této podiloze bude tedy vysledny prekladaci stroj pracovat nasledovné:

1. Stroj nejdfive pfecte cely vstupni fetézec a ,zahodi“ ho (podle definice
prekladaciho stroje je nutné pfecist cely vstupni Fetézec).

2. Stroj poté zacne generovat ¢islo a ve stavu prekladaciho stroje si pama-
tujeme zbytek dosud vypsaného ¢isla po déleni sedmi. Koncovy stav bude
odpovidat éislim se zbytkem 0 po déleni sedmi (pravé tehdy totiz lze
ukoncéit generovani zépisu ¢isla).

Jesté je tfeba dat pozor, aby ¢islo, které vygenerujeme, nezacinalo nulou, ale toto
snadno zajistime pii prechodu ze stavu, kdy ¢teme vstupni Fetézec, do stavi, kdy
generujeme vystupni retézec. Vysledny prekladaci stroj maze tedy vypadat takto:

Z = (K,%, P, &ti, F)

»={0,1,...,9}
K = {&i} U {0,1,...,6}
F = {0}

P = {(&i,z,e &i) | 2 €{0,...,9} } U
U {(¢ti,$,y, y mod 7) ‘ ye{l,...,9} } U
U{(z,e,y,(10z +y) mod 7) | = € {0,...,6}, y € {0,...,9} }.
Popisme si nyni praci tohoto prekladaciho stroje slovné: stroj setrva ve stavu €ti,
dokud nepfecte cely vstupni fetézec, a pak pii pfechodu do jednoho ze stavi 0,...,6

vypiSe nenulovou ¢islici 1,...,9 na zacatek vystupniho fetézce. Stavy x = 0,...,6
reprezentuji, Ze dosud vypsana ¢ast Fetézce dava po déleni sedmi zbytek x. Za dosud
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vygenerovany vstupni fetézec lze vypsat libovolnou ¢éislici y = 0,...,9 a prejit do
stavu (10x + y) mod 7, ktery bude udévat zbytek po déleni sedmi dosud vygenerova-
ného vystupniho fetézce. Generovani vystupniho fetézce muzeme ukoncit, kdykoliv
jsme ve stavu 0 (tehdy dosud vygenerovany fetézec reprezentuje ¢islo délitelné sed-
mi). Vidime, Ze pfekladem vstupni mnoziny vznikne mnozina desitkovych zapist
kladnych ¢isel délitelnych sedmi.
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