57.ro¢nik matematické olympiady

Ulohy klauzurni &asti kolniho kola kategorie C

1. Najdéte vsechny dvojice prirozenych cisel a, b vétsich nez 1 tak, aby jejich soucet
i soucin byly mocniny prvocisel (s kladnymi celo¢iselnymi mocniteli).

2. V daném rovnobézniku ABCD je bod F stied strany BC' a bod F' lezi uvnitt strany
AB. Obsah trojthelniku AFD je 15 cm? a obsah trojihelniku FBE je 14 cm?. Uréete
obsah ¢tyruhelniku FECD.

3. Ve skupiné Sesti lidi existuje prave 11 dvojic zndmych. Vztah ,znat se“ je vzdjemny,
tzn. jestlize osoba A zna osobu B, pak také B zna A. Pokud se kdokoli ze skupiny
dozvi né€jakou zpravu, fekne ji vSem svym znadmym. Dokazte, ze se timto zptisobem
zpravu dozvi nakonec vsichni.

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie C se kona
ve ¢tvrtek 24. ledna 2008

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tuloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu miize soutézici ziskat
6 bodtli, ispéSnym TreSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomticky jsou psaci a rysovaci potteby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zakium sdéli pred zahajenim soutéze.



57.ro¢nik matematické olympiady

Reseni tloh klauzurni ¢asti skolniho kola kategorie C

1. Z podminky pro soucin plyne, Ze a i b jsou mocninami téhoz prvocisla p: a = p”,
b = p®, kde r, s jsou celad kladna cisla. Kdyby bylo p liché, byl by soucet a + b délitelny
kromé c¢isla p i ¢islem 2, takze by nebyl mocninou prvocisla. Je-li p =2 a r < s, je soucet
a+b = 2"(1+ 2°7") opét ¢islo sudé délitelné lichym c¢islem vétsim nez 1, neni tudiz
mocninou prvocisla. Analogicky dojdeme ke stejnému zavéru i v pripadé, kdy r > s. Zbyva
proto jedind moznost: a = b = 2", kde r je celé kladné ¢islo. Zkouska a+b = 27 +27 = 27+!
a ab = 22" potvrzuje, ze feSenim jsou viechny dvojice (a,b) = (27,27), kde r je celé kladné
¢islo.
Za uplné reSeni ud€lte 6 bodd. Za zjisténi, Ze a, b jsou mocniny téhoz prvocisla udélte bod, dalsi bod za

zdivodnéni, ze p = 2. Déle pak 2 body za dikaz r = s (vzhledem k symetrii lze rovnou pfedpokladat
r < s) a 1 bod za zkousku.

2. Oznacme v vzdalenost bodu C od piimky AB, a = |AB| a x = |AF|. Pro obsahy
trojuhelnikii AFD a FBE (obr.1) plati: 1z -v =15, 1(a — ) - v = 14. Odtud zv = 30,
av — xv = 56. SeCtenim obou rovnic nalezneme obsah rovnobézniku ABCD: Sapcp =
= av = 86 cm?. Obsah ¢tyithelniku FECD je tedy Srpcp = Sapcp — (Sarp+Sreg) =
= 57 cm?.
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Jiné reseni. Trojahelniky BEF a ECF maji stejnou vysku z vrcholu F' a shodné
zékladny BE a EC. Proto jsou obsahy obou trojihelniki stejné. Z obr. 2 vidime, ze obsah
trojihelniku CDF je polovinou obsahu rovnobézniku ABCD (oba ttvary maji spole¢nou
zékladnu C'D a stejnou vysku), druhou polovinu tvoii soucet obsahi trojuhelniki AF D
a BCF-2Odt11d Srecp = Secr + Scpr = Secr + (Sarp + Sger) = Sarp +3SrBE =
= 57cm*”.

Jiné reseni. Do rovnobézniku prikreslime tsecky F'G a EFH rovnobézné se stranami
BC a AB tak, jak znazornuje obr. 3. Rovnobézniky AFGD a FBEH jsou svymi thlopfic-




kami DF a EF rozdéleny na dvojice shodnych trojuhelnikt. Je tedy Sgpr = Sarpp =
=15cm? a Sgrr = Sprr = 14 cm?. Ze shodnosti rovnobézniktt HECG a FBEH navic
snadno nahlédneme, ze vSechny ctyfti trojuhelniky FBE, FHF, HEC a CGH jsou shodné,
takze obsah étyiuhelniku FECD je Sapp + 3Sppr = 57 cm?.

Za uplné feseni udélte 6 bodu. Za kazdou ciselnou chybu nebo nepodstatnou chybu pfi zdavodnovani

vypoctu nékterého obsahu strhnéte bod, za hrubou chybu pfi zdivodnéni strhnéte dva body. Je-li tloha
nedofesena, udélte dva body za kazdou spravné vypoctenou cast obsahu ¢tyfuhelniku FECD.

3. Jednotlivé osoby oznacime pismeny A, B, C, D, E a F'. Aspon jedna z nich (ozna¢me
ji A) mé aspon ¢tyfi znamé (pokud by méla kazda osoba nejvyse tfi znamé, bylo by zndmych
dvojic méné nez deset). Kdyby méla dokonce pét zndmych, dozvi se zpravu od kazdého ve
skupiné a mtze ji komukoli ve skupiné sdélit.

Pokud ma osoba A pravé ¢tyii znamé, napiiklad osoby B, C, D a E, existuje ve skupiné
osob A, B, C, D, E nejvyse 10 znamosti (obr. 4, dvojice znamych znazornuji tsecky), a tak
se osoba F' musi znat s nékterou osobou X € {B,C, D, E}. Moznost §ifeni zpravy od
libovolné osoby ke kterékoli jiné snadno ovérime podle obr. 5.
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Jiné feseni. Znazornéni kterékoli mnoziny praveé jedenacti dvojic znamych ve skupiné
Sesti osob obdrzime odstranénim ¢tyt z patnéacti hran tplného grafu (obr. 6, v ném z kaz-
dého uzlu vychazi pravé pét hran). Po odstranéni pouze ¢tyf hran z grafu na obr. 6 musi
tedy z kazdého vrcholu vychéazet aspon jedna hrana. Ve skupiné tedy neexistuje clovek,
ktery by nikoho neznal. Aby se proto zprava nemohla od nékteré z osob rozsirit ke vsem
ostatnim, musela by v pfislusném grafu existovat bud aspon jedna oddélenéd dvojice, nebo
dvé oddélené trojice, v nichz se osoby znaji navzajem. V zadné z téchto situaci vsak pocet
dvojic znamych neprevysuje sedm, jak vidime z obr.7. Tim je tvrzeni tlohy dokazano.
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Za Uplné feseni udé€lte 6 bodd, z toho 2 body za dtkaz tvrzeni, ze néktera osoba ma aspon Ctyfi znamé,
a 1 bod za vysvétleni, ze neexistuje osoba, kterd by neméla znamého.



