57.ro¢nik matematické olympiady

Ulohy klauzurni casti skolniho kola kategorie B

1. Jestlize libovolné prvocislo vydélime tficeti, bude zbytkem cislo 1 nebo prvocislo. Do-
kazte.

2. Urcete vSechny dvojice (a,b) realnych ¢isel, pro néz maji rovnice
224+ Ba+bx+4a=0, 2>+ 3b+a)x+4b=0

spolecny realny kofen.

3. V roviné jsou dany dveé rovnobézky p a q, bod A na ptimce p a bod M lezici uvniti pasu
mezi pfimkami p a q. Sestrojte kosoctverec nebo ¢tverec ABCD tak, aby strana AB
lezela na primce p, strana C'D na pifimce q a aby thlopticka B D prochazela bodem M.

Klauzurni c¢ast skolniho kola kategorie B se kona
ve ¢tvrtek 24. ledna 2008

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tuloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tulohu miize soutézici ziskat
6 bodli, ispéSnym TreSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomticky jsou psaci a rysovaci potteby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zakium sdéli pred zahajenim soutéze.



57.ro¢nik matematické olympiady

Reseni tloh klauzurni ¢asti $kolniho kola kategorie B

1. Libovolné prvocislo p lze napsat ve tvaru p = 30a + z, kde a je celé nezaporné a z,
1 £ 2z £ 29, je zbytek pfi déleni ¢isla p tficeti (je-li p prvocislo, miizeme nulovy zbytek
vyloucit).

Jestlize p je prvocislo mensi nez 30, je zfejmé z = p také prvocislo.

Predpokladejme tedy, Ze p je prvodislo vétsi nez 30, takze a = 1. Pfipustme, Ze zbytek z
neni ani ¢islo 1, ani prvocislo, a oznac¢me ¢ jeho nejmensi prvociselny délitel. Ziejmé plati
> £ 2 <30 < 7% odkud g < 7 neboli ¢ € {2,3,5}. Protoze &slo 30 je délitelné dvéma,
tfemi i péti, je délitelné prvocislem ¢, takze i ¢islo p = 30a + z je prvocislem ¢ délitelné.
Nemtze to tudiz byt prvocislo.

Jiné resSeni. Vyjadifeme cislo p ve tvaru p = 30a + z. Kdyby bylo zbytkem z nékteré
z Cisel 0,4, 6, 8,10, 12,14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, bylo by p sudé a pritom vétsi nez 2, takze
by nebylo prvodéislem. Kdyby bylo zbytkem nékteré z cisel 9, 15,21, 27, bylo by p délitelné
tfemi a pritom vétsi nez 3 a nemohlo by byt prvocislem. Konecné pti zbytku 25 by bylo p
délitelné péti a pritom vétsi nez 5, takze ani pak by to nebylo prvodislo.

Strucnéji feceno: Protoze kazdé slozené ¢islo mensi nez 30 je soudélné s 30, je zbytkem
prvocisla p pii déleni tficeti jednotka nebo prvocislo.
Za jakékoli vylouceni vSech devatenacti zbytkd (slozenych ¢isel a nuly) dejte 6 bodu. Za vyjadfeni éisla p
ve tvaru p = 30a + z, kde a je celé nezdporné a z € {0,1,...,29}, udélte 1 bod; 2 body za postfeh, ze

kazdé slozené cislo mensi nez 30 je délitelné dvéma, tfemi nebo péti, a dalsi 3 body za spravné dokonceni
dtkazu.

2. Je-li g spole¢ny koten obou rovnic, plati
22+ (3a+b)xg+4a=0, 2+ (3b+a)xy+4b=0.

Odectenim téchto rovnosti dostaneme (2a — 2b)zo + 4(a — b) = 0, coz po upravé dava
(a—b)(zo+2)=0.

Rozebereme dvé moznosti:

Cislo 79 = —2 je spoleénym kofenem obou rovnic, dosazenim do kterékoli z nich
dostaneme 4 — 2a — 2b = 0, tedy b = 2 — a. Pro takové b maji obé rovnice pfi libovolné
hodnoté parametru a spole¢ny kofen —2.

Jestlize a = b, maji obé dané rovnice stejny tvar z? + 4ax + 4a = 0. Aspon jeden
kofen (samoziejmé spoleény) existuje, pravé kdyz je diskriminant 16a? — 16a nezaporny,
tedy pravé kdyz a ¢ (0,1).

Zaver: Dané rovnice maji aspon jeden spole¢ny kofen pro vsSechny dvojice tvaru
(a,2 —a), kde a je libovolné, a pro vSechny dvojice (a,a), kde a ¢ (0, 1).

Za Uplné feseni udélte 6 bodt. Za odvozeni podminky (a — b)(zo + 2) = 0 dejte 2 body, 2 body za spravné
rozebrani moznosti a = b, 2 body za nalezeni feseni b = 2 — a.

3. Ze shodnosti trojuhelniki ABM a CBM (sus) vyplyva |CM| = |AM|; bod C proto
musi leZzet na kruznici se stfedem M a polomérem |AM| (obr. 1). Uhlopticky (koso)étverce
jsou na sebe kolmé, proto body B a D lezi na kolmici vedené bodem M na pfimku AC.



Obr. 1

Konstrukce: Sestrojime kruznici k se stfedem M a polomérem |AM|. Prusecik této
kruznice s primkou ¢ je bod C. Bodem M vedeme kolmici na ptimku AC. Jeji priseciky
s pfimkami p a ¢ jsou body B a D (obr.2). Sestrojeny ¢tyithelnik ma zfejmé vSechny
pozadované vlastnosti.

Obr. 2

Diskuse: Je-li vzdalenost bodu M od pfimky g vétsi nez jeho vzdalenost od bodu A,
nema kruznice k s ptimkou ¢ spolecny bod a tloha nema feSeni.

Ma-li bod M stejnou vzdalenost od primky ¢ jako od bodu A, méa kruznice k s prim-
kou ¢ jediny spole¢ny bod C'. Pokud zaroven bod M nelezi na ose pasu mezi rovnobézkami
p a ¢, neni piimka AC kolma na p, proto kolmice vedena bodem M na pfimku AC neni
s pfimkou p rovnobézna a tloha ma jedno Feseni; pokud ale bod M lezi na ose péasu (je to
tedy prusecik osy pasu s kolmici k pfimce p vedenou bodem A), nema tloha Feseni.

Je-li vzdalenost bodu M od pfimky ¢ mensi nez jeho vzdalenost od bodu A, protina
kruznice k primku ¢ ve dvou bodech. Pokud bod M lezi na ose pasu mezi rovnobézkami
p a q, lezi jeden z prusecikt na kolmici vedené bodem A na pfimku p a uloha méa jedno
feSeni; nelezi-li M na ose pasu, ma tloha dvé reseni.

Udélte 2 body za sestrojeni bodu C, 2 body za nalezeni bodi B a D a 2 body za uplnou diskusi. Dtukaz
spravnosti konstrukce je u vSech t¥i uvadénych feSeni natolik zfejmy, ze muize chybét v jinak uplnych
fesenich hodnocenych 6 body.

Jiné reseni. Prusecik S thlopficek (koso)étverce ABC' D musi lezet na ose pasu mezi
rovnobézkami p a q.
Lezi-li bod M na ose pasu, musi platit S = M; bod C' je potom prusecik primek AS



a g, B a D jsou pruseciky kolmice k pfimce AC vedené bodem M s primkami p a ¢. Je-li
pritom AM 1 p, nemé tuloha feSeni, jinak ma jedno Teseni.

Nelezi-li M na ose pasu, je uhel ASM pravy. Proto je bod S prisecikem osy pasu
s Thaletovou kruznici nad priumérem AM. Body C, B, D potom najdeme stejné jako
v predchozim feSeni. Podle poc¢tu spolec¢nych bodi osy pasu a Thaletovy kruznice ma
potom tuloha dvé feseni, jedno feseni nebo nema zadné reseni.

Za poznatek, Ze bod S lezi na ose péasu, udélte 1 bod. Za vyfeSeni ulohy pro ptipad, kdy M lezi na ose
pésu, dejte 2 body (z toho 1 bod za diskusi). Za vyfeSeni tlohy pro pfipad, kdy M na ose pasu nelezi,
dejte 3 body (z toho 1 bod za diskusi).

Jiné treseni. Bod M lezi na ose tthlu ADC, proto mé od piimek AD a ¢ stejnou
vzdalenost. Pfimka AD je tedy teénou kruznice, kterd ma stfed M a dotyka se pfimky q.

Konstrukce: Sestrojime kruznici h se stredem M, ktera se dotyka primky q. Vrchol D
hledaného (koso)ctverce je prusec¢ik pfimky ¢ s teénou kruznice h prochazejici bodem A.
Body B a C' potom uz najdeme snadno.

Diskuse: Ma-li bod M od bodu A mensi vzdalenost nez od pifimky ¢, neprochézi
bodem A Zadna tecna kruZnice h a uloha nema feseni.

Maé-li bod M od bodu A stejnou vzdélenost jako od primky ¢, lezi bod A na kruznici h
a prochazi jim jedna tecna této kruznice. Pokud pritom bod M lezi na ose pasu mezi
rovnobézkami p a ¢, je touto tecnou primka p, kterd pfimku ¢ neprotina, a iloha nemé
feSeni. Pokud ale bod M na ose pasu nelezi, tecna je s primkou ¢ riiznobézna a tiloha méa
jedno feseni.

Ma-li bod M od bodu A vétsi vzdalenost nez od piimky ¢, existuji dvé te¢ny kruznice h
prochézejici bodem A. Pokud pfitom bod M lezi na ose pasu, je jednou z tecen pirimka p
a uloha ma jedno feseni; pokud bod M na ose pasu nelezi, jsou obé tecny s ¢ riznobézné
a tloha ma dvé feseni.

Udélte 3 body za sestrojeni bodu D, 1 bod za dokonceni konstrukce a 2 body za diskusi.



