57.ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie B

. Uvazujme dvé kvadratické rovnice

> —ar—b=0, z?—br—a=0

s realnymi parametry a, b. Zjistéte, jaké nejmensi a jaké nejvétsi hodnoty muiize nabyvat
soucet a + b, existuje-li pravé jedno realné cislo x, které soucasné vyhovuje obéma
rovnicim. Uréete déale vSechny dvojice (a,b) redlnych parametru, pro néz uvazovany
soucet téchto hodnot nabyva.

. V trojuhelniku ABC ma thel a velikost 20°. Vypocitejte velikosti thla § a ~, plati-li
rovnost a + 2v, = b + 2vy.
. V roviné je dan rovnobéznik ABC D, jehoz tuhlopficka BD je kolmé ke strané AD.
Oznacéme M (M # A) prusecik pfimky AC' s kruZnici o pruméru AD. Dokazte, Ze osa
usecky BM prochézi stfedem strany C'D.
. Hokejovy turnaj se hraje systémem ,kazdy s kazdym®. V pribéhu turnaje se kazda
dvojice druzstev stfetne pravé jednou. Turnaj se odehrava po jednotlivych kolech. Pti
sudém poctu druzstev sehraje kazdé v jednom kole jeden zapas, pii lichém pocétu ma
v kazdém kole jedno z druzstev volno. Za remizu dostane kazdy ze soupeid po jednom
bodu. Pokud zapas neskonci remizou, dostane vitéz dva body, porazeny neziska zadny
bod. O poradi v tabulce rozhoduje predevsim pocet bodi, pfi rovnosti bodi pak skore.
Po odehrani nékolika kol neméla zadna dvojice druzstev stejny pocet bodt. Dokazte,
7e v tom piipadé uz posledni v tabulce ztratil nadéji na celkové vitézstvi. Ulohu feste
pro turnaj

a) deseti druzstev,

b) jedenécti druzstev.

Krajské kolo kategorie B se kona
v atery 1. dubna 2008

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feseni tuloh
4 hodiny cistého ¢asu. Za kazdou tulohu miize soutézici ziskat
6 bodtli, ispéSnym TreSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomticky jsou psaci a rysovaci potteby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zakium sdéli pred zahajenim soutéze.



57.ro¢nik matematické olympiady

Reseni tloh krajského kola kategorie B

1. Odectenim obou danych rovnic dostaneme rovnost (b — a)x + a —b = 0 neboli
(b —a)(x —1) = 0, odtud plyne b = a nebo x = 1.
Jestlize b = a, maji obé rovnice tvar z2 — ax — a = 0. Pravé jedno feSeni existuje,
pravé kdy# je diskriminant a? 4 4a nulovy. To plati pro a = 0 a pro a = —4. Protoze b = a,
ma soucet a 4+ b v prvém pripadé hodnotu 0 a ve druhém ptipadé hodnotu —8.

Jestlize x = 1, dostaneme z danych rovnic a + b = 1, tedy b = 1 — a. Rovnice potom
maji tvar

?—ax+a—-1=0 a 2°+(a—1)r—a=0.

Prvni méa koreny 1 a a—1, druhd koteny 1 a —a. Praveé jedno spolecné feseni tak dostaneme
vzdy s vyjimkou piipadu, kdy a — 1 = —a neboli a = %, kdy jsou spolec¢na feseni dvé.

Zaver. Nejmensi hodnota sou¢tu a + b je —8 a je dosazena pro a = b = —4. Nejvétsi
hodnota souc¢tu a + b je 1; této hodnoty je dosazeno pro vSechny dvojice (a,1 — a), kde
a # % je libovolné realné cislo.
Za Uplné feseni udélte 6 bodt. Jeden bod dejte za odvozeni podminky (b = a) V (x = 1), dva body za
vyreSeni piipadu b = a, dva body za vyfeseni pfipadu x = 1, jeden bod za spravny zaveér.

2. Z vyjadreni vysek pomoci thlu v, tj. v, = bsiny a v, = asin~y, dostaneme dosaze-
nim do predpokladaného vztahu rovnost a 4+ 2bsiny = b+ 2a siny, ktera plati, prave kdyz
(a—b)(1—2sinvy) =0.

Jestlize a = b, vychazi 8 = a = 20°, takze v = 140°.

Jinak musi byt siny = %, takze v = 30° nebo v = 150°; thel # v obou ptipadech
dopocitame jako = 180° — a — 7.

Uloha ma t¥i feSeni: B = 20° a v = 140°, B = 130° a v = 30°, 5 = 10° a v = 150°.

Jiné feseni. Dvojim vyjadienim obsahu trojuhelniku ABC' dostaneme rovnost av, =
= bvy. Hodnoty ve dvojicich a, 2v, a b, 2v, maji tedy stejné souciny a podle zadani i stejné
soucty, takze to jsou dvojice kofenii téze kvadratické rovnice, proto {a,2v,} = {b,2vp}.
V ptipadé v, = vy je a = b, a tedy a = 3, pfipad a = 2v, nastane, pravé kdyz ma ~
velikost 30 nebo 150 stupnt.

Pozndmka. Uvahu o zminéné kvadratické rovnici lze samozfejmé nahradit i pfimym
dosazenim b = a + 2v, — 2v, do rovnosti av, = bvy; po tpravé vyjde (a —2uvp) (v, — vp) = 0.

Za Gplné feseni udélte 6 bodu, z toho 3 body za nalezeni nékterého ze vztahti vedouciho na vypocet tthlu
gamma. Zbylé tfi body dejte za iplnou diskusi vSech mozZnosti. Za opomenuti tupého thlu gamma strhnéte
bod.

3. Podle Thaletovy véty je tthel AM D pravy, proto je i thel DM C pravy (obr.1).
Strany BC' a AD jsou rovnobézné, proto je thlopricka BD kolma i ke strané BC. Body
M a B tedy lezi na Thaletové kruznici s primérem C'D. Maji proto od stfedu usecky C'D
stejnou vzdalenost, takze zminovany stied lezi na ose tisecky M B.



Obr.1

Za Uplné feSeni udélte 6 bodta. Dva body dejte za zjisténi, ze ihly DMC a DBC jsou pravé, dva body za
poznatek, ze body M a B lezi na Thaletové kruznici s pramérem C'D a dva body za odtud plynouci zavér.

4. a) Turnaj se skldda z deviti kol. M4-li kazdé druzstvo jiny pocet bodi, musi
mit prvni v tabulce asponi o 9 bodt vic nez posledni. Na zisk deviti bodi je nezbytné
sehrat aspon pét zapast; to znamend, Zze uz muselo probéhnout aspon 5 kol, takze do
konce turnaje zbyvaji nejvyse ¢tyfi kola. V nich miize posledni v tabulce ziskat maximalné
8 bodi a prvniho uz nemtize dostihnout.

b) V turnaji probéhne 11 kol (kazdé druzstvo desetkrat hraje a jednou ma volno). M4-li
kazdé druzstvo jiny pocet bodii, muselo uz byt udéleno aspon 0+1+42+...4+10 = 55 bod.
V jednom kole se odehraje 5 zapasi, takze se rozdéli 5 -2 = 10 bodi. Proto uz muselo byt
odehrano aspon 6 kol a do konce jich zbyva nejvyse pét.

Kdyby byl mezi nékterymi sousedy v tabulce vétsi rozdil nez jednobodovy, mél by prvni
aspon o 11 bodt vic nez posledni a ve zbyvajicich nejvyse péti kolech by jim nemohl byt
dostizen. Pripustme tedy, Ze rozdily mezi sousedy v tabulce jsou pouze jednobodové. Ma-li
posledni b bodi (zfejmé 0 < b < 11), je celkovy pocet udélenych bodu b+ (b+1)+ (b+2)+
+...4(b+10) = 11b+55. K tomu bylo potieba odehréat k = 75(116+55) = b+5-+ 75 (b+5)
kol. Poc¢et odehranych kol je celé éislo, proto 10 | b+5. Odtud vyplyva b = 5, a tedy k = 11.
To znamena, Ze jsou odehrana vSechna kola a posledni misto v tabulce je definitivni.

Jiné resSeni ¢asti b). Stejné jako v prvnim fesSeni dokazeme, Ze uz muselo probéhnout

asponl 6 kol. Mezi prvnim a poslednim v tabulce je aspon desetibodovy rozdil. Kdyby
probéhlo kol aspon 7, zbyvala by do konce nejvys 4 kola a v nich by nemohl posledni
nejméné desetibodovy naskok prvniho vyrovnat. Pfedpokladejme tedy, ze probéhlo presné
6 kol, takze bylo rozdéleno pravé 60 bodi. Kdyby mél posledni v tabulce aspon jeden bod,
byl by celkovy pocet udélenych bodu alespon 1 +2+ 3+ ...+ 11 = 66 > 60. Posledni
tedy musel byt bez bodu. Potom ale prvni musel mit vice nez 10 bodt, protoze v opac¢ném
pripadé by byl bodovy zisk vsech druzstev 0 +1+ 24 ...+ 10 = 55 < 60. Mél tedy prvni
pred poslednim aspon jedenactibodovy naskok, ktery uz posledni ve zbyvajicich péti kolech
nemuze vyrovnat.
Za Uplné fesSeni udélte 6 bodii. Za vyfeSeni ¢asti a) dejte 2 body, z toho jeden bod za zjisténi, ze uz muselo
probé&hnout aspon 5 kol. V ¢asti b) jeden bod za dtikaz, ze uz probéhlo aspori 6 kol, jeden bod za vyfeseni
ulohy za predpokladu, Ze mezi nékterymi sousedy v tabulce je vétsi rozdil nez jeden bod, a dva body
za vyFeSeni Ulohy v pfipadé jednobodovych rozdili mezi sousedy. Podobné dejte bod (viz jiné feSeni) za
dtikaz, ze posledni nemiize dostihnout prvého, bylo-li uz odehrano vice nez 6 kol, a 2 body za dikaz, ze se
to nemuze stat ani tehdy, bylo-li odehrano piesné 6 kol.



