57. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ve

Ulohy domaci casti |. kola kategorie B

1. Najdéte vsechna prirozend cisla k, pro néZ je zdpis c¢isla 6% - 72007k y desitkové
soustavé zakoncen dvojcislim a) 02; b) 04.

RESEN{. Opakovanym nasobenim ¢&islem 6 zjistime, Ze posledni dvojéisli mocnin 6%
pro k=1,2,3,... jsou postupné

06, 36, 16, 96, 76, 56, 36, 16, 96, 76, 56, . . ., (1)

opakuji se tedy od druhého ¢lenu s periodou délky 5. Podobné opakovanym nasobenim
¢islem 7 zjistime, zZe posledni dvojcisli mocnin 7" pro m = 1,2, 3, ... jsou postupné

07,49, 43,01, 07,49,43,01, .. ., (2)

opakuji se tedy jiz od prvniho ¢lenu s periodou délky 4.

a) Protoze kazd4 mocnina Sesti je zakonc¢ena ¢islici 6, bude éislo 6~ zakon-
¢eno dvojkou, jediné kdyz bude &islo 72°°7—* zakonéeno dvojéislim 07 (jiné dvojéisli z (2)
nevyhovuje). Nasobenim ¢&isly 6, 36, 16, 96, 76 a 56 oviem zjistime, ze &islo 6% - 72007—F
mize mit v takovém pripadé na predposlednim misté jen ne€kterou z cislic 1, 3, 4, 5, 7, 9.
Zakonceni dvojcislim 02 proto neni mozné.

b) Protoze kazda mocnina Sesti je zakoncena ¢islici 6, bude &islo 6% - 72007 za-
konéeno ¢tyikou, pravé kdyz 72°°7—* bude zakonéeno dvojéislim 49 (jiné dvojcisli z (2)
nevyhovuje). Nasobenim vSemi riiznymi &isly z (1) zjistime, ze 6% - 72997=F je zakondéeno
dvojcislim 04, jediné kdyz 6% konéi dvojéislim 96. Cislo 6% koné¢i na 96, pravé kdyz je
mocnitel k tvaru k = 4+ 5a; ¢islo 72°°7~F kondi na 49, pravé kdyz p¥islusng mocnitel ma
tvar 2007 — k = 2+ 4b. Dosazenim k = 4+ 5a dostaneme rovnici 2 007 —4 — 5a = 2+ 4b,
kde a a b jsou cela nezaporna ¢isla. Z ni vychézi
_ 2001 — ba _E00— g — a—l‘

4
Aby bylo b celé, musi byt a — 1 délitelné ¢tyfmi, tedy a = 4c + 1; potom b = 499 — 5¢,
k =9+ 20c. Mocnitel 2007 — k rovny 1998 — 20¢ nemtize byt zaporny, proto ¢ < 99.

Cislo 6% - 72997=F je zakonéeno dvojéislim 04, pravé kdyz je éislo k tvaru k = 9420c,

kde c € {0,1,2,...,99}.

Poznamka. Rovnice tvaru ax + by = ¢, kde a, b, ¢ jsou dané celd ¢isla a z, y
celociselné neznamé, se nazyva linearni diofantickd rovnice o dvou neznamych. Zaci by
se méli obeznamit s feSenim takovych rovnic.

. 72007k

b

NAVODNE A PODOBNE ULOHY:

1. Zjistéte, kterym dvojcislim konéi dekadicky zapis ¢isla 72007, [43]

2. Urcete viechna pirozena éisla k, pro néz dekadicky zapis ¢isla 7% 4+ 9F konéi dvojéislim
22. [k = 20n + 8]

3. Zjistéte, pro kolik p¥irozengch ¢isel n mensich nez 1000 je soucdet n2%07 4+ 2007™ + 1
délitelny sedmi. [95. P¥i déleni sedmi jsou zbytky ¢isel n? %07 stejné jako zbytky &isel
n3 a pro jednotliva n se opakuji s periodou délky 7, u &isel 2007 jsou zbytky stejné
jako u cisel 5™ a opakuji se s periodou délky 6. Vyhovujici n maji dvoji vyjadfeni
n=Th=6l4+3,n=Th+1=6l4+1,n=T7Tk+2=6l+1nebon=7Tk+4 =60+ 1]



2. V pdsu mezi rovnobézkami p, q jsou dany dva ruzné body M a N. Sestrojte koso-
Ctverec nebo ctverec, jehoZ dve protejsi strany lezi na primkdch p a q a body M a N
lezi po jednom na zbyvagjicich dvou strandch.

RESEN{. V kosoétverci (¢tverci) jsou vzdalenosti protilehlych stran stejné. Nagim
ukolem je tedy vést body M a N rovnobézky, jejichz vzdalenost je rovna vzdalenosti d
rovnobézek p a q. Pata P kolmice z bodu M ke strané hledaného kosoctverce prochézejici
bodem N lezi na Thaletové kruznici nad primérem M N a ma od bodu M vzdalenost d
(obr.1). Odtud plyne konstrukce:

Obr. 1

Sestrojime Thaletovu kruznici k£ nad primérem M N a kruznici [ se stfedem M,
jejiz polomeér je roven vzdalenosti d pfimek p a ¢q. Oznac¢ime P prusecik kruznic k a .
Na piimce PN lezi jedna ze stran hledaného (koso)cétverce. Protilehld strana prochézi
bodem M a je s prfimkou PN rovnobézna.

Vznikly rovnobéznik je skuteéné kosoctverec nebo ¢tverec, nebot ze shodnosti vysek
vyplyva shodnost stran.

Diskuse: Existence feseni je podminéna existenci bodu P. Zfejmé pak nemtze byt
NP || g, protoZze by to znamenalo, Ze je |MP| < d, takZe rovnobézky prochézejici
body M, N vzdy vytnou pozadovany rovnobéznik. Je-li [M N| > d, maji kruznice k
a | dva ruzné pruseciky P; # P, (obr.2), takze tiloha ma dvé feseni. Je-li |[M N| = d,
potom P = N; stranu kosoctverce prochéazejici bodem N sestrojime jako kolmici na
MN a tloha ma jen jedno feSeni. V piipadé |[M N| < d nema tloha FeSeni.
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NAVODNE A PODOBNE ULOHY:

1

2.

. 'V roviné jsou dany body A, B, pfimka p a tsecka délky v. Sestrojte trojuhelnik ABC),

jehoz vrchol C' lezi na pfimce p a jehoz vyska na stranu BC mé délku v.

V roviné je dana primka p a body M, N, S. Sestrojte pravouhelnik ABCD tak, aby
vrchol A lezel na pfimce p, bod M na prfimce AB, bod N na pfimce BC a aby S
byl prusecik jeho uhlopiicek. [Uvazte obrazy piimky p a bodu M v otoceni o 90° se
stfedem S, které prevede stranu AB na stranu BC']

V roviné jsou dany t¥i rovnobézné primky a, b, ¢ a pfimka d s nimi rtiznobézné. Sestrojte
étverec ABCD tak, aby A € a, B € b, C € ¢, D € d. [Sestrojime nejdfiv libovolny
¢tverec ABC D, ktery spliiuje prvni tfi podminky: Zvolme bod B € b, vrchol A takového
¢tverce pak lezi na pfimce a a zaroven na primce ¢ otocené kolem bodu B o 90°.
Hledany ctverec dostaneme posunutim ve sméru rovobézek a, b, ¢, v némz primka
d' || d obsahujici vrchol D piejde v pfimku d.]

3. Jsou-li x ay redlnd ¢isla, pro néz plati 3 + y> < 2, potom = + y < 2. Dokazte.

RESENT.

Tvrzeni dokédzeme sporem. Pfipustme, ze plati z+y > 2. Potom y > 2 —x,

takze y> > (2—x)3, nebot funkce s = 3 je v proménné ¢ rostouci v celém oboru redlnych
¢isel. Proto plati

Byt >r(2-2)=8—-120+622 =6(x— 1) +22>2.

To je ve sporu s predpokladem. Tim je tvrzeni dokézano.

Jiné FeSeni. Dvojclen 23 + y? rozlozime na souc¢in (z + y)(2? — zy + y?). Kdyby
platilo x + vy > 2, pak bychom pro druhy ¢initel 22 — xy + y? méli odhad

1 3
o —ay+yt =@ +y)?+ -y’ > 1

Pro vyraz 3 + y3 by pak platilo

3

P4yt =@+y)@@® —zy+y?)>2-1=2.

To je opét ve sporu s predpokladem. Tim je tvrzeni dokazano.

NAVODNE A PODOBNE ULOHY:

1.

2.

4. Najdéte

Jsou-li x, y redln4 ¢isla, pro néz plati x +y > 2, potom z2 + y? > 2; dokazte. [Tvrzeni
plyne z nerovnosti (z + y)? < 2(x? + y?).]

Necht a, b, ¢ jsou realnd ¢isla, jejichz soucet je vétsi nez 1. Dokazte, Ze soucet jejich
druhych mocnin je vétsi nez % [Tvrzeni plyne z tzv. Cauchyovy nerovnosti (z+y+2)? <
< 3(22 +y? + 22), kterou lze ovéiit tipravou do tvaru (x —y)? + (2 —2)% + (y — 2)? = 0]
Necht z, y jsou nezaporna, &isla, pro néz plati 2 +y2 > 2. Dokazte, ze potom x3+y3 > 2.
[Potiebnou nerovnost (z2 + y2)3 < 2(z2 + y3)? dokazete tak, ze rozdil mezi pravou
a levou stranu upravite do tvaru (z — y)?(z* + 2xy> + 2293 + y*).]

vSechny pravouhlé trojuhelniky s delkami stran a, b, ¢ a délkami téznic t,,

ty, te, pro néz plati a +t, = b+ tp. UvaZujte oba pFipady, kdy AB je a) prepona,
b) odvésna.



RESEN{. a) Necht a i b jsou odvésny (obr. 3). Potom podle Pythagorovy véty

ty = /b2 + (3)2 ty = \/a? + (2)2

takze podminka a + t, = b + t, ma tvar

A
b
2
b
2
a
BT :
Obr. 3

Protoze z nerovnosti a > b vyplyva (viz ndavodnou ulohu 1) ¢, > t,, jsou nésledujici
upravy ekvivalentni:

2a — 2b = \/4a? + b? — \/4b2% + a?,
4a® — 8ab + 4b = 5a” 4 5b% — 2+/(4a2 + b2)(4b2 + a?),

2v/4at + 17a2b2 + 4b* = a® + 8ab + b,
16a* + 68a2b? + 16b* = a* + 16ab + 66426 + 16ab® + b?,
15a* — 16ab + 2a%b? — 16ab® + 156* = 0.

Mnoho¢len na levé strané posledni rovnice je ziejmé délitelny dvojélenem a—b (pro
a = b je totiz roven nule). Délenim zjistime, Ze vysledny mnohoclen t¥etiho stupné ma
opét stejnou vlastnost, takze po opakovaném déleni prevedeme zkoumanou rovnici do
soucinového tvaru

(a — b)*(15a® + 14ab + 15b%) = 0.

Posledni rovnost plati, pravé kdyz a = b, protoze 15a% + 14ab + 156> > 0 pro kazdou
dvojici realnych cisel a, b.

V pfipadé a) miZeme postupovat i nasledovné: Odeétenim rovnosti

2 _ 2 2)2 2 _ 2 (9)2
ta b+<2 s tb CL+ 2

dostaneme



Na obou stranach posledni rovnice jsou rozdily druhych mocnin. Pfevedeme je na souciny
a pak vyuzijeme danou rovnost a + t, = b+ t; upravenou do tvaru t, —t, = b — a:
3
(ta = tp)(ta + 1) = 2 (b= a)(b+a),
3
(b—a)(te +1tp) = Z(b —a)(a+Db).
Kdyby bylo a # b, vyjde t, + tp = %(a + b); to spolu s rovnosti t, —t, = b—a
dava t, = %b — %a, tedy t, < b, coz odporuje tomu, ze t, je pfepona a b odvésna téhoz
pravothlého trojthelniku (obr. 3). Proto musi platit rovnost a = b.

b) Necht napf. a je pfepona (je-li pfepona b, sta¢i strany a, b v nasledujicim textu
navzajem vymeénit). Potom z Thaletovy a Pythagorovy véty plyne

v e (@ e ()

a rovnost ze zadani ma tedy tvar

7 vy (3)°

Protoze pfepona a je delsi nez odvésna b, tedy a > b, jsou nasledujici upravy ekvivalentni:

3a — 2b = \/4a2? — 302,
9a% — 12ab + 4b* = 4a® — 312,
5a — 12ab + 7b* = 0,
(a —b)(ba — 7b) = 0,
5a — Tb = 0.

Zaver: Rovnost a + t, = b+ t, plati pro pravoihlé rovnoramenné trojihelniky
s odvésnami a = b a pro pravouhlé trojuhelniky, které maji strany v poméru 5 : v/24 : 7,
a pfitom nejkratsi z nich je (tfeti) strana c.

NAVODNE A PODOBNE ULOHY:

1. Dokazte, ze téznice obecného trojuhelniku (at je pravouhly ¢éi nikoliv) maji stejnou
vlastnost jako jeho vysky: ke kratsi strané sméfuje delsi téZznice. Odvodte odtud, Ze
rovnost a + t, = b+ tq plati, pravé kdyz a = b. [Nerovnosti mezi stranami a, b a mezi
Castmi téznic %ta, $tp porovnejte na zakladé toho, ze vrchol C'i tézisté T' trojuhelniku
ABC lezi ve stejné poloroviné vytaté osou strany AB.]

2. Vypocitejte délku téznice t; trojuhelniku ABC, plati-li a = 96, b = 144, t, = 107.
[Dokazte, ze v kazdém trojuhelniku plati 2 — 2 = %(b2 —a?)]

3. V libovolném trojuhelniku ABC oznatme T tézisté, D stfed strany AC a E stfed
strany BC'. Najdéte vSechny pravouhlé trojuhelniky ABC' s pfeponou AB, pro néz je
¢tyfuhelnik CDTE te¢novy. [56-B-1-4]



5. Urcete vsechny dvojice a, b redlnych cisel, pro nézZ ma kazda z kvadratickiyjch rovnic
ar’ +2bx+1=0, bz’+2ax+1=0

dva ruzn€ redlnée koteny, pricemz prdvé jeden z nich je obéma rovnicim spolecny.

RESEN{. Ze zadani vyplyva, Ze a # 0, b # 0 (rovnice by nebyly kvadratické) a a # b
(rovnice by byly totozné, a pokud by mély dva realné kofeny, byly by oba spole¢né).
Oznac¢me x( spoleé¢ny kotfen obou rovnic, takze

axp + 2brg+1=0, bad+ 2axe+1=0.

Odectenim obou rovnic dostaneme (a — b)(z2 — 2x¢) = xo(a — b)(zo — 2) = 0. Protoze
a # b a 0 zfejmé kofenem danych rovnic neni, musi byt spoleénym kotenem ¢islo xy = 2.
Dosazenim do danych rovnic tak dostaneme jedinou podminku 4a + 4b + 1 = 0, neboli
1
b=—a—-.
4
Diskriminant druhé z danych rovnic je pak 4a? — 4b = 4a® + 4a + 1 = (2a + 1)?,
takze rovnice ma dva rtzné realné koteny pro libovolné a # —%. Podobné diskriminant
prvni z danych rovnic je 4b% — 4a = 4b% +4b+1 = (2b+1)2. Rovnice m4 tedy dva rtizné
realné koreny pro libovolné b £ —% neboli a # %.
, “ 0 . “ “ 1. 1 1
Z uvedenych predpokladii viak zaroven plyne, ze musi byt a # —3 (b# 0)aa # —3
(a #b).
Zdvér: Vyhovuji vSechny dvojice (a, —a — %), kde a € R\ {—%, —i, —%, 0, %}
NAVODNE A PODOBNE ULOHY:
1. Najdéte spole¢né kofeny rovnic 2z3 + 322 — 6z +2 = 0 a 223 + 722 + 22 — 6 = 0.
-1+ V2, spoleény kofen je kofenem kvadratické rovnice, kterou dostaneme odeétenim
kubickych rovnic.]
2. Zjistéte, pro které hodnoty parametru a maji rovnice 22 +ax—3=0az?+3x—a =0
aspoii jeden spoleény kofen. [a = 3, a = —2]
3. Najdéte vsechny dvojice (a,b) realnych ¢isel, pro néz mé kazda z rovnic 22 + (a — 2)x +
+b—-3=0, 22 + (a+2)x + 3b— 5= 0 dvojnasobny koien. [(6,7), (2,3)]

6. Obdelnik 2005 x 2007 je rozdélen na cerné a bilé jednotkové ctverecky. Dokazte, Ze
pak pro jednu z barev (Cernou nebo bilou) existuje vice nez 95800 pravouhelniki
(slozenych z jednotkovych ctverecki), jez se navzdjem neprekryvaji a jejichz rohovd
policka maji vesmés zvolenou barvu, pricemz kaZda z jejich stran obsahuje aspon
dva ctverecky.

RESEN{. Budeme hledat obdélnik co nejmensiho obsahu, v némz musi byt obsaZzen
pravothelnik, ktery ma vSechna rohova policka stejné barvy. Sitka 2 nestaci (pfi libo-
volné délce by naptiklad mohl byt jeden cely fadek ¢erny a druhy bily). Uvazujme tedy
obdélnik sitky 3. Jeho sloupce mohou byt obarveny osmi zpiisoby:

Obr. 4



Je-li obdélnik slozen jen ze Sesti sloupcii 2 az 7, nema zadny pravouhelnik s rozmeéry
vétsimi nez 1 v ném obsazeny vSechna rohovéa policka téze barvy. Uvedenych Sest sloupcti
totiz predstavuje vSechny moznosti, jak obarvit sloupec slozeny ze tii policek dvéma
barvami, aby nebyl jednobarevny (jednobarevné jsou pak zbyvajici dva sloupce 1 a 8).
Kdyby v takovém obdélniku existoval pravothelnik s rohovymi policky téze barvy, byly
by prislusné sloupce stejné.

Ma4-li vSak obdélnik sitky 3 délku aspon 7, jsou v ném bud dva stejné sloupce, nebo
v ném je néktery z jednobarevnych sloupct (1 a 8). V pfipadé dvou stejnych sloupcu je
existence pravouhelniku se stejné obarvenymi rohovymi policky ziejma. Nejsou-li zadné
dva sloupce stejné, ale je tam jednobarevny sloupec barvy A, musi v obdélniku byt
i sloupec, jehoz dvé policka maji barvu A. Tento sloupec a jednobarevny sloupec barvy
A vymezuji pravouhelnik, jehoz vSechna rohova policka maji barvu A.

Dany obdélnik 2005 x 2007 nyni rozdélime na dvé ¢asti 2002 x 2007 a 3 x 2007.
Protoze 2002 = 7- 286, 2007 = 3 - 669, sklada se prvni ¢ast z 286 - 669 neprekryvajicich
se obdélnikidl 7 x 3. V druhé casti je jesté dalsich 286 obdélnikti 7 x 3. Obdélnikt 7 x 3
je tedy celkem 286 - 669 + 286 = 286 - 670 = 191 620. V kazdém z nich je obsazen aspon
jeden pravouhelnik, ktery ma vSechna rohova policka stejné barvy. Pro nejméné polovinu
takto nalezenych obdélnikti, tedy pro alespon 95810 je pak barva rohovych poli stejna.

NAVODNE A PODOBNE ULOHY:
1. Obdélnik 6 x 4 je rozdélen na 24 jednotkovych ¢tvereckt. Kazdy z nich obarvéte ¢ernou
nebo bilou barvou tak, aby zadné ctyfi stejné zbarvené ctverecky nebyly rohovymi
Gtverecky téhoz pravothelniku (najdéte aspori jedno feSeni). [Viz obrazek: vzhledem
k jeho ,,barevné soumeérnosti® stac¢i ovérit neexistenci pravotuhelniku jen pro jednu barvu
rohovych poli.]

2. Obdélnik 3 x 7 je rozdélen na 21 jednotkovych ¢tverct, z nichz kazdy je obarven bilou
nebo ¢ernou barvou. Dokazte, Ze nékteré Ctyti stejné zbarvené ¢tverce jsou rohovymi
¢tverci téhoz pravothelniku. [Viz FeSeni soutézni tilohy.]

3. Obdélnik 6 x 4 je rozdélen na 24 jednotkovych ¢tverct. Trinadct z nich je obarveno
Cernou barvou. Dokazte, ze nékteré Ctyti Cerné Ctverce jsou rohovymi Ctverci téhoz
pravouhelniku. [Aspon jeden ze Sesti sloupct musi obsahovat aspoii t¥i éerné étverce.
Jsou-li dokonce ¢tyfi, mame pro umisténi zbyvajicich deviti ¢tverct pét sloupct, takze
v jednom z nich museji byt aspoti dva. Jsou-li pravé t¥i, bud existuje aspon jeden dalsi
sloupec se tfemi ¢ernymi étverci (v téchto dvou sloupcich uz pozadovany pravoihelnik
najdeme), anebo v kazdém ze zbylych péti sloupct jsou pravé dva éerné étverce; je jen
(‘21) = 6 moznosti, jak Ctyfi ctverce ve sloupci takto obarvit, pficemz tfi z nich uz davaji
pozadovany pravouhelnik s pivodné nalezenymi tfemi ¢ernymi ¢tverci ve sloupci.|



