57. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ulohy domdci &sti |. kola kategorie A

1. Najdeéte vsechny trojgice redlnych cisel a, b, ¢ s vlastnosti: KazZdad z rovnic

22+ (a+ 1)+ (b+3)r+ (c+2)=0, (1)
24 (a+2)2>+ b+ Dz +(c+3)=0, (2)
P+ (a+3)2*+ (b+2)r+(c+1)=0 (3)

md v oboru redlnych cisel tri riuzné koreny, celkem je to vsak pouze pét ruznych

cisel.

RESENI. Pfedpokladejme, Ze éisla a, b, ¢ maji pozadovanou vlastnost. Vsimneme
si nejdiive, ze kazdé dvé z danych rovnic museji mit spoleény kofen, jinak by mély
dohromady Sest rtiznych kotenii.

Spole¢né kotfeny dvou z danych tii kubickych rovnic jsou kofeny kvadratickych
rovnic, které dostaneme jejich odectenim. Vypisme vSechny tfi ,rozdilové“ rovnice, které
nezaviseji na parametrech a, b, ¢ (to je Fesitelsky pozitivni zjisténi), a rozlozme rovnou
jejich levé strany na kotenové cinitele:

2?2 —2r+1=(x—1)2=0, (2-1)
20> —r—1=02z+1)(x—-1)=0 (3-1)
P 4+z-2=(x-1)(z+2) =0 (3-2)

Vidime, Ze rovnice (1) a (2) maji jediny spoleény kofen x = 1, takze maji dohromady
pravé pét riznych korent. Proto musi byt kazdy z kofenti rovnice (3) kofenem aspon
jedné z rovnic (1) nebo (2). Z uvedenych rozkladi plyne, Ze ¢islo z = 1 je rovnéz kofenem
rovnice (3).

Vysvétleme, pro¢ ostatni dva kofeny rovnice (3) nemohou byt zaroven i kofeny jedné
z rovnic (1) nebo (2). V opa¢ném pfipadé by jedna z rovnic (1), (2) méla s rovnici (3)
stejnou trojici kofent, a proto by musely mit stejné koeficienty nejen u kubického ¢lenu.
To vSak neplati, nebot pro libovolnou hodnotu parametru ¢ jsou ¢isla ¢+ 1, ¢+ 2, ¢+ 3
(tj. absolutni ¢leny rovnic) vesmeés ruzna.

Rovnice (3) méa tedy kromé kofenu x = 1 jeSté jeden spoleény kofen s rovnici (1)
a jeden spoleény kofen s rovnici (2); podle rozkladt (3—-1) a (3-2) vidime, ze se jedna

1

o ¢isla x = —5 a x = —2. Leva strana rovnice (3) mé proto rozklad

1 3 3
1 2( —):3 Op? _Zp 1.
(x —1)(z + )9:-1—2 z° 4 5at = g
Odtud porovnanim s koeficienty zapsanymi v (3) jiz dostaneme a = —2,b = —I, ¢ = —2.
Z naseho postupu plyne, Ze pro nalezené hodnoty a, b, ¢ ma rovnice (3) trojici kofent
1,—3 a —2, ze &sla 1, — 3 jsou kofeny rovnice (1) a Ze ¢isla 1, —2 jsou koFeny rovnice (2).
Musime se je$té presvédcit, ze tfeti kofeny rovnic (1) a (2) jsou dalsi dvé (rtizna) ¢isla.
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Tyto treti kofeny muzeme vyhodné najit pomoci Vietovych vztahii. Protoze soucin tii
kofent rovnice (1) je ¢islo opa¢né k absolutnimu ¢lenu ¢ 4 2 rovnému nule, je ¢islo nula
tfeti kofen rovnice (1). Podobné souéin t¥i kofent rovnice (2) je roven —1, takze tieti
koten je ¢islo x = %

Zaver. Jedinym TeSenim ulohy jsou c¢isla a = —%, b=—

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1.

N2.

D1.

Najdéte (pokud existuji) vSechny spoleéné kofeny kubickych rovnic

2+ (2v2 — 1)z? — (9vV2 + 10)z + 10vV2 + 16 = 0,
3+ (2v2 - 3)z? + (V2 - 6)z — 10V2 + 16 = 0.

[Spole¢né koteny museji vyhovovat kvadratické rovnici 22 — (5v/2 + 2)z + 10v/2 = 0,
kterou dostaneme, kdyz dané rovnice od sebe odecteme a vysledek vydélime dvéma.
Tato rovnice ma diskriminant 54 — 20v/2 rovny (5v/2 — 2)2, takze jeji kofeny jsou cisla
2 a 5v/2. Dosazenim se piesvédéime, ze spoleény koien je pouze &islo 2. Na procviceni
je mozné dopocitat i zbylé kofeny danych kubickych rovnic po sniZeni jejich stupné
obvyklou metodou vydéleni kofenovym ¢initelem (v nasem pfipadé rovnym z — 2).
U prvni z nich to jsou cisla V2+1la—-2-— 3\/5, u druhé &sla v2 — 1 a 2 — 3v/2.
Naroénéjsim mistem vypoéti je odmociiovani diskriminantt tvaru a+bv/2 cestou FeSeni
rovnice a + bv/2 = (u + vv/2)° s nezndmymi celymi &isly u, v.]

Zjistéte, pro které redlné c¢islo p maji rovnice

w3+w2—36x—p:0,
3 —222 —pr+2p=0

spoleény kotfen v oboru realnych éisel. [52—A—S-3]
Zjistéte, pro ktera realnd cisla p méa soustava

w2y—2w:p,
Y’z — 2y = 2p — p°

praveé tii feSeni v oboru realnych &isel. [B-51-1-5]

2. Vroviné je dina usecka AV a ostry uhel velikosti o. Urcéete mnoZinu stredu kruznic
opsanych vsem tém trojuhelnikum ABC' s vnitrnim dhlem o pri vrcholu A, jejichZ
vysky se protinaji v bodée V.

RESENT.

Nejprve dokazme jedno obecné uzitecné tvrzeni o priseciku V' vysek libo-

volného ostroihlého trojiuhelniku ABC. Ozna¢me V' prisecik piimky obsahujici vysku
CCy s kruznici opsanou trojihelniku ABC' (obr.1). Pravotihlé trojuhelniky CoV A

C
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a AgVC jsou podobné (shoduji se jesté v thlu pfi vrcholu V), proto |<BAAy| =
= |xBCCy|. Uhly BCCy a V' AB jsou shodné obvodové tihly nad obloukem V'B, takze
body V a V' jsou soumérné sdruzeny podle primky AB.

Oznadime-li thly v trojihelniku ABC obvyklym zptsobem, bude |[<ACV'| =
= |<ACCy| = 90° — a, takze pro délku usecky AV diky uvedené soumérnosti dostaneme

|AV| = |AV’| = 2rsin(90° — a) = 2r cos o, (1)

kde r je velikost poloméru kruznice k opsané trojuhelniku ABC' (a zéroven i trojahelniku
AV'C). Stejny vzorec (1) plati pro trojuhelnik ABC' s ostrym vnitfnim thlem « pfi
vrcholu A i v ptipadé, kdy jeden z ostatnich dvou vnitinich thld (napf. u vrcholu B) je
pravy nebo tupy (obr.2). Celou ivahu miizeme zopakovat slovo od slova.

Obr. 2

Nyni se uz pustime do feseni soutézni tlohy se zadanymi body A, V a danou
velikosti ostrého thlu «. Vzorec (1) néas privadi k zavéru, ze kruznice opsané vSem
uvazovanym trojuhelnikim ABC' budou mit tyz polomeér

|AV]
r= ,
2cosa

(2)

tudiz jejich stiedy O budou mit od daného bodu A pevnou, pravé urcenou vzdalenost r.
Je ovSem zapotiebi urcit, jakou ¢ast kruznice I(A,r) stfedy O vyplni; jisté to bude
mnozina soumérnéd podle pfimky AV, nebot soumérnost s osou AV pievadi vyhovu-
jici trojuhelnik na vyhovujici trojihelnik. S timto cilem vyjadiime velikost thlu VAO
pomoci vnitinich ahla f = |$xABC| a v = |<ACB|. Budeme pfitom predpokladat, ze
plati 5 = v (v opacném pripadé lze od samého poc¢atku oznaceni vrcholt B, C' navzdjem
vymeénit).

Predpokladejme nejprve, ze 5 < 90°, takze trojihelnik ABC' je ostrothly a mizeme
opét pracovat s obr. 1. Z rovnoramenného trojihelniku ABO s vnitinim thlem 2+ pri
hlavnim vrcholu O vidime, ze |<xBAO| = 90° — =, z pravouhlého trojuhelniku BAA
zase plyne |« BAV| = 90° — 3. Vzhledem k tomu, ze oba body O, V lezi v poloroviné
ABC, dostavame pro thel VAO vyjadreni

|XVAO| = |xBAO| — |¥BAV| = (90° — 7) — (90° — 8) = 3 —

(pfipomenme, ze 3 = 7).



V pfipadé 5 = 90° podle obr. 2 podobné zjistime, Ze | BAO| = 90°—~v a |[x BAV| =
— 53— 90°, tudiz

|XVAO| = [¥xBAO| + |xBAV| = (90° — 7) + (8 — 90°) = 8 — .

Vidime, ze |<VAO| = [ — 7 bez ohledu na to, zda je trojihelnik ABC' ostrotuhly,
pravouhly nebo tupothly.
Nyni uz snadno dokoncime feseni tlohy: z odvozené velikosti tthlu VAO plyne odhad

|$<VAO|=8—~v < B+~v=180° — a,
takze bod O lezi uvniti oblouku kruznice [(A, r) uréeného nerovnosti
|xVAO| < 180° — a.

Zvolime-li naopak thel ¢, 0° < ¢ < 180° — «, snadno vypocteme, jakou velikost musi
mit vnitini thly 3 a ~, aby platilo |<VAO| = e:

_ 180° —a+e _ 180° —a—c¢
b= 2 7 2
Vepiseme-li tedy do jakékoliv kruznice o poloméru r ze vzorce (2) pomocny trojihelnik
A'B’'C’ s danym thlem « pii vrcholu A’ a vypoétenymi thly 3, v pfi vrcholech B/,
resp. C’, pro jeho ortocentrum V' a stfed O’ opsané kruznice budou splnény rovnosti
|A'V'| = |AV] a |xV'A’O’| = €. Ve shodném zobrazeni, které prevede tsecku AV’
na usecku AV, pak trojihelnik A’B’C’ prejde ve vyhovujici trojuhelnik ABC, jehoz
stfed O opsané kruznice bude lezet na kruznici | a vyhovovat rovnosti [V’ A'O’| = e.
Zavér. Hledanou mnozinou stfeda O opsanych kruznic je oblouk kruznice o stiedu A
a poloméru r = $|AV|/ cos o uréeny nerovnosti < VAO| < 180° — « (krajni body tohoto
oblouku tedy do vysledné mnoZziny nepatfi, obr. 3).

C

Obr. 3



NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

N1. Ukazte, ze dvé pfimky, na nichz lezi osy vnitinich uhld (resp. vysky, resp. spojnice
vrchold se stfedem kruznice opsané) trojuhelniku, sviraji tihel, jehoz velikost z&visi
pouze na velikosti vnitfniho thlu pf#i zbyvajicim vrcholu. Plati takové tvrzeni i pro
primky, na kterych lezi téznice trojuhelniku?

N2. Dokazte, Ze body soumérné sdruzené s prisecikem vysek podle pirimek, na kterych
lezi strany ostrouhlého trojihelniku, lezi na kruznici trojthelniku opsané. [Viz FeSeni
soutézni tlohy.] Odvodte odtud zajimavé tvrzeni o tfech kruznicich, které jsou obrazy
opsané kruznice ve zminénych t¥ech osovych soumérnostech. [Tyto t¥i kruznice proché-
zeji jednim bodem, totiz prusecikem vysek.]

N3. Vyjadrete vzdalenosti priseciku vysek ostrothlého trojuhelniku od jeho vrcholid kosinid
jeho vnitfnich hla a poloméru kruznice opsané. [Viz FeSeni soutézni tlohy.]

D1. Ukazte, ze z Glohy N2 plyne stejné tvrzeni i pro tupotuhly trojahelnik pomoci takové
uvahy: je-1i V prusecik vysek trojuhelniku ABC' s tupym thlem pfi vrcholu C, je bod C
prisecikem vysek ostrothlého trojuhelniku ABV.

3. Mnozinu M tvori 2n riznich kladnijch redlnijch ¢&isel, kde n 2 2. Uvazujme n ob-
délniku, jejichz rozmeéry jsou cisla z M, pricemz kaZdy prvek z M je pouzit prdvée
jednou. Urcete, jaké rozméry maji tyto obdélniky, je-li soucet jejich obsahi

a) nejuétsi mozny; b) nejmensi mozny.
RESEN{. Vénujme se nejdiive nejjednodussi situaci, kdy n = 2. Danou mnozinu M
tak tvori ¢tyii kladna cisla, ktera oznacime podle velikosti

a1 < ag < asg < aq.

Mame pouze tii moznosti, jak pozadovanym zpiisobem sestavit dvojici obdélnikt. Vy-
piSme na tfech radcich jejich rozmeéry:

ay Xaz a agz X a4,
a; Xaz a az X a4,

a; Xa4 a ag Xas,

a ukazme, ze soucty obsahti téchto obdélnikid jsou v uvedeném potadi klesajici, tj. ze
plati
ai1as + asaq4 > a1a3 + 204 > A1G04 + G203. (1)

Misto dvou snadnych dikazi (provedte sami) poznamenejme, Ze obé nerovnosti jsou
téhoz typu a lze je zdivodnit obecnym pravidlem

a<b, c<d = ac+bd>ad+bc, (2)
jez plati pro libovolnou ¢tvetici redlnych ¢isel a, b, ¢, d diky rovnosti
(ac+ bd) — (ad 4+ be) = (b — a)(d — ¢).
Skute¢né, levou nerovnost z (1) dostaneme z pravidla (2) volbou
a=a;, b=ay, c=a, d=a3 (platia; < a4 aay < as),
pravou nerovnost pak volbou
a=a;, b=a, c=as, d=ay4 (platia; <azaaz<ay).
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Tim je uloha v pripadé n = 2 vyfeSena. Tato zkuSenost néas jisté privede k odhadu
vysledku pro obecné n = 2:

Jsou-li a1 < as < ... < a9, prvky dané mnoziny M, pak nejvétsi sumarni obsah ma
jedina n-tice obdélniki s rozméry a; X as, a3 X a4, ...,02,_1 X Q2,; Nejmensi sumarni
obsah ma jedina n-tice obdélnikii s rozmeéry ai X aon, a2 X Q2p—1,. .., 0n X Qpi1-

K dtkazu prvniho zavéru predpoklddejme, ze vyhovujici n-tice obdélniki je se-
stavena tak, ze ¢isla aj, as nejsou rozmeéry téhoz obdélniku. Pak v takové n-tici jsou
obdélniky a; X a; a az X aj, kde 4,7 > 2. Zaménme je obdélniky a; X az a a; X a;.
Dostaneme (jinou) vyhovujici n-tici obdélnik, ktera bude mit oproti ptuvodni n-tici
véts$i suméarni obsah, nebot plati

ai1as + a;a; > a1a;4 + aza;,

a to opét diky pravidlu (2) pro ¢isla a; < a; a az < a;. Z této Gvahy plyne: nejvétsi
sumarni obsah miize mit jen takova n-tice uvazovanych obdélnikt, mezi nimiz je obdél-
nik a; X as. Tento obdélnik mizeme tedy dat stranou a uvazovat tlohu o nejmensim
obsahu pro redukovanou mnozinu M’ o 2n —2 prvcich az < a4 < ... < as,. Opakovanim
predchoziho postupu vytvorime obdélnik as x a4 a provedeme dalsi redukci mnoziny
atd. (formalné muZeme vyuzit matematickou indukci). Hypotéza o soustavé obdélnikt
s nejvétsim sumarnim obsahem je tak dokazana.

Zcela obdobné dokazeme zaveér o soustavé s nejmensim sumarnim obsahem. Nejsou-
-li a1, agy, rozméry téhoz obdélniku, jsou mezi uvazovanymi obdélniky a1 X a; a a; X azy,
(kde 1 < 4,5 < 2n), které zaménime obdélniky a; X ag, a a; X a;, ¢imz se sumarni obsah
obdélnikt zmensi, nebot plati

aia; + a;a2n > A102n + a;a;.

podle pravidla (2) pro ¢isla a1 < a; a a; < az,. Nejmensi sumarni obsah proto mize mit
jen takova vyhovujici n-tice obdélnikii, mezi nimiz je obdélnik a; X as,. Tento obdélnik
dédme stranou a uvazujeme tlohu o nejmensim obsahu pro redukovanou mnozinu M’
0 2n — 2 prvcich as < ag < ... < as,_1. VSe ostatni je uz zbytecné opakovat.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Dokazte pravidlo (2) z feSeni soutézni dlohy. [Dikaz viz tamtéz.]

D1. Pravidlo (2) zminéné v tloze N1 vyuzijte k dtikazu tzv. permutacnich nerovnosti: Jsou-
diag Saz ... < ap aby by <. < by, dvé n-tice redlnych cisel a (z1,x2, ..., Tn),
resp. (Y1,Y2,--.,Yn) jejich libovolné permutace, pak pro soucet S = x1y1 + x2y2 +
+ ...+ Znyn plati Spmin £ S £ Smax, kde Smin = aibp + a2bn—1 + ... + anbn
a Smax = a1b1 + azb2 + ... + apby. [Navod: Jako v FeSeni soutézni tlohy ukazte, Ze
soucet S lze zvétsit, jsou-li mezi jeho scitanci xy Cleny a1b; a ajby, pricemz a; > a3
a b; > b1. Podobné lze soucet S zmensit v pripadé s¢itancti a1b; a a;by, pokud a; > a1
a by, > b;. Takovych zvétSeni (zmensSeni) 1ze opakované provést jen koneéné mnoho.]

D2. Permutacni nerovnost z alohy D1 vyuzijte k diikazu nerovnosti

3 b3 3

a4
(& a

a3b+b30+03a§a4+b4+04 a a

b
pro libovolnéd kladnd &isla a,b,c. [Je-li p £ g < r neklesajici poradi ¢isel a, b, c, je
PP Srdapt2qt 2]
D3. Zachovejme pfedpoklady a oznaceni z tlohy D2. Ukazte, ze seCtenim n vhodnych per-
mutadénich nerovnosti lze odvodit tzv. Cebysevovy nerovnosti

n'Sming(a1+a2+--~+an)(b1+b2+~--+bn)§n'Smax-
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S jejich pomoci pak dokazte, ze pro libovolna kladné a, b, ¢ plati
(@202 + A @B+ +3) <30+ +) S (@ +b" +c) (a2 +b7 2472,

D4. Cisla od 1 do 2000 byla rozdélena do 1000 (disjunktnich) dvojic (ay,b;) tak, Ze pro
kazdé ¢ = 1,2,...,1000 je rozdil |a; — b;| je roven jednomu z ¢isel 1 nebo 6. Urdete,
jakou ¢islici konci desitkovy zapis cisla

S =la1 —bi|+ |az — b2| + ...+ |a1000 — b1ooo|-

[Nulou. Plati S = 1000 + 5p, kde p je pocet dvojic (ai, b;) s vlastnosti |a; — b;| = 6.
Pocet téch dvojic, v nichz jsou obé cisla licha, se musi rovnat poctu téch dvojic, kde
jsou obé suda. Proto je ¢islo p sudé.]

D5. Pro dané pfirozené n 2 2 rozdélme mnozinu {1,2,3,...,2n} libovolnym zptisobem na
dvé (disjunktni) n-prvkové mnoziny A a B. Prvky A ozna¢me v rostoucim pofadi jako
a1 < a2 < ... < an, prvky B v klesajicim potradi jako b1 > b > ... > b,. Najdéte
vSechny mozné hodnoty souctu

S = |CL1 —b1|+|a2—b2|+...+|an—bn|.
[Vsechny sou¢ty maji tutéz hodnotu (n+1)+ (n+2)+...+2n—(1+2+...+n) = n?.
Néavod: Pro kazdé i je mensi z ¢isel a;, b; mensi nez n — i Cisel z jedné mnoziny a 4 Cisel
z druhé mnoziny, coz dohromady znamena, ze je mensi nez nékterych n cisel z celé

mnoziny {1,2,3,...,2n}, musi proto lezet v mnoziné {1,2,...,n}. Podobné vétsi z ¢isel
a;, b; musi lezet v mnoziné {n +1,n+2,...,2n}.]
4. Urcete pocet konecnych rostoucich posloupnosti prirozenych cisel aq,ao, ..., ak
v§ech moznych délek k, pro které plati a; = 1, a; | ajy1 proi = 1,2,...,k — 1
a ar = 969 969.

RESENI. Ze zadani alohy plyne, Ze viechny ¢leny uvazovanych posloupnosti budou
deliteli jejich posledniho ¢lenu, rovnému ¢islu 969 969. Najdeme proto nejprve rozklad
tohoto ¢isla na prvocinitele:

969969 =3-7-11-13-17-19. (1)

Nyni jiz snadno mtzeme vytvaret piiklady vyhovujicich posloupnosti rtiznych délek.
Vypisme kupiikladu tu nejkratsi, jednu z nejdelsich a jesté jednu dalsi:

(a1,a2) = (1,969 969),
(a1, as, as, as, as, ag, a7) = (1,13,91,1729, 5187, 57 057, 969 969),
(a1,as, a3, a4) = (1,21,4641,88179, 969 969).

(Zkontrolujte uvedené ptiklady vypoctem podilt a;1/a; pro vSechna pfipustna i).

Experimentovanim s konkrétnimi posloupnostmi dojdeme k poznani jejich spolec-
nych vlastnosti, které je plné charakterizuji:

Libovolny ¢len a; kazdé vyhovujici posloupnosti a1, as, . . ., aj je sou¢inem nékolika
(v pfipadé i = 1 zadného, v piipadé i = k vSech) z Sesti ruznych prvocisel z rozkladu (1),
pfitom (v piipadé i < k) ¢len a;y1 m& kromé vSech ¢initelt ¢lenu a; jesté alespori
jednoho nového cinitele navic (posloupnost ma byt rostouci!). Naopak, kazda takova
konecna posloupnost je vyhovujici.

7 uvedeného vyplyva zpiisob, jak ,isporné“ zadat kazdou vyhovujici posloupnost;
staci jen uvést, jak se novi cinitelé postupné objevuji, tj. zadat posloupnost podili

a3 a3 a4 Ak

(2)

) ) )ttt ) )
a; az as Ap—2 Gf—1



do jejichz rozkladd na prvocinitele je Sest prvocisel z (1) rozdéleno (v kazdém aspon
jedno). Proto je hledany pocet vyhovujicich posloupnosti roven poétu rozdéleni Sesti
danych prvocisel do jedné nebo nékolika ocislovangch nepréazdnych skupin (odpovida-
jicich prvocinitelim podilia (2), takZe na poradi prvocisel ve skupiné nezalezi). Slovo
,oCislovanych“ znamend, ze na poradi skupin zalezi. Naptiklad pro rozdéleni do dvou
skupin {3,11,19}, {7,13,17} dostaneme podle toho, v jakém pofadi obé skupiny vezme-
me, dvé vyhovujici posloupnosti (1, u,uv) a (1,v,uv), kde u =3-11-19av =7-13-17.

Dospéli jsme tak ke kombinatorické tloze uréeni hodnoty P(6), kde P(n) znaci
pocet rozdéleni n-prvkové mnoziny X do libovolného poctu ocislovanych neprazdnych
podmnozin X;, Xo, X3, ... . Neni schtidné hodnotu P(6) vypocitat primo, zato bude
mozné hodnoty P(n) podéitat postupné pro n = 1, n = 2, atd. az po potfebné n = 6.
Takovému zpusobu vypoctu fikdme rekurentni. V nasi tlloze bude vypocet zalozen na
rekurentni rovnici

P(n):(T)P(n—l)-l—(Z)P(n—Z)—i—...-i—( " )P(1)+1 (3)

n—1

platné pro kazdé n = 2, jak nyni ukdZeme.
Vsechna uvazovana rozdéleni n-prvkové mnoziny X rozdélime do n skupin podle
poctu j prvkd prvni podmnoziny X; (1 £ j < n). Prvni podmnozinu X; o j prvcich 1ze

n
vybrat prave (]) zpusoby, pravé P(n—j) zpusoby pak lze zbylou mnozinu X' = X\ X,

lze rozdélit na neprazdné ocislované podmnoziny Xo, X3, X4, ... . (Plati to i v pfipadé
j = n, kdyz polozime P(0) = 1, nebot uZ neni co rozdélovat.) Podle pravidla sou¢inu
je proto pocet vSech rozdéleni piivodni mnoziny X s prvni mnozinou X; o j-prvcich

n
roven ( ) P(n — 7). Tim je vzorec (3), na jehoZ pravé strané posledni ¢len 1 odpovida

hodnoté j = n, dokazan.
Ze zfejmé hodnoty P(1) = 1 vypoéteme opakovanym uzitim vzorce (3) dalsi hod-
noty P(2) =3, P(3) = 13, P(4) = 75, P(5) = 541 a P(6) = 4683.

Zaver. Existuje pravé 4 683 vyhovujicich posloupnosti.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Kolika zpisoby lze ¢islo 49 000 rozlozit na soucin dvou celych ¢isel vétsich nez 1, kdyz
na poradi ¢initeltl nebereme ohled? [23 zpiisobtl. Navod: ¢islo 49000 = 23 - 53 - 72 m4
(3+1)-(3+1)-(2+1) = 48 deliteltr, z nichz miZeme utvorit 24 neusporddanych dvojic
{a, b} s vlastnosti ab = 49000. Jedna z nich je nevyhovujici dvojice {1,49000}.]

N2. Uréete pocet P(n) zpusob, jak si rozdélit vanoéni zdsobu n stejnych bonbont k snézeni
béhem nékolika prvnich dnt nového roku. (V kazdém z oné fady dnti musime mit aspon
jeden bonbon. Je mozné i takové ,rozdéleni“, kdy vSechny bonbony snime na Novy rok.)
Jak se zméni odpovéd, kdyz kazdé dva z danych n bonbont budou rizné? [Pro p¥ipad
stejnych bonbonti plati P(n) = 2"~ ! podle pravidla souc¢inu uZitého k postupnému
rozdélovani bonbont: prvni pfidélime na Novy rok a kazdy nasledujici bonbon bud na
stejny den jako bonbon pfedchozi, nebo na den nasledujici. Pro pfipad riiznych bonbont

D1. Urcete, kolik ¢isel mtzeme vybrat z mnoziny {1,2,3,...,75599, 75600} tak, aby mezi
nimi bylo ¢islo 75 600 a aby pro libovolna dvé vybrana ¢isla a, b platilo, ze a je délitelem
b nebo b délitelem a. (Uvedte vSechny moznosti.) [51-B-1-2]

D2. Uvazujme mnozinu {1, 2,4, 5, 8, 10, 16, 20, 32, 40, 80, 160} a vSechny jeji t¥iprvkové pod-
mnoziny. Rozhodnéte, zda je vice téch, které maji soucin svych prvkia vétsi nez 2006,
nebo téch, které maji souéin svych prvki mensi nez 2006. [56—-A—S—2]



5. Je dana kruznice k, bod O, ktery na ni nelezi, a primka p, kterd ji neprotind.

UvazZujme libovolnou kruznici I, ktera ma vnéjsi dotyk s kruznici k a dotykd se

i primky p. Prislusné body dotyku oznacme A a B. Pokud body O, A, B nelezi

v primce, sestrojime kruznici m opsanou trojuhelniku OAB. Dokazte, Ze vSechny

takove kruznice m prochdzeji spolecnym bodem ruznym od bodu O, anebo se doty-

kaji teze primky.

RESENI. Jedna z vyhovujicich kruznic [ je zndzornéna na obr.4. Bod A vnéjsiho
dotyku kruznic k, [ je jejich (vnitfnim) stfedem stejnolehlosti, v niz te¢né p kruznice I
odpovida s ni rovnobé&zné tecna p’ kruznice k. Jeji bod dotyku M s kruznici k lezi na
ose q kruznice k, kterd je kolma na primku p. Pfitom ze dvou pruseciktt M, N primky ¢
s kruznici k£ je bod M ten vzdélendjsi od piimky p, nebot tsecka spojujici stejnolehlé
body dotyku M a B protind kruznici k v bodé A (stfedu ptislusné stejnolehlosti).

l

\ B

k p_
f S /// f
M N P q
O
R

m

s/p/ s/p
Obr. 4

Bod M tedy na volbé kruznice [ nezavisi. Body A € k a B € p pochopitelné
ano, ukazme vsak, ze jejich vzajemna poloha na polopfimce s pocatkem M je vazana
podminkou

|MA[-|MB|=[MN|-[MP], (1)

kde P je prusecik kolmic p a ¢. To jednoduse plyne z podobnosti
|MA|:|MN|=|MP|:|MB|

pravouhlych trojuhelniki AM N, PM B. Vztah (1) lze rovnéz zdivodnit pomoci moc-
nosti bodu M ke kruznici sestrojené nad primérem N B (jez prochazi body P, A podle
Thaletovy véty).

Teprve nyni vstoupi do nasich ivah dany bod O. Na obr. 4 je kruznice [ vybrana
tak, ze odpovidajici pfimka AB bodem O neprochézi, takze existuje kruznice m opsana
trojuhelniku OAB. Podle zadani plati O ¢ k, a tedy O # M, takze je uréena polo-
primka MO, kterd kromé bodu O bude mit s kruznici m spoleény jesté jeden bod,
ktery oznac¢ime R (v ptipadé, kdy MO je te¢na kruznice m, polozime R = O).! Dvojim

1 Zduraznéme, ze vzhledem ke vzajemné poloze bodi M, A, B lezi bod M ve vné&jsi oblasti kazdé
kruznice prochézejici body A, B, tedy i kruznice m. Polopfimka MO tedy mé s kruznici m, neni-li
jeji te€nou, spolec¢né skutecéné dva rizné body.



vyjadienim mocnosti bodu M ke kruznici m pak dostaneme

|MAJ-|MB| = |MO[- MR,

odkud porovnanim s (1) zjistime, ze tsec¢ka M R ma délku

|MN|-|MP)|

MR| =

ktera ziejmé nezavisi na volbé kruznice [. Protoze bod R navic lezi na pevné polopiimce
MO, je v ptipadé |M R| # |MO| bod R spolenym bodem vSech kruznic m (R # O),
v pfipadé |MR| = |[MO]| je pfimka MO jejich spoleéna te¢na. Tim je feSeni tlohy

u konce.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1.

D1.

D2.

D3.

Zopakujte si nejdfive uéebnicové poznatky o stejnolehlosti dvou kruznic (zv1ast vycleiite
pfipad, kdy se kruznice dotykaji) a jejich rovnobéznych (specidlné spoleénych) tecen.
Piipomernite si rovnéz vlastnost vsech seCen dané kruznice jdoucich danych bodem,
vyjadfenou mocnosti bodu ke kruznici.

V roviné je ddna kruznice k, pfimka p a bod B € p. Sestrojte kruznici I, ktera se dotyka
jak kruZnice k, tak pfimky p, a to v bodé B. [Jedna ze zndmych tzv. Pappovych dloh.]
V roviné jsou dény kruznice k1(S1,71) a k2(S2,72) tak, ze So2 € k1 a r1 > r2. Spoleéné
te¢ny obou kruznic se dotykaji kruznice k1 v bodech P a Q. Dokazte, Ze pfimka PQ
se dotyka kruznice ka. [52—-A-S-2]

Jsou dany kruznice k a [ s raznymi poloméry, které se vné dotykaji v bodé T'. Priisecikem
M jejich spoleénych vnéjsich te¢en vedme se¢nu s obou kruznic. Ozna¢me X ten z obou
pruseciki kruznice k se seCnou s, ktery je vzdalenéjsi od bodu M. Podobné oznac¢me Y
ten z obou pruseciki kruznice [ se se¢nou s, ktery je vzdalené&jsi od bodu M. Necht P
je takovy bod, ze XTYP je rovnobéznik. Urcete mnozinu bodd P odpovidajicich vSem
takovym se¢nam s. [49-B-I-2]

Je dan rovnoramenny trojuhelnik ABC se zdkladnou AB. Na jeho vysce CD je zvolen
bod P tak, ze kruznice vepsané trojuhelniku ABP a ¢tyfuhelniku PECF jsou shodné;
pfitom bod FE je prusecik pfimky AP se stranou BC a F prusecik pfimky BP se
stranou AC. Dokazte, Ze i kruznice vepsané trojuhelnikim ADP a BCP jsou shodné.
[49-A-III-2]

6. Dokazte, Ze pro kaZdé prirozené cislo n existuje celé€ c¢islo a, 1 < a < 5™, takové, Ze
plati 5" | a® —a + 1.

RESENT.

Zacneme ponékud obsirnéji pripadem n = 1. Najdeme vsechna cela cisla

a s vlastnosti 5 | a®> — a + 1. Nejprve sestavime tabulku hodnot 7 — r + 1 pro vSechny
mozné zbytky r pti déleni péti, tedy pro r € {0,1,2,3,4}:

r 0(1|2] 3| 4
P —r+11|1|7]25]61

Pro ostatni celd ¢isla a uz hodnoty a® — a + 1 po¢itat nemusime. Je-li totiz r zbytek
¢isla a pii déleni péti, tedy a = 5+ r pro vhodné celé ¢, pak ¢isla a® —a+1ard—r+1
dévaji pti déleni péti stejny zbytek, nebot jejich rozdil

(@ —a+1)—(—r+1)=(@=1)—(a—r)=(a—r)(a®+ar+r*—1)
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je délitelny ¢islem a — r = 5q, je tedy nasobkem péti.2 Z uvedené tabulky vidime, Ze pro
celé a plati 5| a® — a + 1, pravé kdyz a = 5q + 3.

Zadanou tulohu vyteSime tak, ze indukci vzhledem k cislu n dokazeme existenci
celého ¢isla a,, z intervalu (1,5"), jez vyhovuje podmince 5" | a3 —a,,+1. Pron = 1 podle
prvniho odstavce dokazované tvrzeni spliiuje (v intervalu (1,5)!) jediné ¢islo a; = 3.

V druhém indukénim kroku predpokladejme, ze pro nékteré ptirozené k zname
¢islo ay, z intervalu (1, 5%) s vlastnosti 5* | a3 —ay +1, a na zdkladé znalosti aj, sestrojme
vyhovujici éislo ay41. Zbytkem ¢&isla ab — ag + 1 pti déleni &islem 557! musi byt ¢islo
délitelné 5%, tedy jedno z &isel

0, 5%, 2.5% 3.5% 4.5

Zapisme proto tento zbytek ve tvaru r - 5%, kde r € {0,1,2, 3,4}, a hledejme ¢&islo az1
ve tvaru a1 = ay + s - 5* pro vhodné s € {0,1,2,3,4}. (Je ihned jasné, ze v piipadé
r = 0 muzeme vzit apy; = ag, tedy s = 0). I kdyz hodnotu s vybereme az za chvili,
z podminky 1 < a;, < 5% a nerovnosti ar, < apy1 < ap+4-5 uz nyni plyne, Ze podminka
1 < ags1 < 5**! bude splnéna (af dopadne vibér s jakkoliv). Pro é&slo ag,; zvoleného
tvaru dostavame

azﬂ—ak“—f—l_ (ak+s-5k)3—(ak+s-5k)+1

5k+1 5k:+1
B a% + 3a%s 5% 4+ 3a,525%F + 353k — g —s-5F +1 -
= 1= =
k
— 30,2581 4 $352k—1 4 (@i —ar+1)—r-5 . (3aj —1) s rr

Hk+1 5
Hodnota posledniho souctu bude celociselna, budou-li takové oba zavérecné zlomky.
Prvni z nich tuto vlastnost ma diky tomu, jak jsme zavedli ¢islo r € {0, 1,2, 3,4}. Proto
je zapotiebi jen najit takové s € {0,1,2, 3,4}, aby i druhy zlomek byl celo¢iselny, tedy
aby cislo (3@% — 1) s + r bylo délitelné péti. Jisté staci ukazat, ze pét cisel

c(s) = (3ai — 1) s+r, kde s€{0,1,2, 3,4},
dava pri déleni péti navzdjem riazné zbytky (jeden z nich pak bude nula). Kdyby tomu
tak nebylo, platilo by 5 | ¢(s) — ¢(s’) pro nékterd dvé rizna s,s’ € {0,1,2,3,4}; z vyja-
dfeni
c(s) —c(s') = (3ag — 1) (s — &)

bychom pak usoudili, Ze ¢islo 3a? —1 je délitelné péti. Vztah 5 | 3a? — 1 vSak neplati pro
zadné celé a; podle tvah z prvniho odstavce se stac¢i o tom presvédcit pro pét hodnot
a€{0,1,2,3,4}:

a 0 (1]2] 3] 4
3a2 -1 —1]2]11]26 |47

Tim je cely diikkaz matematickou indukci ukoncen. Pro zajimavost dodejme, Ze jsme
schopni snadno vysvétlit, Ze nase ¢islo 3a2 — 1 d4vd pti délen{ péti vzdy zbytek 1 (takze
v ptipadé r # 0 vyhovuje s = 5 —r). Skute¢né, vzhledem k tomu, ze k = 1, z podminky
5% | a% —ay+1 plyne 5 | az —ag + 1, coz je podle prvniho odstavce splnéno, pravé kdyz
ar = 5k+3; ¢islo 3a? — 1 tudiz pti déleni péti dava stejny zbytek jako ¢islo 3-32 —1 = 26.

2 Stejné snadno se dokéze obecnégjsi uzite¢ny poznatek: pro libovolny mnohoélen F' s celo¢iselnymi
koeficienty a libovolna celé a, b je rozdil F(a) — F(b) celo¢iselnym nasobkem rozdilu a — b.
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NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Dokazte, e pro kazdé pfirozené &islo n existuje celé ¢islo a takové, ze plati 2™ | a2 +
+2007. [Indukci najdeme celé ay s vlastnosti 2" | a2 + 2007. Ziejmé vyhovuje a1 =
= a2 = ag = 1, a mame-li pro nékteré k = 3 vyhovujici ay, pak polozime bud apy; =
= ay, nebo axy1 = ar + 2k=1 podle toho, zda &islo ai + 2007 dava pri déleni cislem
2k+1 zbytek 0, nebo zbytek 2% (jiny zbytek podminka 2% | ai + 2007 vylucéuje). Ve
druhém piipadé

ajyq +2007 a2 42007 — 2F N ap + 1 P
2k+1 - 2k+1 2 )

coz je celé ¢islo, nebot ay, je s ohledem na 2% | a% + 2007 nutné liché.]

D1. Cislo 19972" — 1 je délitelné &islem 2712 pro kazdé piirozené &islo n. Dokazte.
[47-A-T-1] .

D2. Cislo 19973" + 1 je délitelné ¢&islem 3713 pro kazdé piirozené &islo m. Dokaste.
[47-A-1T-1]
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