56. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Komentare k domacimu kolu kategorie Z9

1. Kolik sestimistnych prirozenych cisel mad tu vlastnost, Ze soucin jejich cislic je 7507
RESENT.
70=1-2-3-5-5-5=1-1-6-5-5-5.

Cislice 1, 2, 3 lze uspoiadat Sesti zpiisoby:
123, 132, 213, 231, 312, 321.

Déle je tieba vlozit do ¢isla jesté tii pétky. Cislice 1, 1, 6 lze usporadat tfemi zptisoby:
116, 161, 611, dale je téz treba vlozit tii pétky.

Moznosti:

a) VSechny pétky stoji u sebe. Trojici je mozno dét pred ¢islo, za prvni ¢islici, za
druhou, za tfeti, tj. 4 mozné zpusoby pro kazdé uspotradani cislic 1, 2, 3 i pro kazdé
usporadani ¢islic 1, 1, 6. Ziskame 4-6+44-3 = 24+ 12 = 36 moznych Sestimistnych ¢isel.

b) Dvé pétky stoji u sebe, nékde za nimi je zafazena tfeti.

> Stoji-li dvojice pred ¢islem, miize tfeti pétka stat za prvni ¢islici nebo za druhou
nebo za treti, tj. pro kazdé usporadani cislic 1, 2, 3 i kazdé usporadani cislic 1, 1,
6 jsou 3 moznosti, celkem 3 -6 4 3 -3 = 27.

> Nebo stoji dvojice b5 za prvni cislici; tieti pétka miize byt umisténa za druhou
nebo za treti ¢islici; pro kazdé usporadani ¢islic 1, 2, 31 1, 1, 6 jsou 2 moznosti,
celkem 2-6 +2-3 =12 4 6 = 18 moznosti.

> Nebo stoji dvojice 55 za druhou ¢islici, treti pétka bude stat na konci. Pro kazdé
usporadani cislic 1, 2, 311, 1, 6 bude vzdy jen jedna moznost, celkem 1-6+1-3 =
=6+3=09.

Celkové bude 27 4 18 + 9 = 54 moznosti.

c) Stejny pocet moznosti ziskdme, zafazujeme-li napted samotnou pétku, pak dvo-
jici 55. Ziskame opét 54 moznosti.

d) Posledni moZnost je, Ze pétky budou stat osamocené. Mame pro né tyto moznosti
zarazeni: pred prvni ¢islici, za prvni cislici, za druhou d¢islici, za tfeti Cislici. Protoze
umistujeme jen 3 pétky, musime vzdy jednu z moznosti vynechat. (Tedy pétky budou
stat: pred 1. ¢islici, za 1. ¢islici, za 2. ¢islici — nebo: pred 1. ¢islici, za 1. ¢islici, za 3.
¢islici — nebo: pred 1., za 2., za 3. ¢islici — nebo: za 1., za 2., za 3. &islici). Pro kazdé
usporadani ¢islic 1, 2, 31 1, 1, 6 mame 4 moznosti, celkem 4 -6 + 4 - 3 = 36.

Zaver. Moznych Sestimistnych ¢isel je 36 + 54 + 54 4 36 = 180.

Poznamka. Moznych usporadani Sesti ¢islic je 6!. Protoze jsou tfi stejné, pocet se
zmensuje 3'krat, tedy 6 -5-4-3-2-1:(3-2-1) = 120. Jsou-li mezi Sesti ¢islicemi 2
a 3 stejné, je mozny pocet usporadani 6! : (3!-2!) =6-5-4-3!:(3!-2) = 60. Celkem:
120 + 60 = 180.



2. Vyplnte spravnyme vyrazy prazdnd pole ve scitact pyramidé na obrazku. Ve spravné
vyplnéné scitact pyramidé se v kazdém poli (kromé téch ze spodniho patra) nachazi
soucet vyrazu, které jsou mapsdany ve dvou polich tésné pod nim.

Ex )

Wi

RESENI. Prostfedni spodni kdmen ozna¢ime m. Ve druhé fadé dostaneme pro ka-
meny 5 — 1+ m, % —x + m, v nejvyssi fadé 4x — % +2m = % —4z. Odtud m = % —4x
a po dosazeni ziskdme ve druhé fadé x — %, 1—5zx. Ovéfime zkouskou, ze v nejvyssi radé

skutecné ziskame % — 4.

3. Do kruznice s polomerem 2 cm je vepsdan pravidelny Sestiihelnik ABC DEF. Primky
FFE a CD se protinaji v bode M. Urcete delku usecky AM.

RESEN{. Stfed kruznice ozna¢me S, stied strany AB ozna¢me . Trojuhelniky
ABS, EDS a EDM jsou shodné (obr.). (Shodnost trojuhelniki EDS a EDM plyne
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z poznatku, Ze vSechny vyznacené uhly maji velikost 60° a Ze oba trojihelniky maji
spole¢nou stranu ED.) |QS] je délka vysek zminénych trojuhelnika. Uréime ji podle
Pythagorovy véty pro trojihelnik AQS.

|AS]> = AQP” + |QS?,
QS| = VIASP — JAQP = V22 — 12 = V/3.

Je ziejmé, ze |QM | = 3|QS| = 3+/3. Velikost tisecky AM uréime podle Pythagorovy
véty pro trojuhelnik AQM.

[AM[? = |AQ|* + QM ?,

AM| = /JAQE + [QMP = \/12 + (3v3)* = V28 ~ 5,3 (em).
Délka usecky AM je ptiblizné 5,3 cm.




4. Matematicke soutéZe se zucastnilo 142 Zaku. Ne kaZdy vsak odevzdal treti ulohu.
Kdyz nakonec autor soutéZe zpracovdval statistiku, zapsal si, Ze odevzdané treti
ulohy ohodnotil primérné 3,9 bodu (zaokrouhleno na desetiny) a kazdy soutéZici
dostal za treti ulohu primeérné 2,7 bodu (zaokrouhleno na desetiny). Kolik Zdki

mohlo odevzdat treti ulohu? Udéloval se pouze cely pocet bodi, za neodevzdanou
tlohu bylo 0 bodii.

RESENT. Nezaokrouhleny primérny poéet bodfi pocitany vzhledem k poctu ode-
vzdanych praci oznacme a. Nezaokrouhleny priameérny pocet bodt pocitany vzhledem
k poctu soutézicich ozna¢me b. Plati:

3,85 < a < 3,95,
2,65 < b < 2,75.

Za ulohu bylo udéleno celkem 142 -b bodi, odevzdalo ji 142 - b/a soutézicich. Podil
kladnych ¢isel je co mozné nejmensi, pokud je délenec co nejmensi a délitel co nejvetsi.
Obdobné urcime i nejvétsi podil. Pro pocet odevzdanych tloh x plati:

142265 _ _142-2.75
3.95 v 385
Je tedy priblizné
95.27 < < 101,43.

TTeti tllohu mohlo odevzdat 96 az 101 soutézicich.

5. Trojihelnik REZ s obsahem 84 cm? (|RE| = l4cem, |ZE| = 15 cm) jsme dvéma
primyma Tezy rozdélili na tri édsti a z téch jsme slozili (bez prekryvdni) obdélnik.
Jaké rozmeéry mohl obdélnik mit? Najdéte vSechny moznosti.

RESEN{. Nejprve uréime v trojuhelniku REZ délku zbyvajici strany a délky vSech
tri vysek. Vysku ke stran€ z ur¢ime pomoci obsahu a strany z.
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Podle Pythagorovy véty pro trojihelnik Z P, E uréime délku P, E (P, je pata vysky
ke strané z):

|ZE|? = |ZP.]* + |P.E|?,
|P.E| = \/|ZE|?2 — |ZP.|?2 = \/152 — 122 = 9 (cm).

Je ziejmé, ze |RP,| = |RE|—|P,E| = 14—9 = 5. Podle Pythagorovy véty pro trojuhelnik
RP,Z uréime délku RZ.

|RZ|? = |ZP,|* + |RP.|?,
IRZ| = \/|ZP.]2 + |RP.]> = /122 + 52 = 13 (cm).

Stejnym zptsobem jako v prvnim kroku feseni uré¢ime i délky zbylych dvou vysek.

Ve = 2 13 13 (em),
25 2.84
_ 2%t 19
Ur = 15 2 (om)

Obdélnik mtzeme roziezat vice zpusoby.
1) S. a S, jsou stfedy stran e a r. Rezy jsou kolmé ke strané z a prochazeji body
Se a S,. Vznikly obdélnik ma rozméry %z a v,. Obdobnym fezanim, avsak s pouzitim

jiné stfedné nez S.S,., ziskdme dalsi dva rizné obdélniky (s rozmeéry %e, Ve A %r, vy).

R E

2) Jednim fezem je stfedna S.S,. Druhy fez je kolmy k této stfedné a prochézi
vrcholem Z. Vznikly obdélnik ma rozméry z a %vz. Obdobnym fezanim, avSak s pouzitim

jiné stfedné nez S.S,., ziskdme dalsi dva rizné obdélniky (s rozméry e, %ve ar, %vr).




Popsanym zptisobem mutzeme ziskat 6 riznych obdélnikt. Jejich rozmeéry v centi-
metrech jsou:

12
Tx12; 65x 1275 T5x 112 14x6; 13 x 61%; 15 x 5.,6.

Poznamka. Obdélniky uvedené v ¢asti 2 1ze ziskat i pomoci jinych fezti (viz obrazek).
Plnym poctem bodt ohodnotte i prace zakt, které neobsahuji tento postieh.
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6. Dokazte, Ze cislo
(1-3-5-7-...-2003-2005)+ (2-4-6-8-...-2004 -2006)

je délitelné c¢islem 20074,

RESENI. Cislo 2007 = 9-223. Budou-li oba séitanci délitelni 94 = 9-9-9-9 a soudasné
2234 = 223223 - 223 - 223, bude soucet délitelny 2007%. V prvnim s¢itanci se vyskytuji
Cinitelé

9; 3-9=27; 5-9=45; 7-9=063
a dale
223; 3-223 =669; 5-223 =1115; 7-223 = 1561;

ve druhém séitanci
2:-9=18; 4-9=36; 6-9=54; 8-9="72;

a dale
2-223 =446; 4-223 =2892; 6-223 =1338; 8-223 =1784.

Ptedpoklad je splnén, v obou sé¢itancich se vyskytuji ¢tyrikrat ¢initelé 9 i 223, tedy dany
vyraz je délitelny ¢islem 2 0074



