56. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy klauzurni casti skolniho kola kategorie B

1. Uréete vSechny dvojice realnych é&isel a a b, pro néz je mnohoclen z* +ax? +b délitelny
mnoho¢lenem x2 + bx + a.

2. V trojuhelniku ABC' ozna¢me D stied strany BC, E stied strany AC a T téziste.
Je-li strana BC' delsi nez strana AC, ma kruznice vepsana trojuhelniku B DT mensi
polomér nez kruznice vepsand trojuhelniku AT E. Dokazte.

n? + 15m
33 000

3. Najdéte nejmensi prirozené cislo n, pro které je podil prirozené cislo.

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie B se kona
ve ¢tvrtek 25. ledna 2007

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu muize soutézici ziskat
6 bodtl, Gspésnym TeSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomicky jsou psaci a rysovaci potieby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zaktim sdéli pred zahajenim soutéze.



56. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh klauzurni ¢4sti $kolniho kola kategorie B
1. Vydélenim mnohoé¢lenu z* + ax? + b mnohoclenem 22 + bx + a zjistime, Ze
x4+ ax? + b= (22 + bx + a)(z? — bz + b*) + (ab — b*)z + (b — ab?).

Mnohoé¢len z* + ax? + b je délitelny mnohoc¢lenem 22 + bx + a, pravé kdyz je zbytek
(ab —b3)x + (b — ab?) nulovy mnohoclen, tedy ab— b3 = b(a — b?) = 0 a soucasné b — ab? =
=b(1 —ab) = 0. Je-li b = 0, jsou ob& podminky splnény. Pro b # 0 musi platit a — b> = 0
al—ab=0.0dtuda=0%1-03=0,atedy a=0>=1.

Zdvér. Mnohoélen x* + ax? + b je délitelny mnohoélenem x? + bz + a pravé tehdy, je-li
b =0 (a a libovolné) nebo a = b = 1.

Jiné Feseni. Mnoho¢len x* + ax? +b je délitelny mnohoélenem 22 + bz + a, pravé kdyz
existuji takova redlnd éisla p, ¢, e 2% +az? +b = (22 +bx +a)(2? + pr + q). Roznasobenim
a porovnanim koeficientt dostaneme soustavu rovnic

p+b=0, g+bp+a=a, ap+bg=0, aq=0.

Z prvni rovnice vyjadiime p = —b a z druhé ¢ = —bp = b?, dosazenim do tieti a &tvrté
mame —ab + b3 = 0, ab? = b. Reseni dokonéime stejné jako v predchozim piipads.

Za Uplné feSeni udélte 6 bodl. Za sprédvné nalezeni zbytku pfi dé€leni dejte 2 body. Dalsi 2 body za
soustavu rovnic ab — b3 = 0, b — ab®> = 0 a 2 body za jeji vyFeseni. Podobné udélte 2 body za rovnici

z* +azx? +b = (22 + bz + a)(x? + px + q), 2 body za soustavu p+b =0, ¢ +bp +a = a, ap + bg = 0,
aq = b a 2 body za jeji vyreseni. Za uhodnuti feseni b = 0 dejte jeden bod.

2. Polomér kruznice vepsané trojuhelniku je podilem jeho obsahu a polovi¢niho ob-
vodu.

Trojuhelniky ADE a BDFE maji zfejmé stejny obsah, protoze maji spolecnou stra-
nu DFE a shodnou vysku na ni (AB je rovnobézné s DE). Stejny obsah tedy maji i trojihel-
niky ATE a BDT, protoze obsahy obou trojihelnikt se od obsahu zminénych trojahelniki
lisi pravé o obsah ,spoleéného* trojuhelniku DET (obr.1).

Vv



vzdalenost od bodu A rovna %ta je tedy mensi nez jeho vzdalenost od bodu B rovna %tb.
To znamena, 7e t, < tp. Trojuhelnik AT E ma obvod 01 = %b—l— %tb + %ta, trojuhelnik BDT
mé obvod 0y = %a + %ta + %tb. Z nerovnosti b < a a t, < t; proto vyplyva

1 1
02—01:§(a—b)+§(tb—ta)>0,

neboli 07 < 0s.

Trojahelniky AET a BDT maji stejny obsah a prvni z nich ma mensi obvod, proto ma
kruznice vepsana trojuhelniku AET vétsi polomeér nez kruznice vepsana trojuhelniku BDT.
Za tuplné feseni udélte 6 bodt. 1 bod udélte za vyjadieni poloméru vepsané kruznice pomoci obsahu

a obvodu trojuhelniku, 2 body za dtkaz rovnosti obsaht trojahelnikt AET a BDT, 2 body za dukaz
nerovnosti 01 < o2 a 1 bod za odvozeni nerovnosti mezi poloméry.

3. Cislo n? + 15n = n(n + 15) méa byt délitelné ¢islem 33000 = 23 - 3 - 53 - 11. Kdyby
nebylo n délitelné tfemi, nebylo by tremi délitelné ani ¢islo n + 15, a tedy ani soucin
n(n + 15). Ze stejného divodu musi byt n délitelné péti, a tedy i patnéacti. PiSme proto
n = 15k. Aby bylo éislo n(n + 15) = 15%k(k + 1) délitelné ¢islem 8 - 3 - 53 - 11, musi byt
souc¢in k(k 4 1) dvou po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel délitelny osmi, péti a jedenécti.
Jeden z cCinitelt k, k£ + 1 musi byt délitelny asponn dvéma z téchto tii cisel, takze musi
byt délitelny nékterym z c¢isel 40, 55, 88. Nejmensim takovym cislem je 40. Jedenacti vSak
neni délitelné ani ¢islo 40, ani zadny z jeho sousedt 39, 41. Dalsim kandidatem je ¢islo 55,
soucin ¢isel 5 a 11. Je délitelny osmi néktery z jeho sousedii? Ano, vétsi z nich, takze soucin
55-56 je délitelny osmi, péti i jedenacti; mame tedy £ = 55. Hledané nejmensi ¢islo je tudiz
n = 15k = 825.

Za aplné feseni udélte 6 bodu. 2 body dejte za zdivodnéni toho, ze n je délitelné patnacti; 1 bod za zjisténi,
ze je potfebné hledat dvé po sobé jdouci prirozend c¢isla, jejichz soucin je délitelny péti, osmi a jedenéacti;

1 bod za poznatek, ze jedno z hledanych ¢isel k£ a k 4+ 1 musi byt délitelné dvéma z Cisel 5, 8 a 11; 2 body
pak za spravné nalezeni nejmensiho n.



