55. roénik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie C

. Zékladna AB lichobézniku ABCD je ttikrat delsi nez zdkladna C'D. Oznac¢me M
stfed strany AB a P prisecik tsecky DM s uhloptickou AC. Vypocitejte pomér
obsahti trojuhelniku CDP a ¢tyithelniku M BCP.

. Splnuji-li readlna cisla a, b, ¢, d rovnosti
A+ =+r=2+d*=1,

plati nerovnost
ab + ac+ ad + be + bd + cd < 3.

Dokazte a zjistéte, kdy pritom nastane rovnost.

. KruZnice k, [ s vnéjsim dotykem lezi obé v obdélniku ABCD, jehoz obsah je 72 cm?.
Kruznice k se pritom dotyka stran C'D, DA a AB, zatimco kruznice [ se dotyka stran
AB a BC. Urcete poloméry kruznic k a [, jestlize polomér kruznice k je v centimetrech
vyjadien celym cislem.

. Najdéte vSechny dvojice prvocisel p a g, pro které plati

p+q2 =q+ 145p2.

Krajské kolo kategorie C se kona
v utery 21. bfezna 2006

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feseni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu muize soutézici ziskat
6 bodtl, Gspésnym TeSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomicky jsou psaci a rysovaci potieby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zaktim sdéli pred zahajenim soutéze.



55. ro¢nik matematické olympiady Reseni tloh krajského kola kategorie C

1. Vypocet zalozime na dvou znamych pravidlech: (1) Jsou-li dva trojuhelniky po-
dobné s koeficientem podobnosti k, je pomér jejich obsahti roven k2. (2) Lezi-li n&jaké t¥i
body X, Y, Z v jedné pfimce a bod V mimo ni, je pomér obsahti trojuhelnika XYV
a Y ZV roven poméru | XY|:|YZ|.

Ze shodnosti stfidavych thlt mezi rovnobézkami AB a C'D plyne, ze trojuhelniky
AMP a CDP jsou podle véty uu podobné, a to s koeficientem |AM| : |CD| = 2. Ozna-

¢ime-li S obsah trojuhelniku C'D P, je obsah trojahelniku AM P roven (%)25 = %S a z rov-
nosti |[AP|: |CP| = |MP|:|DP| = 3 plyne, Ze obsah kazdého z trojihelniktt APD a M PC
je roven % obsahu trojuhelniku CDP, tedy %S . Obsahy trojuhelniki AMC' a BMC' jsou
stejné, a rovnaji se tedy %S + %S = 17455 (obr.1). Odtud plyne, Ze obsah ¢tyiuhelniku

MBCP je %S + 17455 = %S, hledany pomér je proto 4 : 21.

Obr. 1

Za Uplné teseni udélte 6 bodu, z toho 3 body za uréeni poméru obsaht trojuhelniki AMP a CDP.
Vypocty obsahti se mohou samoziejmé lisit podle volby zdkladniho obsahu, pomoci néhoz vyjadrujeme
obsahy ostatnich trojuhelnikd v obrézku. (Pravidla, uvedena v ivodu naSeho feseni, budou Fesitelé pro
konkrétni dvojice trojuhelniki odvozovat vyjadfovanim jejich obsaht pomoci zdkladen a vysek.)

2. 7 piedpokladil plyne ¢? = a2, d® = b2, tedy |c| = |al, |d| = |b].
Je-li ¢ = a a soucasné d = b, dostaneme postupné pro levou stranu L dokazované

nerovnosti
L=ab+ac+ad-+bc+bd+ cd =

=ab+a’+ab+ab+b>+ab=1+4ab <

<14 2(a®+b*) =3,
nebot pro libovolna dvé &isla a, b je 2ab < a?+b?, coz plyne ze ziejmé nerovnosti (a—b)? = 0.
Rovnost pak nastane pouze pro dvé ¢tverice a = b=c=d = j:% 2, nebot z podminky
a = b arovnosti a® + b = 1 plyne a? = 1, tj. a = £11/2.

Jelic=—a,d=0b,je L =—a?+b*> < a?+b?> =1 < 3. Podobné v piipadé ¢ = a,
d= —bvyjde L = a®? — > <1, v pfipadé ¢ = —a, d = —b dokonce L = —a? — b2 < 0.

Jiné reseni. Hodnota soudétu

S=(a—b2+(a—c)+(a—d)?+(b—c)*+(b—d)?+ (c—d)?



je zfejmé nezaporna. Pro dvojnasobek levé strany L dokazované nerovnosti proto plati
2L =3(a* +b* +c* +d?) — S < 3(a* +b* + 2 +d*) =6,
odkud L < 3. Rovnost L = 3 pak nastane, pravé kdyz S = 0, tedy pravé kdyz cisla a, b,
¢, d maji tutéz hodnotu, kterd se oviem musi rovnat £11/2 (viz pvodni fegent).
Za plné feseni udélte 6 bodil, 4 body za spravné feseni zdkladniho pfipadu ¢ = a, d = b (z toho 2 body
za vySetien{ rovnosti). Zbyvajici 2 body za vySetfeni zbyvajicich pfipadti ¢ = —a nebo d = —b.
3. Oznacme r, s poloméry kruznic k, [ (v centimetrech) a K, L jejich body dotyku

se stranou AB (obr.2). Je pak |AK| =r, |LB| = s, a jak snadno spo¢teme z Pythagorovy
véty (viz téz 3. tlohu skolniho kola kategorie C)

KL = /(r T s)2 — (r - 5)° = 2/r.

D C

Obr. 2

Pro délky stran obdélniku ABCD plati |AD| = 2r, |AB| = r+2/rs+s = (/7 ++/9)%
Podle predpokladu méa byt
2 (Vi +/s5) =172,

neboli po zkraceni dvéma a odmocnéni

r+/rs=6.

Odtud plyne, ze r < 6, a pro velikost poloméru s dostavame vyjadieni
rs = (6 — 1),
(6—r)?

Z podminek tlohy dale plyne, ze s nemtize byt vétsi nez r, protoze jinak by kruznice [
nelezela v daném obdélniku, a protoze i kruznice k£ musi lezet v daném obdélniku, musi byt
|AB| = |AD| = 2r. Z nerovnosti s < r podle (1) dostaneme podminku 36 — 12r +r2 < 72
tj. r = 3. Z nerovnosti |AB| = 2r pak plyne 72 = |AB| - |AD| = 472, neboli r? < 18, co%
pro celociselné r znamend, ze r < 4. Pro polomér r ndm tak vychazeji jen dvé moznosti,
r € {3,4}, odpovidajici hodnoty poloméru s vypocteme ze vztahu (1).

Uloha mé pravé dvé feSeni: r = s =3cm ar =4cm, s = 1cm.

Za uplné feseni udélte 6 bodd bez ohledu na to, zda fesitel vymezil jediné dvé moznosti vypoctem, nebo

z péti moznosti vyloucil postupné ty, které nevyhovuji danym podminkam. Za kazdé nespravné reseni
(tfeba kdyz zak uvede jako mozny vysledek r =5, s = %) strhnéte bod.



4. Pro prvodisla p, ¢ mé platit ¢(¢ — 1) = p(145p — 1), takze prvocislo p déli (¢ —1).
Prvocislo p nemiize délit prvocislo g, protoze to by znamenalo, ze p = ¢, a tedy 145p = p,
coz nejde. Proto p déli ¢ — 1, tj. ¢ — 1 = kp pro néjaké k prirozené. Po dosazeni do daného
vztahu dostaneme podminku

k+1
P= 15—k

Vidime, Ze jmenovatel zlomku na pravé strané je kladny jediné pro k& < 12, zaroven vsak
pro k < 11 je jeho &itatel mensi nez jmenovatel: k£ + 1 < 12 < 24 < 145 — k2. Pouze pro
k = 12 tak vyjde p pfirozené a prvocislo, p = 13. Je pak ¢ = 157, coz je také prvocislo.
Uloha mé jediné Feseni.

Za uplné feseni udélte 6 bodi, z toho 4 body za tivahu o délitelnosti, jez vede ke vztahu ¢ = 1 + kp.



