55. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie B

1. Urcete vSsechny dvojice prvocisel p a ¢, pro néz plati
pP+a=q+p’

2. Obdélnik ABCD se stranami délek |[AB| = 2008 a |BC| = 2006 je rozdélen na
2008 x 2006 jednotkovych ctverct a ty jsou stiidavé obarveny cernou, Sedou a bilou
barvou podobné jako obdélnik na obrazku: ¢tverce pii vrcholech A a B jsou cerné,
¢tverce pii vrcholech C' a D jsou bilé. Urcete obsah té ¢asti trojuhelniku ABC, ktera
je Seda.

3. V lichobézniku ABCD, jehoz zakladna AB ma dvakrat vétsi délku nez zakladna C'D,
oznacme F stied ramene BC. Dokazte, Ze kruznice opsana trojuhelniku C D FE prochéazi
sttedem thlopricky AC, pravé kdyz strany AB a BC' jsou navzajem kolmé.

4. Dokazte, ze pro libovolna realnd ¢isla a, b, ¢ z intervalu (0, 1) plati

1<a+b+c+2ab+bc+ca)+3(1—a)(l—5b)(1—c)=09.

Krajské kolo kategorie B se kond
v atery 21. biezna 2006

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feseni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu muize soutézici ziskat
6 bodtl, Gspésnym TeSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomticky jsou psaci a rysovaci potieby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zaktm sdéli pred zahdjenim soutéze.



55. ro¢nik matematické olympiady Reseni tiloh krajského kola kategorie B

1. Danou rovnici upravime na tvar

q(¢g—1)=pp—1)(p+1);

odtud plyne nerovnost p < g (kdyby totiz bylo p = ¢, potomip—12=g—1 > 0, a protoze
p+1>1,byloby p(p—1)(p+1) > q(q — 1)) a také to, ze g déli soucin p(p —1)(p + 1).
Protoze ¢ je prvocislo, musi platit aspon jeden ze vztahti ¢ | p, ¢ | (p — 1), ¢ | (p + 1).
Vzhledem k podminkdm p < ¢ a p > 1 nemtize g délit ani p, ani p — 1, a proto q | (p + 1).
Musi tedy platit ¢ S p+ 1, a to spolus p < ¢ davda ¢ =p + 1.

Jedina dvé prvocisla lisici se o 1 jsou 2 a 3. Proto p = 2 a ¢ = 3. Zkouskou ovérime,
ze skuteéné plati 2 + 32 = 3 + 23.

Pozndmka. Nerovnost p < ¢ se da dokazat i nasledujici ivahou: Ziejmé p # ¢q. Prvocisla
p a q jsou tedy nesoudélnd, a protoze p | g(q¢ — 1), musi platit p | (¢—1) a odtud p < ¢ — 1.
Za Gplné feseni udélte 6 bodi. Za zjisténi, ze p < g, dejte 1 bod; 2 body za dikaz g | (p + 1) a dalsi dva

za ¢ = p+ 1 a z toho vyplyvajici p = 2, ¢ = 3. Jeden bod za ovéfeni, ze dvojice p = 2, ¢ = 3 je skutecné
Fesenim.

2. Sed4 ¢ast obdélniku ABCD se stranami délek 3n 41 a 3n — 1, ktery mé jednotkové
¢tverce pri dvou vrcholech obarveny cernou barvou a jednotkové c¢tverce pii dalsich dvou
vrcholech bilou barvou, je soumérna podle stfedu obdélniku (staci si uvédomit soumérnou
sdruzenost Sedych ¢tverci nejblizsich soumérné sdruzenym vrcholim A a C, resp. B a D,
symetrie na celém obdélniku pak plyne z toho, ze Sedé ¢tverce se v kazdém radku i sloupci
opakuji s periodou 3). Proto je Seda ¢ast trojuihelniku ABC shodna se Sedou ¢asti troj-
thelniku C' DA, a tedy obsah Sedé c¢asti trojuhelniku ABC' je roven poloviné obsahu sedé
¢asti obdélniku ABCD.

Obdélnik ABC'D rozdélme na obdélnik se stranami délek 3n a 3n — 1 a pas 3n — 1
jednotkovych ¢tvercli, v némz jeden koncovy ctverec je cerny a druhy bily. V obdélniku
3n x (3n — 1) je pocet Cernych, bilych i Sedych jednotkovych ¢tvercu stejny, takze Sedych
je n(3n—1). Kdybychom k péasu délky 3n — 1 pfidali jeden Sedy ¢tverec, byl by tam rovnéz
stejny pocet n cernych, bilych a Sedych ¢tvercti; v pase délky 3n — 1 je tedy n — 1 Sedych
étvercii. Sedych ¢étverctt v obdélniku ABCD je n(3n — 1) + (n — 1) = 3n? — 1 a Sed4 ¢ast
trojuhelniku ABC ma obsah S = %(3712 —1); pro obdélnik 2008 x 2006 je n = 669, takze
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Poznamka. Obsah Sedé ¢asti trojuhelniku A BC muzeme urcit i tak, ze po diagonalach
postupné spocitame Sedé ¢tverce, jez jsou celé obsazeny v trojihelniku ABC, a pfipoc¢teme
polovinu poctu ¢tverct v prostiedni Ssedé diagonale obdélniku ABC D, ktera je soumérna



podle stfedu obdélniku, takze jeji ¢ast lezici v trojuhelniku ABC je shodnd s ¢asti lezici
v trojuhelniku CDA:

1
S:3+6+...+2OO4+5-2006:334-2007+1003:671341.

Za Gplné feseni udélte 6 bod, 3 body udélte za dikaz toho, Ze obsah Sedé ¢asti trojuhelniku ABC je roven
poloviné obsahu $edé ¢asti obdélniku ABCD. Nesta¢i argumentovat shodnosti trojuhelniki ABC a CDA,
napriklad obsahy jejich bilych casti nejsou stejné. Dalsi t¥i body udélte za spravny vypocet obsahu.

3. Oznac¢me S stfed thlopficky AC. Usecka SE je stiedni pticka trojahelniku ABC,
takze |SE| = 1|AB| = |DC|. Navic je SE || AB || DC. Usecky SE a DC jsou rovnobézné
a shodné, proto je SEC'D rovnobéznik.

Kruznice opsana trojuhelniku C DE prochéazi bodem S pravé tehdy, je-li rovnobéznik
SECD tétivovy. Ctyifuhelnik je tétivovy, pravé kdyz je soucet velikosti jeho protilehlych
uhld 180°. V rovnobézniku jsou ale protilehlé thly shodné, takze je tétivovy, prave kdyz
to je pravouhelnik, neboli kdyz tthel EC'D, a tedy i ithel ABC' je pravy.

Za plné feseni udélte 6 bodw, 3 body za diukaz toho, ze SECD je rovnobéznik a dalsi 3 body za dikaz
kolmosti.

4. Oznacme V =a+ b+ c+ 2(ab+ bc+ ca) +3(1 —a)(1 —b)(1 — c). Plati

a+b+c+(1—a)(l=b)(1—c)=1+ab+ac+bc—abc=1+ab(l—c)+ac+bc=1,
2(ab+be+ca)+2(1 —a)(1—0)(1—¢) 2 0;

seCtenim obou nerovnosti dostaneme V 2> 1.
Oznatme x =1—a,y=1-0b, z=1— ¢, takZe x, y, z jsou ¢isla z intervalu (0,1). Je
tedy

V=l-ao4+1l-y+1l-2+2[1-2)1-y)+1-y)(1-2)+1—-2)(1—2)]+3zyz =
=3—(r+y+2)+2B-2(x+y+2)+zy+yz+zx]+3zyz =

=9—-5(x+y+z2)+2(xy+yz+ 2x) + 3zyz =
=9—-2x(1—y)—2y(1—2)—22(1—2) —3z(l —yz) — 3y — 32 < 9.

Jiné reseni. Jestlize a = 0, pak
V=b+c+2bc+3(1-0)(1—-c)=3+45bc—2b—2c=

o334

Protoze b, c € (0,1), vyraz (b— %) (c— %) nabyvéa nejvétsi hodnoty pro b = ¢ = 1 a nejmensi

hodnoty pro {b,c} = {0,1}, tudiz
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Jestlize a = 1, pak
V=14b+c+2(b+bc+c),

ziejmé tedy
1SV <o

Jsou-li b, ¢ libovolnd, ale pevné zvolena ¢isla z intervalu (0, 1), je bud V' linearni funkei
proménné a € (0,1), anebo je V konstantni. Linedrni funkce definovand v uzavieném
intervalu nabyva svych extrémnich hodnot v krajnich bodech tohoto intervalu. Protoze
proa=01iproa=1plati 1 £V <9, plati tato nerovnost pro vSechna a € (0, 1).

Jiné fesSeni. Protoze vyraz V je linedrni vzhledem ke kazdé z proménnych a,b,c €
€ (0,1), nabyva svych extrémnich hodnot pro {a,b,c} € {0,1}. Proa = b =c = 0 je
V = 3. Jsou-li dvé z ¢isel a, b, ¢ rovna nule a tfeti je 1, plati V' = 1. Jsou-li dvé z cisel a,
b, ¢ rovna jedné a tfeti je nula, potom V =4. Proa =0=c =1 je V = 9. Proto plati
1 £V £9 pro vSechna a, b, c € (0,1).

Za tiplné feseni udélte 6 bodi: za diikaz nerovnosti V = 1 dejte 2 body, za diikaz nerovnosti V < 9 udélte
4 body.



