55. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy klauzurni &3sti gkolniho kola kategorie C

1. Hokejového turnaje se zticastnila ¢tyfi druzstva, pticemz kazdé sehrélo s kazdym prave
jedno utkani. Pocet branek vstielenych v kazdém utkani déli celkovy pocet branek
vstielenych v turnaji, pfitom v zadnych dvou utkanich jich nepadl stejny pocet. Kolik
nejméné mohlo v turnaji padnout branek?

2. Vrchol C ¢tverci ABC'D a CJK L je vnitinim bodem tsecky AK itusecky D.J, body F,
F, G a H jsou po fadeé stredy usecek BC, BK, DK a DC'. Urcete obsah ¢tyithelniku
EFGH pomoci obsahit S a T ¢tverct ABCD a CJKL.

3. Kruznice k, [, m se dotykaji spolecné tecny ve tiech rtiznych bodech a jejich stiedy lezi
v ptimce. Kruznice k a [ stejné jako kruznice [ a m maji vnéjsi dotyk. Urcete polomeér
kruznice [, jestlize poloméry kruznic £ a m jsou 3cm a 12 cm.

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie C se kona
ve ¢tvrtek 26. ledna 2006

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu muize soutézici ziskat
6 bodtl, Gspésnym TeSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomicky jsou psaci a rysovaci potieby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zaktim sdéli pred zahajenim soutéze.



55. roénik matematické olympiady Reseni klauzurni ¢asti skolniho kola kategorie C

1. Jestlize kazdé druzstvo sehraje s kazdym jedno utkani, sehraje kazdé druzstvo
v turnaji celkem tii utkani a pocet vSech utkani bude % -4 -3 = 6. Mame tedy najit
Sest ruznych prirozenych ¢isel (nula nedéli zadné ¢islo) s nejmensim moZnym souctem
tak, aby byl tento soucet délitelny kazdym z Sesti scitanci. Nejmensi soucet Sesti riiznych
prirozenych cisel je 1 + 2+ 3 4+4 4+ 5+ 6 = 21, ten vSak neni délitelny napt. dvéma nebo
Sesti. Dalsi moznosti je nahradit ¢islo 6 ¢islem 7, soucet bude 22. Ten vSak neni délitelny
napf. tfemi. Soucet 23 nemiize vyhovovat, protoze ¢islo 23 je prvocislo, je dé€litelné pouze
dvéma prirozenymi ¢isly. Konec¢né ¢islo 24 je souctem c¢isel 1, 2, 3, 4, 6 a 8, pritom je ¢islo 24
délitelné kazdym z cisel 1, 2, 3, 4, 6, 8. V turnaji proto mohlo padnout 24 branek, ne vsak
méne.
Za urceni poctu 6 utkani a odhad, ze 1 +2+ 3+ 445+ 6 je nejvyse rovno poctu branek, udélte 1 bod, za

vylouceni souctd 21, 22 a 23 udélte 2 body, za urceni vyhovujici Sestice 1, 2, 3, 4, 6, 8 se souctem 24 dalsi
tii body, tedy 6 bodt za tplné feseni.

2. Ozna¢me a = /S, b = /T strany &tverctt ABCD, CJK L. Usecka EH je stfedni
prickou trojuhelniku BC'D (obr. 1), tsecka F'G je stfedni ptickou v trojuhelniku BK D,
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proto je 2|EH| = 2|FG| = |BD| a tse¢ky EH, FG jsou rovnobé&zné s BD. Podobné je
usecka HG stiedni prickou v trojuhelniku DCK a tsecka E'F' je stiedni prickou v trojuhel-
niku BCK. Proto je 2|HG| = 2|EF| = |CK| a usecky HG, EF jsou rovnobézné s CK,
a tedy kolmé na JL a BD. Rovnobéznik EFGH je tudiz obdélnik s obsahem

1 1 1 1
|EF|- |FG| = a§\/§~b§\/§ = jab= 5\/ST.

Za uplné feSeni udélte 6 bodu. Za objev, ze ¢tyfuhelnik FFGH je obdélnik, udélte 3 body, dalsi 3 body
za urceni jeho obsahu.



3. Vzajemnéa poloha kruznic a jejich spolecné tecny museji vypadat jako na obr. 2,
kde jsme pismeny K, L, M oznacili body dotyku kruznic k, [, m na spolecné tecné, U,

Obr. 2

V, W jejich stfedy a r polomér kruZnice | (v centimetrech). Z pravouhlych lichobé&znikt
KLVU, LMWV, KMWU plyne podle Pythagorovy véty

|[KL|> = (r+3)*— (r —3)* = 12r,
LM|?> = (12 +7)? — (12 — r)? = 48r
|

IKM|? = (3+2r +12)% — (12 — 3)? = 472 + 60r + 144.
Jelikoz |K L| + |LM| = |K M|, dostaneme z prvnich dvou vztaht
|KM|? = (|KL|+ |LM|)? = |KL|> + 2|KL||LM| + |LM|? = 60r + 212 - 48 r,
coz spolu s tretim vztahem dava po tpravé pro r rovnici
4r? — 48r 4 144 = 0.
Protoze 47% — 487 + 144 = 4(r? — 12r + 36) = 4(r — 6)2, m4 tato rovnice jediné feseni r = 6

a polomér kruznice [ je tedy 6 cm.

Za tuplné feseni udélte 6 bodl. Za vyjadreni délek tsecek KL, LM, KM pomoci r udélte 3 body, dalsi
3 body za spravny vypocet poloméru r.



