55. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ulohy doméciho kola kategorie C

1. a) Dokaste, Ze pro kazdé prirozené ¢islo m je rozdil m® —m? délitelny cislem 60.
b) Urcete vsechna ptirozend cisla m, pro kterd je rozdil m® — m? délitelny &is-
lem 120.

RESENI. a) Cislo n = m® — m? = m?(m? — 1)(m? + 1) je vzdy délitelné ¢tyfmi,
protoZe pii sudém m je m? délitelné étyfmi a p¥i lichém m jsou ¢isla m? — 1, m2 +1 obé
sud4, jedno z nich je dokonce délitelné ¢tyfmi a jejich soucin je tedy délitelny osmi. Ze
ti{ po sobé jdoucich piirozenych ¢&isel m? — 1, m2, m? + 1 je pravé jedno délitelné t¥emi,
a proto je i éislo n délitelné tfemi. Je-li m délitelné péti, je m? délitelné péti, dokonce
dvaceti péti. V opac¢ném pripadé je m tvaru 5k +r, kde r je rovno nékterému z Cisel 1, 2,
3, 4 a k je pifirozené nebo 0. Pak je m? = 25k 4 10kr +72 a r? se rovna nékterému z ¢isel
1, 4,9, 16. V prvnim a v poslednim piipadé je ¢islo m? — 1 délitelné péti, v ostatnich
dvou piipadech je &islo m? +1 délitelné péti. Je tedy ¢islo n vzdy délitelné nesoudélnymi
Cisly 4, 3 a b, a tedy i jejich soucinem 60.

b) Uz jsme ukazali, Ze v pifpadé lichého m je soucin (m? — 1)(m? + 1) délitelny
osmi, a ¢&islo n = m® — m? je tedy délitelné ¢islem 120 = 8 - 3 - 5. Je-li v8ak ¢islo m
sudé, jsou ¢isla m? — 1, m? +1 lich4, z4dné neni délitelné dvéma. Cislo n je pak délitelné
osmi pouze v piipadé, ze m? je délitelné osmi, tedy m je délitelné étyfmi. Cislo n je pak
délitelné Sestnécti, tfemi a péti, a proto dokonce ¢islem 240.

Nase vysledky miizeme shrnout: Cislo n = m® — m? je délitelné ¢islem 120, pravé
kdyz m je liché nebo délitelné ¢tyimi.

NAVODNE ULOHY:
1. Dokazte, ze &islo n3 — n je pro kazdé p¥irozené ¢&islo n délitelné Sesti.
2. Najdéte vSechna dvojciferna &isla n, pro kterd je ¢&slo n3 — n délitelné &islem 100.
[Resenim jsou pravé &isla 24, 25, 49, 51, 75, 76 a 99, viz tlohu 50-C-S-3.]
3. Najdéte vSechna pfirozena &isla n, pro kter ¢islo n?+1 déli &islo n3 —8n2 +2n. [Navod:
n3—8n2+2n=(n—-8)(n?+1)+n+8, pron = 1,3 nedéli n? 41 &islo n+8, pron > 3
je n? + 1 vétsi nez n + 8, a tedy nedéli n + 8. Jediné feseni je n = 2, viz 40-C-S-2.]

2. Kruznice k, I, m se po dvou vné dotykaji a vSechny tri maji spolecnou tecnu. Po-
lomery kruznic k, | jsou 3cm a 12cm. Vypoctéte polomér kruznice m. Najdeéte
vsechna resent.

RESEN{. Oznaéme po fadé R, S, T stiedy a A, B, C body dotyku kruznic &, [, m na
spolecné tecné a r = 3, s = 12 a t jejich poloméry (délky a obsahy budeme poéitat bez
jednotek kvili jednodussimu dosazovani). V lichobézniku (ktery v pfipadé rovnosti r = ¢
je ovSem obdélnikem) ART'C' (obr. 1) je |RT| = r+t. Oznacime-li U prisecik piimky AR
a piimky vedené bodem 7" rovnobézné s AC, je |RU| = |r—t|. Z pravotihlého trojihelniku
RUT plyne |UT| = |AC| = \/(r +t)2 — (r —t)2 = 2y/rt = 21/3t. Analogicky bychom
z lichob&niktt CT'SB a ARSB dostali vztahy |BC| = 2v/st = 4V/3t a |AB| = 2\/rs =
=2v3-12 =12.




Obr. 1 Obr. 2

Uvazujme nejdiive piipad, kdy bod C' lezi mezi body A a B. Je pak 2v/3t+4+v/3t =
= 12, odkud t = %. Jestlize bod A lezi mezi body C' a B, dostaneme obdobné rovnici
23t + 12 = 4@, odkud ¢ = 12. Rovnice 12 + 4v/3t = 2@, kterou dostaneme pro
polohu bodu B mezi body A a C, nem4 zjevné zadné feseni. Ze takovy piipad neni
mozny, je vidét i z obr. 2, protoze kazda kruznice, ktera se dotyka kruznice k£ v bodé X
rizném od A a pritom obsahuje bod C polopfimky opac¢né k polopiimce BA, musi ve
svém vnitiku obsahovat i tétivu kruznice [ (vyznacenou na obrazku), takze se ji nemuze
dotykat.

Polomér kruznice m je tedy %cm nebo 12 cm.

NAVODNE ULOHY:

1. Urcete poloméry t¥i kruznic, jejichz stredy tvori vrcholy trojuhelniku se stranami délek
a, b, ¢, a kazdé dvé maji vnéjsi dotyk.

2. Kruznice k, [ se sttedy K, L a poloméry r, s maji vnéjsi dotyk v bodé T" a kromé spolecné
te¢ny t v tomto bodé se dotykaji jesté dalsi spoleéné tecny: kruznice k v bodé A,
kruznice l v bodé B. Bod C je prusecikem pfimek AB, t. Dokazte, Ze trojuhelniky KCL,
AT B jsou pravouhlé. [Ukazte pomoci Pythagorovy véty, ze |CA| = |CT| = |CB| = /rs,
viz tlohu 50-C-11-2.]

3. Urcete pocet vsech trojic navzajem riznych troymistnych prirozenych cisel, jejichZ
soucet je délitelny kazZdym ze tri scitanych cisel.

RESENI. Necht z, y, z je takova trojice navzajem riznych pfirozenych &isel, pro
kterou plati: Kazdé z nich déli jejich soucet x +y+ z, takze x déli y+ 2z, y déli x4z a 2
déli x + y. Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat x < y < z. Je tedy x +y = kz
pro vhodné prirozené k. Protoze je zaroven x +vy < 2z, jenutné k =1, v +y = z. Déle y
déli x4z = 2x+y < 3y, takze 204y = 2y, y = 2x. TTi prirozena c¢isla danych vlastnosti
maji tedy tvar x, y = 2z, z = 3z, kde x je pfirozené. Protoze maji byt trojmistna, musi
byt z = 100, 3z < 999, takze 100 < z < 333. Hledany pocet trojic je 333 — 99 = 234.

NAVODNE ULOHY:
1. Najdéte vsechny dvojice prirozenych &isel k, I, pro které plati kI — k — 2] = 8. [Rovnost
napiSeme ve tvaru l(k —2) = k48, k — 2 tedy déli k+8 = (k —2) + 10, takze k — 2 déli
¢éislo 10, takze k = 3,1l =11, nebo k =4, 1 = 6, nebo k = 7,1 = 3, nebo k =12, [ = 2]
2. Najdéte vsechny trojice pfirozenych ¢isel z, y, z, které spliiuji soustavu rovnic y+z = 5z,
z+x =2y, x+y ==z [Vysledek: y = 2z, z = 3x.]



4. Je ddno prirozené ¢islon (n 2 2) a redlnd ¢isla x1, o, ..., x,, pro kterd plati
T1X9 = ToX3 = ... = Tp_1Tp = TpT1 = 1.
Dokazte, zZe
2424 a2t >,

Re$en. Cisla 21, 2a, ..., 2, jsou podle podminek tlohy nenulové a viechna s lichy-
mi indexy jsou si rovna, rovnaji se nenulovému c¢islu a; vsechna ¢isla se sudymi indexy
jsou si také rovna, rovnaji se 1/a, prevracené hodnoté a. Je-li n liché, plyne z rovnice
T1T9 = Xpx1 TOVNOSt T,, = X2, takZe vSechna x; jsou stejné, rovnaji se 1 nebo —1, nebot
to jsou jediné hodnoty a, pro néz a = 1/a, takze soucet jejich druhych mocnin je n. Je-li
n sudé, rovnd se soucet druhych mocnin véech hodnot z; souc¢tu n/2 hodnot a? a n/2
hodnot 1/a?. Avsak a? + 1/a® = 2 pro kazdé nenulové ¢islo a, coz plyne z nerovnosti
(a® —1)% = 0. Proto je soucet druhych mocnin vSech &sel z; vétsi nebo roven n.

NAVODNE ULOHY:
1. Jestlize pro kladn4 é&isla a, b plati ab = 1, pak je a+b = 2. Dokazte. [Vyjdeme ze vztahu

(va—VB)* 2 0]

2. Jestlize pro realnd &isla z, y, z plati 3(z2 + 342 +22) = (z+y+2)%, jex =y = 2.
Dokazte. [Danou rovnost upravte na tvar (z — y)2 + (y — 2)? + (z — )2 = 0.]

3. Najdéte vSechny trojice kladnych ¢éisel a, b, ¢, pro které plati a +2b+3c+1/a+2/b+
+ 3/c = 12. [Ukazte, ze soucet kladného ¢&isla a jeho prevracené hodnoty je vétsi nebo
roven 2, vyhovuje pouze trojice a = b = ¢ = 1, viz 33—-C-I-1.]

4. Uréete viechny uspofadané ¢tvefice redlnych &isel a, b, ¢, d, pro které plati a® + ¢ =
= b2 + d? = ab + cd. [Z dangch vztahti plyne a? + c2 + b% + d2 = 2ab + 2cd, tedy
(a —b)2 4+ (c—d)? = 0, odkud b = a, d = c. ReSenim jsou vSechny &tvefice tvaru

(a,a,b,b).]

5. V ostrouhlém trojuhelniku ABC oznacme D patu vysky z vrcholu C a P, @) odpo-
vidajici paty kolmic vedenych bodem D na strany AC a BC. Obsahy trojuhelniki
ADP, DCP, DBQ, CDQ ozna¢me postupné Sy, So, Sz, S4. Vypoctéte Sy : Ss,
jestlize S1: Sy =2:3, S3:5,=3:8.

RESENT. Ozna¢me z = |AD|, y = |BD|, v =
= |CD| (obr. 3). Z podobnosti trojuhelnikia ADP
a DCP plyne 22 : v?> = S; : Sy = 2 : 3. Podobné 3
z podobnosti trojthelniki DBQ, CDQ plyne 3 : )
cv?2 =83 :8, =3 :8 Odtud 22 : y?2 = (2- v 8s
+8):(3-3)=16:9, z:y =4 : 3. Trojahelniky p Sy
ADC, DBC maji spole¢nou vysku, proto (S7 + N Sa
+53) : (S34+S54) =x:y=4:3 Za Sy sem o 2 0
dosadime %Sl, za Sy dosadime %Sg a po upraveé S ,
dostaneme S : S3 = 88 : 45. S3

JINE KESEN(. Z poméru obsahit trojihelni- 4 o b ¥y B
ku ADP a trojuhelniku C'DP se spole¢nou vys- Obr. 3
kou DP plyne, ze je |AP| : |[CP| = 2 : 3, takze mizeme psat |AP| = 2r, |CP| = 3r,
podobné |BQ| = 3s, |CQ| = 8s. Ozna¢me z = |AD|, y = |BD|, v =|CD| a z = |PD)|
(obr. 3). Z pravotihljch trojahelniki ADP, ADC, PDC plyne 22 = 4r? + 22, 22 +9r? =
= 02 = 25r% — 22 Odtud 2? = 1672 — 22 = 16r% — (472 + 22), neboli 222 = 1272,
z = /6, x = /10, v = /15, S; = r?y/6. Analogicky bychom dostali z trojthel-
niktt BDQ, BDC, QDC, 7e v = 2522, y = s5v/33, S5 = 3526, tedy uzitim vztahu
v? = 1572 = 8852 dostaneme vysledek S : S3 = 88 : 45.

C
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NAVODNE ULOHY:
1. Lichobéznik ABCD se zékladnami AB, CD délek 12cm a 6 cm je svymi thlopfickami
rozdélen na 4 trojuhelniky. Urcete jejich obsahy, jestlize se obsah lichobézniku rovna
45 cm?. [Obsahy jsou 5, 10, 10 a 20 cm?.]
2. Konvexni ¢tyrahelnik je thlopfickami rozdélen na ctyfi trojuhelniky, t¥i z nich maji
obsahy 2cm?, 3cm? a 4cm?. Uréete obsah ¢tvrtého. [Vysledek je 6 cm?, %ch nebo
% cm?. Oznadime-li S1, S2, S3, S4 obsahy trojuhelnik v pofadi, v jakém spolu sousedi,

plati S1 - S3 = Sa - 54.]

6. Rozhodnéte, které z cisel

VPt Vet \/q+\/137 \/p+\/ﬁ+ \/q+\/€_1

je vétst, jsou-li p a q ruznd kladnd cisla.

RESEN{. Dané &isla, ktera oznac¢ime po fadé A a B, nebudeme porovnévat piimo.
Misto toho porovname jejich druhé mocniny a vyuzijeme poznatku, ze pro libovolna
kladn4 ¢&isla u, v plati u > v, pravé kdyz plati u? > v2. Pro dan4 ¢isla mame

A2 = p+ G420/ (0 +/a) g+ VB) +a+ Vb
BZ=p+\/z_)+2\/(p+\/z3)(Q+\/§)+Q+\/§

a vidime, ze mimo ,dlouhych“ odmocnin jsou na pravych stranadch obou vyjadieni ¢ty-
ii stejni séitanci (v odlignych poradich). Proto nerovnost A? > B? plati, pravé kdyz
je ,dlouhd odmocnina“ v prvnim fadku vétsi nez ve druhém tadku, neboli kdyz pro
odmociované souciny plati nerovnost

(r++va) (@+p) > @+ p) @+ Va).

Roznasobenim a dalsimi algebraickymi tpravami dostaneme postupné ekvivalentni ne-

rovnosti
Pq +/Pq + PP+ 44 > pq +/Pq + PG+ a4/,
(r—a)vp—(—9)q>0,
(r—a)(vp—+a) > 0.

Vysvétlime, pro¢ posledni nerovnost (a tedy i vychozi nerovnost A > B) v pfipadé p # ¢

vzdy plati. Je-li totiz p > ¢, je i \/p > /g, takze oba ¢initelé soucinu (p — q)(\/p — 1/Q)
jsou kladni; je-li p < g, jsou oba ¢initelé naopak zaporni, v obou piipadech je proto dany
soucin kladny.

Odpovéd: Vétsi je prvni z danych dvou éisel.

NAVODNE ULOHY:
1. Které z ¢isel \/3 +2, \/6 — V/2 je vétsi? [Vétsi je druhé éislo. Odpovidajici nerovnost
po umocnéni upravte na 2V2 < 3.]
2. Najdéte vSechny dvojice kladnych ¢isel a, b, pro které plati

VaZ+b+ Vb2 +a=+va2+b2+Va+b.

[Po umocnéni upravte. Vysledkem jsou vSechny dvojice a, b, v nichz je a = 1 nebo
b=1, tedy i dvojice a = b = 1.]




