55. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ve

Ulohy domaci casti |. kola kategorie A

1. V oboru realnych cisel reste rovnici
V2(sint + cost) = tg t + cotg® t.

RESENI. Z vlastnosti funkci tangens a cotangens vyplyva, ze t # k - %TE, kde k je
libovolné celé ¢islo. Oznacme dale

L = /2(sint + cost) a P = tg®t + cotg® t.

S ohledem na periodi¢nost funkci sin, cos, tg, cotg staci rozlisit nasledujici pripady.

> t e (05 %TL’.): Pro kazdé takové t plati podle ndvodnych tloh 1 a 2 nerovnosti

1
sint + cost < V2 a tg3t+cotg3t:tg3t+m22.
g

Rovnost v kazdé z nich nastava, prave kdyz t = %TE. Dostavame tak odhad

L<V2-vV2=2<P

Rovnice L = P je tedy splnéna pouze v pripadé L = P = 2 a jediné realné cislo ¢

z uvazovaného intervalu (0; %TL’.), které dané rovnici vyhovuje, je t = %TL’..

> t € (dm;7m): Pro kazdé takové ¢ plati nerovnosti

sint 4+ cost > cost > —1 a tgdt +cotg®t = —((—tgt)3 + < 2.

£7)
(—tgt)?
Pro libovolné ¢ z uvazovaného intervalu pak plati odhady
L>—V2>-22P,

coz znamena, ze na tomto intervalu dana rovnice nema zadné feseni.

>te(m %TE)Z Pro libovolné ¢ z uvazovaného intervalu jsou obé hodnoty sint, cost
zaporné (a hodnoty tgt, cotgt kladné), takze plati nerovnosti

sint + cost < 0 a tg>t + cotg®t > 0.

Odtud
L<0<P,
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a tudiz ani na tomto intervalu dané rovnice nemé zadné feSeni.

>t e (%TE; 27): Podobné jako v druhém piipadé odvodime, Ze pro libovolné ¢ z uva-
zovaného intervalu plati nerovnosti

sint 4+ cost > —1 a tg®t + cotg®t < —2.

Proto
L>—-V2>-22>P,

coz znamena, ze ani v tomto pripadé neméa dana rovnice zadné reseni.

Zaver. Vzhledem k periodi¢nosti uvazovanych goniometrickych funkei jsou resenim
dané rovnice vSechna redlna c¢isla ¢ tvaru

1
t= - 2k
4TE+ T,

kde k je libovolné celé cislo.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Dokazte nerovnost |sint + cost| < v/2. [Ukaizte, ze sint 4 cost = \/isin(%n +t).]

2. Dokazte, ze pro libovolné pfirozené n a pro libovolné ¢t € (0, %TC) plati tg” t+cotg™ t = 2.
[Staci si uvédomit zndmou nerovnost = + 1/z = 2.]
3. Jestlize pro nenulovéa realna cisla x, y, z plati

1 1 1
(m+y+z)(—+—+—):1,
x Yy z

pak zy + yz + za < 0. Dokazte. [42-A-II-3]
4. V oboru realnych ¢isel feste soustavu nerovnic

sinz + cosy > V2,
siny + cos z > V2,
sinz + cosx > V2.

[50-A-T-4]

2. Necht ABCD je tétivovy ctyruhelnik s navzdjem kolmymi uhlopiickami. Oznacéme
po Tadé p, q kolmice z bodu D, C' na primku AB a ddle X prusecik primek AC a p
a'Y prusecik primek BD a q. Dokazte, Ze XY CD je kosoctverec nebo ctverec.

RESENT. Oznaéme R priisecik thlopii¢ek daného étyfihelniku a pro jednoduchost

také ¢, 1) velikosti thlt CDR a DCR (obr. 1). Protoze uhlopficky jsou na sebe kolmé,
je ¢ +1 = 90°. Vzhledem k tomu, ze oba vrcholy B, C' lezi ve stejné poloroviné urcené
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tétivou AD, plyne z rovnosti pfislusnych obvodovych ahlu, ze | < ABD| = 1. A protoze
DX je kolma na AB, je rovnéz |$xXDB| = ¢. To znamend, Ze trojihelnik XCD je
rovhoramenny se zakladnou X C. Uplné stejné oviem zjistime, ze i trojuhelnik YCD je
rovnoramenny se zakladnou Y D. Plati tedy | X D| = |CD| = |CY|, takze DX a CY jsou
shodné a rovnobézné tsecky. To znamend, ze XY CD je rovnobéznik, ktery jak vime,
ma tii strany shodné, tudiz je to kosoc¢tverec nebo ¢tverec.

Jiné reseni. Vyuzijeme ne zcela bézné znamy poznatek, ze bod soumérné sdruzeny
s prusecikem vysSek daného trojihelniku podle jeho libovolné strany lezi na kruznici
trojuhelniku opsané (viz navodnou tlohu).

Oznac¢me R prusecik thlopricek daného ¢tyituhelniku. Podle podminek tlohy je
X prisecik vysek trojuhelniku ABD a Y prisecik vysek trojuhelniku ABC. Podle
predchoziho tvrzeni je bod C' obrazem bodu X v osové soumérnosti podle primky BD,
takze R je stfed tsecky XC. Analogicky je R stfed tsecky Y D. Protoze tsecky XC
a Y D jsou na sebe kolmé, je XY CD kosoctverec nebo ¢tverec.

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

1. Bod soumeérné sdruzeny s prusecikem vysek daného trojihelniku podle jeho libovolné
strany lezi na kruznici trojuhelniku opsané. Dokazte. [Uhly ACC’ a ABC’ jsou shodné
obvodové thly nad spoleénou tétivou AC' (obr. 2) a maji velikost 90° —«, coz je i velikost
thlu HBA. Pokud « 2 90°, zaméite role vrcholt A a B.]
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2. Necht obé tsecky spojujici stiedy protilehlych stran konvexniho étyfuhelniku ABCD
maji stejnou délku. Dokazte, ze thlopficky AC a BD jsou navzajem kolmé a ze plati
rovnost

|AB|? + |CD|? = |BC|? + |DAJ?.
[47-B-S-2]

3. Necht ABCD je lichobé&znik (AB || CD), jehoz thlopficky jsou navzajem kolmé. Do-

kazte nerovnost |AB| + |CD| < |BC| + |DA]|. [46-B-11-3]

3. Posloupnost (a,,)22, nenulovych celych éisel ma tu vlastnost, Ze pro kazdé n = 0
plati any1 = an — by, kde b, je cislo, ktere ma stejné znaménko jako cislo a,,
ale opacné potadi cislic (zdpis ¢isla b, muze na rozdil od zdpisu ¢isla a, zacinat
jednou nebo vice nulami). Napriklad pro ag = 1210 je a; = 1089, as = —8712,
a3 = —6b534, ...

a) Dokazte, Ze posloupnost (a,,) je periodickd.
b) Zjistéte, jaké nejmensi prirozené ¢islo muze byt ag.

RESEN{. a) Abychom dokézali, ze uvazovana posloupnost (a,) je periodicka, staci
ukazat, Ze existuji pfirozena cisla ng a p takova, ze ap,+p = ap,. Protoze kazdy dalsi
¢len posloupnosti je jednozna¢né uréen predchdzejicim ¢lenem, bude uz pro kazdé n =
2 ng platit a,4, = a, (posloupnost bude [pocinaje ¢lenem a,,] periodickd s délkou
periody p).

Cislo a,4+1 = a, — b, mé oviem nejvyse tolik &islic jako ¢islo a,,. To je napiiklad
vidét z nerovnosti |a — b| < max(|al, |b|). Ma-li tedy pocatecni ¢len posloupnosti & ¢islic,
budou vSechny ostatni ¢leny posloupnosti patiit do kone¢né mnoziny nejvyse 2(10% — 1)
nenulovych celych ¢isel. Protoze posloupnost je nekoneénd, musi obsahovat asponn dva
stejné cleny. Odtud plyne, ze uvazovana posloupnost je periodicka.

b) Protoze uvazovana posloupnost neobsahuje zadny ¢len rovny nule, nemize byt
jejim ¢lenem zadné palindromické Cislo (¢islo, které ,pfecteme® stejné odpredu i od-
zadu), specialné tedy ani ¢islo jednomistné.

Predpokladejme nejprve, ze clenem uvazované posloupnosti je kladné dvojmistné

¢islo ag = ab = 10a + b, pro které a; = 9(a — b). Vidime, Ze vSechny dalsi ¢leny
(zejména tudiz ty, které se budou periodicky opakovat) musi byt délitelné deviti. Staci
proto probrat vSechny dvojmistné nasobky deviti 18, ...,99. Jak snadno zjistime podle

nasledujiciho schématu,

81

pro kazdé takové Cislo se mezi Cleny posléze objevi jednomistnd devitka. To znamena,
7e uvazovand posloupnost nemiize obsahovat ani dvojmistna éisla. (Cisla ve schématu
jsou v absolutni hodnoté, protoze pfislusnd zmeéna znaménka nema na pravé ziskany
vysledek vliv. Podobné nemusime zv1ast vySetfovat ani pfipad zaporného dvojmistného
Cisla ag.)



Predpokladejme déle, ze ¢lenem uvazované posloupnosti je trojmistné cislo ag =
= abc = 100a + 10b + ¢, pro které a; = 99(a — c). Opét stadi prozkoumat jen trojmistné
¢isla 99, 198,...,990 (nasobky ¢isla 99). Podobné jako v pfedchozim piipadé podle
nasledujiciho schématu

891

zjistime, ze pro takova cisla se mezi ¢leny posloupnosti nakonec objevi dvojmistné
¢islo 99. Posloupnost tedy nemiize obsahovat ani trojmistna cisla.

Protoze pro &tyfmistné ¢islo ag = abed = 1000a 4+ 100b + 10c + d dostavame
a1 = 999(a — d) 4+ 90(b — c¢), zjistime opét, Ze prvnich deset nejmensich ¢tyFmistnych
Cisel (pro néz je v prislusném desitkovém zéapise b = ¢ = 0, takze jako ¢leny posloupnosti
vychazeji jen nasobky ¢isla 999) ¢lenem uvazované posloupnosti byt nemutze: pro ¢isla
1000 a 1002 dostaneme rovnou |ai| = 999, ¢islo 1001 je palindromické a pro ¢isla
1003,...,1009 dostaneme |a;| = 1998,2997,...,8991 a podle obdobného schématu

2 4>999

po nékolika krocich trojmistné ¢islo 999. Pro nasledujici ¢tyrmistné ¢islo 1 010 dostaneme
trojmistné c¢islo 909 a pro 1011 dokonce dvojmistné ¢islo —90. Teprve pro ¢islo 1012
dostaneme posloupnost ¢tyimistnych cisel

—1089, 8712, 6534, 2178, —6534,

ktera se zfejmé po dalSim clenu zacykli.
Zaver. Nejmensi mozné ¢islo ag je 1012.

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:
1. Pro libovolna realné &isla plati max(a,b) = %(a + b+ |a — b]). Dokazte.
2. Precteme-li odzadu cislo, které je délitelné ¢islem 11, dostaneme opét nasobek ¢isla 11.
Dokazte.
3. Dokazte, ze kazdé palindromické cislo se sudym poctem Ccislic je délitelné 11.
4. Dokazte, ze vSechny éleny zkoumanych posloupnosti (s pfipadnou vyjimkou prvniho
¢lenu ag) jsou nasobky deviti.

4. Najdéte vsechny kubické rovnice P(x) = 0, které maji aspori dva riuzné redlné ko-
reny, z nichZ jeden je cislo 7, a které pro kazZde realné cislo t splnuji podminku:
Jestlize P(t) =0, pak P(t +1) = 1.



RESENI. Podle zadani ma mit kubickd rovnice P(x) = 0 dva riizné redlné koteny,
oznatme je 1 = 7 a x9 # x1 (konkrétni hodnotu z; = 7 vyuzijeme, jen kdyZz to
bude vhodné, jinak budeme radéji psat obecné ;). Pro kubicky mnohoc¢len P(z), jehoz
koeficient u mocniny 23 oznaéime a, a # 0, pak existuje jesté realné ¢islo 3 takové, ze
plati rozklad

P(x) =a(x — z1)(z — x2)(x — x3) (1)

(nejsou vylouceny rovnosti x3 = x1 nebo x3 = x3).

Pripomenme, jak existenci tfetiho redlného kotfene x3 zdivodnit: kubicky mnoho-
¢len P(z) je nutné délitelny mnohoélenem (x — x1)(z — x3), pfislusny podil je linedrni
dvojc¢len s vedoucim koeficientem a, tedy dvojélen ax+ b, ktery lze zapsat jako a(x —x3),
zvolime-li x3 = —b/a.

Nasi tlohou je najit vSechny vyhovujici trojice ¢isel a # 0, x5 # x1 a x3, pro
které mnohoc¢len (1) s danou hodnotou x; = 7 splituje pro kazdé redlné ¢ implikaci
P(t) =0 = P(t+ 1) = 1. Pro rozbor takové podminky je nezbytné védét, pro kolik
rizngch hodnot ¢t rovnost P(t) = 0 (a tedy i rovnost P(t + 1) = 1) skutecné plati,
tedy kolik je v trojici x1, xa, x3 riznych ¢isel. A priori mohou nastat pouze nésledujici
moznosti A, B a C.

A. x1, o, T3 jSou tri navzdjem ruznd cisla.

Tehdy méa kubickd rovnice P(z) = 1 tfi navzajem ruzné kofeny x; + 1, z2 + 1,

x3 + 1, takze plati rozklad

Plz)—1=a(z —x21 —1)(z — 22 — 1)(x — 23 — 1).
Dosadime-li sem rozklad (1), dostaneme rovnost mnohoc¢lent
a(r —z1)(xr —x2)(z —x3) — 1l =alr —z; — 1) (x —2z2 — 1)(x —25—1). (2)
Porovnanim koeficient u mocniny x2 na levé a pravé strané obdrzime rovnici
—a(xy + 2 + x3) = —a(x1 + x2 + 3 + 3),

kterd je splnéna pouze v piipadé a = 0, coz odporuje piedpokladu a # 0. (Navic
rovnost (2) neplati ani pro a = 0, kdy ma tvar —1 = 0.)

B. IL‘1:£C3:77ELL’2.
Tehdy P(x) = a(z — 7)%(z — 22) a rovnost P(z) = 1 musi platit prox =7+ 1 =8
a pro x = x9 + 1. Dostavame tak soustavu dvou rovnic

PB8)=a(8—x3)=1 a Pzy+1)=alzs—6)*=1.

Ptevracend hodnota é&isla a je tedy rovna jak &islu 8 — xo, tak ¢islu (22 — 6)2.
7 rovnice

8—.’172:(.'172—6)2

dostaneme tipravou rovnici x% —1129+28 = 0, kterd ma dva koteny xo =4 axs = 7.
Druhy kotfen nevyhovuje nasi podmince x5 # x1, takze nutné plati o = 4, odkud
a=4"1'=1aP@)=3x-72(z-4).
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C. .’L‘1:77£.T2:.’L‘3.
Tehdy P(z) = a(z — 7)(x — x2)? a rovnost P(x) = 1 musi platit prox =7+1=38
a pro x = x2 + 1. Dostavame tak soustavu dvou rovnic

P8)=a(8—23)*=1 a P(ry+1)=a(zs—6)=1.

Ptevracend hodnota é&isla a je tedy rovna jak &islu (8 — x2)?, tak ¢islu zo — 6.
7 rovnice
(8—IL‘2)2:$2—6

dostaneme tpravou rovnici 23 — 1729 + 70 = 0, kterd ma dva kofeny x5 = 10

a o = 7. Druhy kofen nevyhovuje nasi podmince x5 # x1, takze nutné plati
zo =10, odkud a = 47! = 1 a P(z) = (z — 7)(z — 10)*.

Zavéer. Podminkam tulohy vyhovuji pouze dvé kubické rovnice

1 5 B 1 2 _
Z(;;1;—7) (x—4)=0 a Z(x—?)(m—lO) =0.

Pozndamka. Moznost A v uvedeném feseni miizeme vyloucit diky nasledujici uva-
ze: Kdyby mél mnohoclen P tii rizné koreny k, [, m, mél by mnohoclen P — 1 dle
predpokladu koteny k + 1, [ + 1, m + 1. To vSak neni mozné, protoze soucet kofenti
mnohoclenu P je stejny jako soucet korentt mnohoclenu P — 1.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Najdéte vSechny mnohocleny P s realnymi koeficienty, které pro kazdé realné cislo x
spliiuji rovnost
(x+1)P(x—1)+ (z — 1)P(x+ 1) = 2zP(x).
[61-A-1-5]

2. Najdéte vSechny dvojice realnych Cisel a, b, pro které mé rovnice
ax? —24x +b
o
z2 -1
v oboru reédlnych &isel pravé dvé feseni, pficemz jejich soudet je 12. [51-A—I11-4]
3. Urcete vSechny polynomy P, které pro kazdé realné Cislo z spliuji rovnost
P(2z) = 8P(x) + (z — 2)2.

[50-B-1-5]

4. Necht P, Q jsou kvadratické mnoho¢leny takové, Ze tfi z kofenii rovnice P(Q(x)) =0
jsou &isla —22, 7, 13. Uréete &tvrty kofen této rovnice. [49-A-1-1]

5. Necht P(xz) je kvadraticky trojélen. Uréete vSechny kofeny rovnice

P(z? +4x —7) =0,

vite-li, Ze mezi nimi je ¢islo 1 a aspon jeden kofen je dvojnasobny. [49—A-11-1]
6. Najdéte vSechny dvojice mnohoclenti

fl@)=2*4ax+0b, g(z)=2a%+cx+d,

které splnuji tyto podminky:
(1) Kazdy z mnohoé¢lend f, g ma dva rtizné reélné kofeny.
(2) Je-li s libovolny kofen f, je i g(s) kofen f.
(3) Je-li s libovolny kofen g, je i f(s) kofen g. [46—A-1-2]



5. Jsou ddny usecky délek a, b, ¢, d. Dokazte, Ze konvexni ctyruhelniky ABCD se
stranami délek a, b, c, d (pri obvyklém znacent) existuji, a pritom uhlopricky kazdého
z nich sviraji jeden a tyZ thel, prdvé kdyZ plati rovnost a® + ¢ = b? + d>.
RESENI. V libovolném konvexnim ¢étyfuhelniku ABCD oznaéme S prisecik tihlo-

pricek a kromé délek stran uvazujme jesté veli¢iny e = |AC|, f = |BD|, e; = |AS]|,
ex = |CS], f1 =|BS|, f2 =|DS| a ¢ = |<ASB]|. Podle kosinové véty plati rovnosti

a’ = e% + f12 — 2e1 f1 cos p,
b = e + f2 + 2eaf1 cos g,
2 = eg + f22 — 2e5 fy cos p,

d* = e3 + f7 + 2ey fo cos .
Secteme-li prvni rovnost s tfeti a od vysledku odecteme soucet druhé a ¢tvrté, dostaneme
(a® + ) — (b + d?) = —2(e1f1 + eafo + eaf1 + e1f2) cos o,

neboli
(a® 4 ¢®) — (b* 4 d*) = —2ef cos . (1)

Odtud plyne takovy zavér: plati-li rovnost a? + c? = b? + d?, pak v kazdém uvaZovaném
¢tyfuhelniku je cos ¢ = 0, tedy thel ¢ je vzdy pravy a délky stran maji vyjadieni

a?=cl+fi, =+ fi, F=e3+f3, &> =el+ f3. (2)

Abychom uzavieli prvni ¢ast feSeni, zdtivodnime jesté, ze takové ¢tyiuhelniky (pro jaké-
koliv délky a, b, ¢, d spliiujici vztah a?+c? = b2+d?) existuji. Jisté miizeme predpokladat,
ze plati d = min{a, b, ¢, d}; délku e; pak zvolime v intervalu (0, d) libovolné a podle (2)
uréime

(vzhledem k uéinénému piedpokladu je ¢ — d? = 0). Tim je existence vyhovujicich
¢tyruhelnika (s navzédjem kolmymi tthloptickami) prokazana.

V druhé césti reseni budeme naopak predpokladat, ze aspon jeden konvexni Ctyi-
thelnik AgBoCoDy se stranami danych délek a, b, ¢, d existuje; z tivahy o draténém
modelu ¢tyftuhelniku je jasné, ze vyhovujicich konvexnich ¢tyiuhelnika ABCD (tvarové
blizkych AygByCoDy) je pak nekoneéné mnoho; jejich vnitini thly «, v u vrchola A, C
jsou vazany podminkou

a® + d? — 2ad cosa = b* — ¢ — 2bc cosy (3)

(porovnani délky spoleéné strany BD trojuhelnikic ABD a BCD). Pfipustme, ze thlo-
pricky vsech téchto ¢tythelniku sviraji tyz thel ¢ a ze levd strana rovnosti (1) je nenulovd
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(podle jejiho znaménka je tihel ¢ bud ostry, nebo tupy, takze se nemiize stat, Ze pro
¢ast vyhovujicich ¢tyrthelnikt mé velikost ¢g, a pro ostatni © — ¢g). Pak z rovnosti (1)
miizeme vypocitat soucin ef, ktery je tudiz pro vSechny vyhovujici ¢tyituhelniky stej-
ny; ze vzorce pro jejich obsah S = %e f sin ¢ nakonec plyne, ze i hodnota S je jedna
a taz. Protoze obsah S muzeme vyjadfit i vzorcem S = %ad sin a + %bc sin vy, dochazime
k zavéru: existuji takové konstanty R a Ro, ze vSechny vyhovujici ¢tyithelniky splnuji
vztahy
adcosa — bccosy = Ry, adsina+ besiny = Ry

(prvni vztah je dusledkem (3), ve druhém Ry = 2S5 > 0). Z nich dale vyplyva

(be)? = (becosy)? + (besiny)? = (adcosa — Ry)? + (Ry — adsina)? =
= (ad)? + R? + R2 — 2ad(R; cosa + Ry sina).

Protoze ad # 0, lze z posledni rovnosti vypocitat hodnotu vyrazu
V = Rycosa+ Rsysina,

ktera je tudiz pro vSechny vyhovujici ¢tyruhelniky ABCD stejna. To je mozné jediné
tehdy, kdyz Ry = Re = 0, a to je spor s tim, ze Re > 0. Dtkaz druhé casti tvrzeni je
hotov.

Dodejme, ze zaveér o hodnotach vyrazu V plyne ze zndmého vyjadieni

1
V = ——=sin(a + w),

V R? + R2

kde tihel w je urcen vztahy

R1 R2

Sinw= ————= a Cosw=———.
V R? + R2 V R? + R2
Vyraz sin(« 4+ w) neni konstantni, kdyz se tthel & méni v okoli thlu «q (jenz odpovida
vychozimu ¢tyfuhelniku AgByCoDg z Gtvodu druhé ¢asti Fesent).

NAVODNA ULOHA:
Ukazte, ze R cosa + Rasina = Rsin(a + w) pro vhodnd R a w.

6. Najdéte vSechny usporadané dvojice (x,y) pFirozenych cisel, pro néz plati

2?2 + 4% =2005(x — y).

RESEN{. Odvodime nejprve, jak vypada kazda dvojice (x,y) pfirozenych éisel, ktera
vyhovuje rovnici
v* +y* = k(z —y) (1)

s danym pfirozenym ¢islem k (a teprve pak vSechna tato feSeni pro hodnotu k£ = 2005
sestrojime).



Piedpokladejme, Ze (z, y) je libovolné feseni rovnice (1), kterou obvyklym zptisobem
upravime do ,soucinového® tvaru

y(y + k) = z(k — ). (2)

Provedeme tvahu o soudélnosti zastoupenych c¢initeli: oznacme d nejvétsi spolecny deé-
litel prirozenych ¢isel x a y, takze plati © = dm a y = dn, kde m a n jsou nesoudélna
prirozena ¢isla. Po vydéleni obou stran rovnosti (2) ¢islem d dostaneme ,vyhodnéjsi*
rovnost n(y + k) = m(k — x). Z ni totiz vzhledem k nesoudélnosti ¢isel m, n plyne, ze
prirozené ¢islo y + k je nasobkem cisla m a ¢islo k — x stejnym nasobkem ¢isla n. Pro
vhodné prirozené g tedy plati rovnosti

y+k=qgm a k—x=qn.
Vyjadieme odtud dvojim zptisobem cislo k£ a obé vyjadieni porovnejme:

k=qgm —y=qgm —dn,
= —dn=qn+dm = —d) = +d).
k=gn+2x=qn+dm } e e =g e mlq = d) =nlg+d)

Odtud opét z nesoudélnosti ¢isel m, n plyne, ze ptirozené cislo g+ d je ndsobkem c¢isla m
a Cislo ¢ — d stejnym nasobkem cisla n. Pro vhodné pfirozené r tedy plati rovnosti

g+d=rm a q—d=rn.

Jejich sec¢tenim a odectenim dostaneme néasledujici vyjadreni cisel ¢ a d pomoci r, m
an:
rim+n rim—n
o rmem) )
2 2
odkud jiz pro neznamé x, y dostavame konec¢né vzorce
r(m—n)m r(m—n)n
x:dng a y:dnzg. (3)
2 2
Zjistéme nyni, jak souviseji parametry r, m, n s danym koeficientem k z ptvodni
rovnice (1). MZeme postupovat napfiklad tak, ze odvozené vzorce dosadime do rovnosti
k= qgn + x:
r(m+n)n  r(m—n)m  r(m?+n?)

k: = =
qn +x 5 + 2 2 ,

odkud po nasobeni dvéma dostaneme hledanou podminku ve tvaru

2k = r(m? +n?). (4)

Jiny zpusob odvozeni rovnosti (4), ktery je sou¢asné primou ,,zkouskou* vzorct (3
y p M y J p 7 )
spociva v tom, Ze z nich snadno plynou vyjadreni

r2(m —n)?(m? + n?)
1 )

r(m —n)?

Ty

22 4+ y? =
rT—y=
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ze kterych vidime, Ze rovnice (1) je pro takovd x, y splnéna, pravé kdyZ je splnéna
podminka (4). Nez zformulujeme dokazany vysledek, dodejme jesté, ze podle vzorcu (3)
museji ¢isla m, n spliovat nerovnost m > n. Proto plati néasledujici véta.

Je-li k dané prirozené ¢islo, pak vesenimi rovnice x2 + y? = k(x — y) jsou prdvé ty
dvojice prirozenych cisel x a y, které jsou tvaru

o r(m—n)m 0 = r(m—n)n,
2 2
kde v, m, n jsou prFirozend &isla, pro néz plati rovnost 2k = r(m? + n?), pricemz ¢isla
m a n jsou nesoudélnd a m > n.

Z dokézané véty plyne recept, jak véechna feseni rovnice 22 +y? = k(x—y) pro dany
koeficient k sestrojit: uvazime vsechny mozné rozklady ¢isla 2k na dva Cinitele, 2k = rs,
a pro kazdy z nich pak najdeme vyhovujici ésla m, n z rovnosti m? + n? = s. Pak uz
nezbyva nic jiného, nez ze pro konecné mnoho c¢isel m, jez jsou s ¢islem s nesoudélna
a spliiuji nerovnosti m? < s < 2m?, testujeme, zda rozdil s — m? je druhou mocninou
pfirozeného ¢isla. Pro dané k = 2005 = 5 - 401 (401 je prvodislo) existuji tyto rozklady
(protoze m?+n? = 22412 = 5, vynechdme rovnou rozklady, v nichZ je ¢initel s = m?2+n?
mensi nez 5):

(i) r =802, m? +n? = 5. Ziejmé m = 2 an = 1, odkud = = 802 a y = 401.
(ii) r =401, m? + n? = 10. Zfejmé m =3 an = 1, odkud z = 1203 a y = 401.
(iii) » = 10, m? + n? = 401. Plati 15 < m < 20, vyhovuje pouze m = 20, kdy n = 1,
x=1900 ay=95.
(iv) r =5, m? + n? = 802. Plati 21 < m < 27, probereme pouze licha m, vyhovuje jen

m =21, kdy n =19, x =105 a y = 95.

(v) 7 =2, m?+n? = 2005. Plati 31 < m < 44, probereme pouze m nesoudélna s ¢islem

5, vyhovuje jednak m = 39, kdy n = 22, x = 663 a y = 374, jednak m = 41, kdy

n =18 =943 a y = 414.

(vi) r = 1, m? + n? = 4010. Plati 45 < m < 63, probereme pouze m nesoudélna

s Cislem 10, vyhovuje jednak m = 59, kdy n = 23, x = 1062 a y = 414, jednak

m =61, kdy n =17, x = 1342 a y = 374.

Zdvér. Uloha mé pravé osm feSeni (z,y). Zapiseme je v rostoucim potadi po-
dle prvni slozky z: (105, 95), (663,374), (802,401), (943,414), (1062, 414), (1203,401),
(1342,374), (1900, 95).

Pozndmky. Vsimnéte si, ze téchto osm dvojic (z,y) ma pouze ¢tyfi ruzné slozky y
(kazdé y je zastoupeno ve dvou dvojicich). To lze vysvétlit takovym pozorovanim: mé-li
pro nékteré prirozené y kvadratickd rovnice

z? — 2005z + (y? 4+ 2005y) = 0

aspon jedno feSeni x v oboru prirozenych ¢isel, ma v tomto oboru dvé rizné feseni.
Snadné vysvétleni plyne z Vietovych vzorct: je-li x; celociselny kofen této rovnice, je
i druhy kofen x5 = 2005 — x; celé ¢&islo (rfizné od x1); z rovnosti z122 = y2 + 2005y
plyne, Ze oba kofeny z;, £ maji stejné znaménko, nebot y? + 2005y > 0.
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Necht dvojice (x,y) pfirozenych ¢isel je feSenim dané rovnice, takze = > y. Po

Upraveé

2(x? +y*) = 2-2005(z — y),
(z +y)* + (2005 — 2 + y)? = 20052 (1)

zjistujeme, Ze je navic 0 < x +y < 2005 a 0 < 2005 — z + y < 2005. VSechna feSeni
pythagorejské rovnice X2+ Y? = Z?2 dovedeme popsat (viz 6. navodnou tilohu). Odtud
plyne dalsi mozny postup feseni dané rovnice.

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

1.

2.

3.

Najdéte vSechny pravodhlé trojuhelniky s celo¢iselnymi délkami stran (tzv. pythago-
rejské trojihelniky) s obvodem 990. [35-B-1-3]

Najdéte nejmensi pfirozené Cislo n takové, ze existuji dva neshodné pythagorejské troj-
uhelniky s preponou délky n. [35-A-1-4]

Pro libovolné prirozené ¢islo n > 1 existuje n navzajem neshodnych pythagorejskych
trojuhelnikt se stejnym obvodem. Dokazte. [35—A—S—1]

. Najdéte vSechny pythagorejské trojuhelniky s pfeponou mensi nez 1986 a s jednou

odvésnou o 675 mensi nez prepona. [35-A-II-1]
Dokazte, ze existuje prirozené Cislo k, pro které existuje pravé 1988 rtiznych pythago-
rejskych trojuhelnikti s odvésnou délky k. [38—C-I-5]
Ukazte, ze vSechna feseni pythagorejské rovnice
22 42 = 22

dovedeme popsat: trojice (x,y,2) nesoudélnych prirozenych c¢isel je feSenim uvedené
rovnice, prave kdyz existuji nesoud€lnd prirozena Cisla u, v takova, ze u > v, uv je sudé
a az na pripadnou vymeénu cisel x a y plati rovnosti

T = 2uv, y:uQ—vQ, z=u’ 402
[Z pfedpokladu nesoudélnosti plyne, Ze obé ¢isla z, y nemohou byt zaroven sudé, a z dé-
litelnosti ¢tyfmi plyne, Ze nemohou byt ani licha. Pro sudé x a licha y, z upravte rovnici
do tvaru (%alc)2 = %(z +y)- %(z —y). Protoze ¢initelé na pravé strané jsou nesoudélnd
Cisla, jejichz soucin je druhou mocninou celého ¢isla, musi byt kazdy z nich druhou
mocninou celého éisla. To jsou ¢isla u a v.]
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