61. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

|. kolo kategorie Z9

79-1-1

Pokladni v galerii prodava navstévnikim vstupenky s ¢islem podle toho, kolikati ten
den prisli. Prvni navstévnik dostane vstupenku s ¢islem 1, druhy s c¢islem 2, atd. Béhem
dne vsak dosel zluty papir, na ktery se vstupenky tiskly, proto musela pokladni pokracovat
tisknutim na papir ¢erveny. Za cely den prodala stejné zlutych vstupenek jako c¢ervenych.
Zjistila, ze soucet ¢isel na zlutych vstupenkach byl o 1681 mensi nez soucet ¢isel na cerve-
nych vstupenkach. Kolik toho dne prodala vstupenek? (M. Mach)

Napad. Vsimnéte si, o kolik se lisi ¢isla na prodanych zlutych a cervenych vstupenkéach.

Mozné resSeni. Oznacme pocet zlutych vstupenek n. Na prvni zluté vstupence bylo ¢islo
1, na druhé 2, atd., na posledni zluté vstupence bylo ¢islo n. Na prvni cervené vstupence
bylo ¢islo n 4 1, na druhé cervené n + 2, atd., na posledni ¢ervené bylo c¢islo 2n.

Vsimnéme si, ze prvni Cervend vstupenka ma c¢islo o n vétsi nez prvni zluta. Stejné
tak druha cervena vstupenka ma cislo o n vétsi nez druhé zluta; totéz plati pro vSechny
takovéto dvojice vstupenek, kterych je celkem n. Soucet ¢isel na cervenych vstupenkach je
proto o n? vétsi nez soucet ¢isel na vstupenkach zlutych. Ze zadani vime, 7e n? = 1681,
tedy n = 41.

Pokladni toho dne prodala 41 zlutych a 41 ¢ervenych vstupenek, celkem tedy 82 vstu-
penek.

Z9-1-2

Filoména ma mobil s nasledujicim rozmisténim tlacitek:

1]2]3

4]5]6

7]8]9
0]

Devitimistné telefonni ¢islo jeji nejlepsi kamaradky Kunhuty ma tyto vlastnosti:
e vsechny cislice Kunhutina telefonniho ¢isla jsou riizné,
e prvni ¢tyTi Cislice jsou serazeny podle velikosti od nejmensi po nejvétsi a stiedy jejich
tlacitek tvori ctverec,
e stiedy tlacitek poslednich ¢tyr cislic také tvori ¢tverec,
o telefonni cislo je délitelné tiemi a péti.
Kolik rtznych devitimistnych ¢isel by mohlo byt Kunhutinym telefonnim ¢islem?
(K. Pazourek)

Napad. Které ¢islice mohou tvofit posledni a které prvni ¢tverici?
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Mozné resSeni. Nejprve najdéme vSechny ¢tvefice tlacitek, jejichz stfedy tvoii ¢tverec —
jsou to tlacitka s nasledujicimi cislicemi:

1,2,4,5  1,3,7,9
2,3,5,6  2,4,6,8
4,5,7,8  5,7,9,0
5,6,8,9

Ctvefice v levém sloupci vSak vyuzit nemtizeme, nebot vedle &tverce, ktery piislugna
tlacitka tvori, bychom zadny dalsi ¢tverec ze zbylych tlacitek nesestavili. Protoze telefonni
¢islo je délitelné péti, musi koncit 5 nebo 0; proto posledni ¢tyfti cislice telefonniho ¢isla
jsou 5, 7, 9, 0 (jejich poradi diskutujeme pozdéji). Protoze jsme jiz pouzili ¢islice 7 a 9,
prvni ¢tyfi ¢islice telefonniho ¢isla museji byt 2, 4, 6, 8 (v tomto pofadi, jsou srovnany
podle velikosti).

Dosud nepouzité cislice, které mohou byt uprostied telefonniho ¢isla, jsou 1 a 3. Te-
lefonni ¢islo méa byt délitelné tremi, urceme tedy mozné ciferné soucty. Soucet vsech cislic
na klavesnici je 45. Pokud by v telefonnim disle byla 1, tj. telefonni ¢islo by obsahovalo
vsechny ¢islice kromé 3, byl by ciferny soucet 45 — 3 = 42. Pokud by v telefonnim ¢isle
byla 3, byl by ciferny soucet 45 — 1 = 44. Cislo 42 je délitelné 3, ¢islo 44 nikoli, prostfedni
Cislice je tedy 1.

Protoze jsme neopomnéli zadny z pozadavkt v zadani, hledané telefonni ¢islo je

246 81 sk,

kde posledni ¢tyri cislice jsou 5, 7, 9, 0 v nezndmém potadi, pouze vime, Ze na poslednim
misté musi byt 5 nebo 0. Abychom zjistili poc¢et vSech moznych Kunhutinych telefonnich
¢isel, nebudeme je vSechny vypisovat, pouze si touto predstavou pomtizeme: Posledni ¢islici
lze zvolit dvojim zpiisobem, predposledni ¢islici poté vybirame mezi tfemi zbylymi ¢isli-
cemi, predchéazejici uz jen mezi dvéma zbylymi a na posledni nevyplnéné misto nam vzdy
zbude jedina c¢islice. Dostavame dohromady

2:3-2=12

moznych poradi na poslednich ¢tyfech mistech, a tedy i 12 moznych Kunhutingch telefon-
nich cisel.

7Z9-1-3

Amalka pozorovala veverky na zahradce hajenky, kde rostly tyto tfi stromy: smrk,
buk a jedle. Veverky sed€ly v klidu na stromech, takze je mohla spocitat — bylo jich 34.
Kdyz preskakalo 7 veverek ze smrku na buk, bylo jich na buku stejné jako na obou dvou
jehlicnanech dohromady. Poté jesté preskakalo 5 veverek z jedle na buk, v tu chvili bylo
na jedli stejné veverek jako na smrku. Na buku jich poté bylo dvakrat tolik, co na jedli ze
zacatku. Kolik veverek ptuvodné sedélo na kazdém ze stromu? (M. Mach)

Napad. Sestavte soustavu rovnic. Pfed vlastnim feSenim soustavy si v§imnéte, Ze nékteré
rovnice jsou prebytecné, tzn. lze je odvodit z ostatnich.
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MozZné reseni. Pivodni pocet veverek na smrku oznac¢ime s, na buku b a na jedli j. Ze
zadani miizeme sestavit soustavu ¢tyf rovnic o téchto trech neznamych:

s+b+j = 34,
b+7T=75+s5-17,
j—09=s5—1,

b+ 745 =2j.

Vsimnéme si, ze sectenim treti a ¢tvrté rovnice dostaneme rovnici druhou. Pro vyreseni
soustavy rovnic proto staci vybrat libovolné dvé z téchto tii rovnic a doplnit je rovnici
prvni. Takto dostaneme soustavu tii rovnic o tfech neznamych. Ukazeme si feSeni s prvni,
druhou a ¢tvrtou rovnici:

s+b+j =34,
b+7=j5+s5-T1,
b+7+5=2j

Sec¢teme prvni dvé rovnice a upravime:

S+2b4+754+T7=27T+7+s,
2b = 20,
b = 10.

Dosadime tento vysledek do posledni rovnice a vyjadiime j:

104+ 745 = 2j,
22 = 27,
j=11.

Vse dosadime do prvni rovnice a vyjadiime s:

s+ 104+ 11 = 34,
s =13.

Na smrku ptvodné sedélo 13, na buku 10 a na jedli 11 veverek.

Jiny napad. Urcete, kolik veverek sedélo na buku ve chvili, kdy jich tam bylo stejné jako
na obou jehli¢nanech.

Jiné feseni. Po prvnim preskakani byla na buku pfesné polovina veverek, ¢ili 17. Protoze
jich na buk 7 ptiskocilo, sedélo ptivodné na buku 17 — 7 = 10 veverek.

Po druhém pfeskakani bylo na buku 17 + 5 = 22 veverek. Vime, Ze na konci bylo
na buku dvakrat vice veverek nez na jedli na zacatku, tedy na zacatku sedélo na jedli
22 : 2 =11 veverek.
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Celkem bylo veverek 34, proto bylo puvodné na smrku 34 —10—11 = 13 veverek. Praveé
jsme dosli k ptivodnim poc¢tiim veverek na vSech stromech, ale viibec jsme nepracovali se
zadanou informaci, ze po vsech preskocich bylo na jedli stejné veverek jako na smrku.
Musime ovérit, zda tato informace neni v rozporu s predchozimi vypocty: 11 —5 =13 — 7,
tedy nase vysledky odpovidaji celému zadani.

Na smrku ptivodné sedélo 13, na buku 10 a na jedli 11 veverek.

Poznamka. Uvedena feSeni predstavuji rizné pohledy na tentyz problém. Srovnejte

zejména, jak jsme odhalili pfebytecnost jedné ze zadanych informaci v prvnim a jak ve
druhém pripadé. Uméli byste tuto prebytecnost zjistit i jinak?

7Z9-1-4
V pravidelném dvanéctiihelniku ABCDEFGHIJK L vepsaném do kruznice o polo-
méru 6 cm urcete obvod pétithelniku ACFHK. (K. Pazourek)
H G
I F
J E
K D
L C
A B

Napad. Rozdélte pétithelnik na trojuhelniky se spoleénym vrcholem ve stfedu kruznice
opsané a zjistéte jejich vlastnosti.

Mozné resSeni. Nejprve spoctéme velikost stfedového tthlu pravidelného dvanéactithelniku
ABCDEFGHIJKL, tj. ihlu s vrcholem ve stfedu S opsané kruZnice a rameny procha-
zejicimi sousednimi vrcholy. Soucet vSech dvanécti stfedovych thla je 360°, tudiz velikost
jednoho stredového tihlu je 360° : 12 = 30°.
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Velikosti stredovych uhla pétithelniku ACFHK jsou:

|xASC| = |xFSH| = |xKSA| = 2-30° = 60°,
|xCSF| = |xHSK|=3-30° = 90°.

Trojuhelniky ASC, F'SH, KS A jsou tudiz rovnostranné a trojuhelniky C'SF a HSK jsou
rovnoramenné pravouhlé. Proto

|AC| = |FH| = |[KA| = r = 6.cm,
|CF| = |HK| = rV2 = 6v2cm.

Obvod pétithelniku ACFHK je tak roven 3 -6 + 2 - 6v/2 = 18 + 12¢/2 = 34,97 (cm).

Z9-1-5

Pred vanoc¢nim koncertem nabizeli zaci k prodeji 60 vyrobkt z hodin vytvarné vychovy.
Cenu si mohl kazdy zadkaznik urcit sam a cely vytézek Sel na dobroc¢inné ucely. Na zacatku
koncertu zaci spocitali, kolik korun v primeéru utrzili za jeden prodany vyrobek, a vyslo
jim presné celé cislo. Protoze stale neprodali vsech 60 vyrobkit, nabizeli je i po koncerté.
To si lidé koupili jesté dalsich sedm, za které dali celkem 2505 K¢. Tim se primérna
trzba za jeden prodany vyrobek zvysila na rovnych 130 K¢é. Kolik vyrobkt pak ztstalo
neprodanych? (L. Simiinek)

Napad. Urcete vztah mezi poc¢tem vyrobku prodanych pred koncertem a za né ziskanou
castkou. Uvédomte si, Ze vSechny neznadmé maji byt cela cisla.

Mozné tesSeni. Pocet vyrobkt, které zaci prodali pred koncertem, ozna¢me v a obnos
v korunach, ktery za né ziskali, oznac¢me k. Podle zadani je podil % celé cislo a plati

k42505

= 130.
v+ 7

7 této rovnice vyjadrime neznamou k£ pomoci neznamé v:

k42505 =130v + 130 - 7,
k = 130v — 1 595.

Ziskany vyraz dosadime do zlomku % a nasledné jej castecné vydélime:

130v — 1595 130 — 1595'
v v

Neznama v je prirozené ¢islo, a protoze pravé uvedeny vyraz ma byt roven celému
¢islu, musi byt v délitelem cisla 1595. Pritom ¢islo 1595 = 5 - 11 - 29 méa pravé nasledujici
délitele:

1, 5, 11, 29, 55, 145, 319, 1 595.
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Podle zadéni ztstalo po prodeji v vyrobkii z celkovych 60 minimélné 7, tedy v < 53. Pokud
do rovnice k = 130v — 1595 dosadime za v 1, 5 ¢i 11, dostaneme k zaporné, coz odporuje
zadani. Pro v = 29 je trzba k kladna, takze jedina pfipustnd hodnota pro v je 29. Celkové
se prodalo 29 4+ 7 = 36 vyrobku a neprodanych ztstalo 60 — 36 = 24.

Jiny napad. Pokud se hovofi o prumérné cené, zkuste si situaci zjednodusit predstavou,
ze vSichni zminéni zaplatili shodné pravé tuto cenu.

Jiné feSeni. Pro potieby feSeni muzeme situaci zjednodusit a predstavit si, Ze kazdy za-
kaznik nakupujici pred koncertem zaplatil stejny celoc¢iselny obnos. Ten se rovnal primérné
cené vypocitané zaky pred koncertem.

vvvvvv

zaplacenou c¢astku do 130 K¢ a sama za sebe zaplatila 7-130 K¢. Celkové dorovnavani ceny
tedy odpovidalo ¢astce 2505 — 7- 130 = 1595 (K¢).

Tuto sumu musime rozlozit na soucin, kde jednim ¢initelem bude pocet zakaznikt pred
koncertem a druhym cinitelem pocet korun, které za kazdého takového zédkaznika doplatila
sedmice pozdéji prichozich. O prvnim jmenovaném Cciniteli vime ze zadani, ze musi byt
mensi nebo roven 53, a o druhém vime, Ze musi byt mensi nez 130. Cislo 1595 lze rozlozit
na soucin dvou piirozenych ¢isel pravé témito zpisoby:

1-1595,5-319, 11145, 29 - 55.

Uvedenym podminkadm vyhovuje jedin€ rozklad 29-55. Celkové se tedy prodalo 29+7 = 36
vyrobki a neprodanych ztistalo 60 — 36 = 24.

Z9-1-6

V obdélnikové zahradé roste broskvon. Tento strom je od dvou sousednich rohi za-
hrady vzdalen 5 metrt a 12 metrt a vzdalenost mezi zminénymi dvéma rohy je 13 metra.
Dale vime, Ze broskvon stoji na uhloptic¢ce zahrady. Jak velka miize byt plocha zahrady?

(M. Mach)

Napad. Uzijte vhodné Pythagorovu vétu, pfip. vétu opac¢nou.

Mozné teseni. Obdélnik predstavujici pudorys zahrady ozna¢ime ABCD, broskvon na
jedné z jeho thlopficek je zastoupena bodem X. Reknéme, Ze dva sousedni rohy ze zadani
jsou A, B a plati |AX| = 5, |BX| = 12, |AB| = 13. (VSechny délky jsou v metrech
a jednotky dale nepigeme.) Tato ¢isla tvoii pythagorejskou trojici, ¢ili plati 52 + 122 = 132,
Proto je trojuhelnik AX B pravouhly s preponou AB, tj. s pravym thlem u vrcholu X.

Bod X muze lezet bud na uhlopfi¢ce AC nebo na thlopiiéce BD, budeme diskutovat
obé moznosti. V kazdém pripadé vzdalenost bodu X od druhého vrcholu na thlopticce
oznacime r a neznamou délku strany obdélniku oznac¢ime y. Ze zadanych informaci urc¢ime
y, plocha zahrady (v metrech ¢tverecnich) pak bude rovna 13y.
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C B
L 12
13
X 5
D A
C B
12
13
X/
x 9]
D T A

I. Bod X lezi na thlopticce AC. Podle Pythagorovy véty pro pravoihlé trojahelniky
ABC a BXC sestavime soustavu dvou rovnic o dvou neznamych:

(5+x)* =13% + ¢,
y? =122 + 22

Do prvni rovnice dosadime za y? a vypoéteme z:

(5+z)% =132 + 122 4 22,
25 + 102 + 22 = 169 + 144 + 22,

10z = 288,
144
rT=—".

5

Dosadime za x do druhé rovnice a vyraz upravime:

1442 20736 24336
2 2
Y 5 T 25
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Odtud plyne, ze y = % a obsah obdélniku ABCD, tj. plocha zahrady (v metrech ¢tve-

recnich), v tomto pfipadé je:

156 2028
13+ — = —— = 405,6.
) )

II. Bod X lezi na thlopricce BD. Podle Pythagorovy véty pro pravoihlé trojuhelniky
DAB a DX A sestavime soustavu dvou rovnic o dvou neznamych:

(12 + 2)* = 13% + 92,
y? =52+ 22
Do prvni rovnice dosadime za y? a vypoéteme x:

(12 + 2)* = 13% 4+ 5% 4 22,
144 + 242 + 22 = 169 + 25 + 22,

24x = 50,
25
r=—.
12

Dosadime za x do druhé rovnice a vyraz upravime:

25\ 2 625 4225
2 2
4 o (12) ot 144 144

Odtud plyne, ze y = % a obsah obdélniku ABCD, tj. plocha zahrady (v metrech ¢tverec-

nich), v tomto pfipadé je:
4
5 _ 80 . 49,

13- — =
3 12 12

Poznamka. Vsimnéte si vypoctu délky z. Dvojim uzitim Pythagorovy véty jsme v prvnim
piipadé odvodili, Ze 5z = 144, coz odpovida |AX| - |XC| = |XBJ|?. Uvedeny vypocet
v podstaté dokazuje, Ze tato rovnost plati v libovolném pravothlém trojuhelniku ABC,
kde X je pata vysky na preponu AC. Toto tvrzeni je znamé jako Eukleidova véta o vysce.

Jiny napad. Vsimnéte si podobnych trojuhelnik.

Jiné FesSeni. Pii stejném znaceni jako vySe muzeme jednotlivé moznosti diskutovat nésle-
dovné.

I. Bod X lezi na thlopticce AC'. Trojahelniky ABC a AX B jsou oba pravouhlé a maji
stejny vnitini tthel u spole¢ného vrcholu A. Tyto trojihelniky jsou tedy podobné, a proto
plati:

|BC|  |XB|
[AB] " [AX]
neboli
y 12
13 5
Odtud plyne, ze y = %, a zaveér je stejny jako u predchoziho reseni.
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II. Bod X lezi na thlopticce BD. Trojuhelniky DAB a AXB jsou oba pravouhlé
a maji stejny vnitini thel u spole¢ného vrcholu B. Tyto trojihelniky jsou tedy podobné,
a proto plati:

|DA] B |AX|
|AB| | XB|’
neboli
Yy _5
13 12°

Odtud plyne, ze y = %, a zaver je stejny jako u predchoziho reseni.
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