61. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ulohy domaci casti |. kola kategorie C

1. Najdéte viechny trojéleny p(x) = ax? + bx + ¢, které ddvaji p¥i déleni dvojélenem
x + 1 zbytek 2 a pri déleni dvojclenem x + 2 zbytek 1, pricemz p(1) = 61.

RESENI. Dvojim uzitim algoritmu déleni dostaneme

ar? +brx+c=(ax+b—a)(x+1)+c—b+a,
ax® +bxr +c = (ax + b — 2a)(z + 2) + ¢ — 2b + 4a.

Dodejme k tomu, ze nalezené zbytky ¢ —b+a a ¢ —2b+ 4a jsou zfejmé rovny hodnotam
p(—1), resp. p(—2), coz je ve shodé s poznatkem, ze jakykoliv mnoho¢len ¢(x) dava pii
déleni dvojclenem = — xg zbytek rovny ¢islu g(xg).

Podle zadani plati c —b+a =2 a ¢ — 2b+ 4a = 1. Tteti rovnice a + b+ ¢ = 61 je
vyjadfenim podminky p(1) = 61. Ziskanou soustavu t¥i rovnic vyfesime jednim z mnoha
moznych postupt.

Z prvni rovnice vyjadiime ¢ = b — a + 2, po dosazeni do tfeti rovnice dostaneme
a+b+ (b—a+2) = 61 neboli 2b = 59. Odtud b = 59/2, coz po dosazeni do prvni
a druhé rovnice davéa a + ¢ = 63/2, resp. ¢ + 4a = 60. Odecteme-li posledni dvé rovnice
od sebe, dostaneme 3a = 57/2, odkud a = 19/2, takze ¢ = 63/2 — 19/2 = 22. Hledany
trojclen je tedy jediny a méa tvar

19 59 1922 4 59 44
p(r) == 2+ = - x+22= v oI .

2 2 2

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Ukazte, Ze pro kazdé ¢islo a je mnohoélen z# 4 (1—a)x3 +22 + a délitelny mnohoé¢lenem
22 4+ 2 + 1 beze zbytku. [Podil je roven x? — ax + a.]

2. Uréete viechna realné ¢isla a, pro ktera je trojélen 22 +5x 46 délitelny dvojélenem z+a.
Reste jednak uzitim algoritmu déleni, jednak uzitim pravidla (¢asto zvaného Bezoutova
véta), ze mnohoclen p(x) je délitelny dvojclenem x—xo, pravé kdyz p(zo) = 0. [Vyhovuji
¢isla @ = 2 a a = 3, nebot pfimym délenim dostaneme rovnost mnohoé¢lentt 2 + 5z +
+6 = (x+a)(x+5—a)+ a® — 5a + 6, takze hledana ¢isla a jsou kofeny rovnice
a? —5a+6=0]

3. Urdete viechna realna &isla a, pro kterd trojélen x2 + 5z + 6 dava pii déleni dvojélenem
z+ a zbytek 2. [Vyhovuji ¢isla a = 1 a a = 4, kterd dostaneme, kdyz pro obecny zbytek
a? — 5a + 6 (viz tlohu 2) sestavime a vyfesime rovnici a? — 5a + 6 = 2.]

4. Ukaite, %e vSechny trojéleny p(z) = azx? + 2(a — 1)z — 4, kde a je libovolné &islo, jsou
délitelné jednim a tymz dvojélenem x+b s vhodnym koeficientem b. Jakym? [b = 2. Cislo
b mé pozadovanou vlastnost, pravé kdyz plati p(—b) = 0. Protoze p(—b) = a(b? — 2b) +
+2b—4 = (b— 2)(ab + 2), je rovnost p(—b) = 0 splnéna pro kazdé a, pravé kdyz
b=2]

5. Uréete viechny dvojice realnych &isel a a b, pro néz je mnohoclen = + ax? + b délitelny
mnohoélenem z2 + bx + a. [56-B-S-1]



2. Délky stran trojuhelniku jsou v metrech vyjadreny celymi cisly. Urcete je, md-li
trojuhelnik obvod 72 m a je-li nejdelsi strana trojuhelniku rozdélena bodem dotyku
vepsan€ kruznice v pomeru 3 : 4.

RESENI. Vyuzijeme obecného poznatku, ze body dotyku vepsané kruznice déli hra-
nici trojihelniku na Sest tsecek, a to tak, ze kazdé dvé z nich, které vychazeji ze stejného
vrcholu trojuhelniku, jsou shodné. (Teény z daného bodu k dané kruznici jsou totiz
soumérné sdruzené podle spojnice daného bodu se stfedem dané kruznice.)

V nasi tloze je nejdelsi strana trojuhelniku rozdélena na tseky, jejichz délky ozna-
¢ime 3z a 4x, zatimco délku tseki z vrcholu oproti nejdelsi strané oznacime y (obr. 1).
Strany trojuhelniku maji tudiz délky 7z, 4z + y a 3z + y, kde x,y jsou neznama
kladn4 ¢isla (délky bereme bez jednotek). M&-1i byt 7z délka nejdelsi strany, musi platit
Tx > 4x + y neboli 3x > y. Zdiraznéme, ze hledana ¢isla z, y nemuseji byt nutné cela,
podle zadani to vsak plati o ¢islech 7x, 4x +y a 3z + y.

3 4x

3z dx
Obr. 1

Udaj o obvodu trojtihelniku zapiSeme rovnosti
72=Tr+ 3z +y)+ (4o +y) neboli 36 ="Tz+y.

Protoze Tx je celé cislo, je celé i ¢islo y = 36 — Tx; a protoze podle zadani i ¢isla 4x + y
a 3x +y jsou celd, je celé i ¢islo x = (4x +vy) — (32 +y). Proto od této chvile uz hleddme
dvojice celych kladnych ¢isel x, y, pro néz plati

3r >y a Tx+y=36.

Odtud ovSem plyne 7z < 36 < 7x + 3z = 10z, tedy < 5 a soucasné z = 4.

Pro z = 4 je tak y = 8 a (7Tz,4x + y,3z + y) = (28,24,20), proz =5 jey = 1
a (Tx,4z + y, 3z + y) = (35,21,16). Strany trojihelniku tedy jsou (28,24,20) nebo
(35,21, 16). (Trojuhelnikové nerovnosti jsou zfejmé splnény.)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Pomoci délek a, b, c stran obecného trojihelniku vyjadrete délky usecek, na které jsou
tyto strany rozdéleny body dotyku kruznice, ktera je dotycnému trojuhelniku vepsana.
Na prikladu pak ukazte, ze tyto délky nemuseji byt vyjadieny celymi Cisly, i kdyz strany
trojthelniku takova vyjadfeni maji. [Jedné se o dvé tsecky délky = = %(a +b—c), dvé
usecky délky y = %(b + c—a) a dvé tsecky délky z = %(c + a — b). Tyto délky nejsou
celodiselné, jsou-li napiiklad vSechny tii délky a, b, ¢ vyjddfeny lichymi ¢isly.]

2. Sestrojime-li ze tii useCek jakychkoliv délek p, g, r Gsecky délek a = p+q, b=qg+r
a ¢ = r+p, budou tyto t¥i nové tisecky délkami stran nékterého trojuhelniku. Vysvétlete
a pak uvedte, jaky vyznam v takovém trojuhelniku budou mit pavodni délky p, g, 7.
[Oveérit algebraicky trojuhelnikové nerovnosti a + b > ¢ > |a — b| je trividlni, nebot jde
o zfejmé nerovnosti p+2q+r > p+r > |p — r|. V trojahelniku o stranach a, b, ¢ jsou
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délky p, q, r délkami usecek, na které jsou strany a, b, c rozdéleny body dotyku vepsané
kruZznice, jak plyne z vysledku tlohy 1.]

3. Trojuhelnik ABC spliiuje pti obvyklém znaceni délek stran podminku a < b < c.
Vepsana kruznice se dotyké stran AB, BC a AC po fadé v bodech K, L. a M. Dokazte,
ze z useCek AK, BL a C'M lze sestrojit trojahelnik, pravé kdyz plati b + ¢ < 3a.
[67-C-II-1]

4. Dokazte, ze v kazdém pravouhlém trojahelniku je soucet poloméra vepsané kruznice
a opsané kruznice roven aritmetickému primeéru délek obou odvésen. [Prvni feseni tlohy
59-A-S-2.]

5. Urcete délku prepony pravouhlého trojuhelniku, znate-li polomér r kruznice vepsané
a polomér R kruZnice pfipsané k pfeponé tohoto trojuhelniku (tj. kruznice, kterd se
dotyka zvnéjsku prepony a prodlouzeni obou odvésen trojihelniku). [45—C—I1-6]

3. Najdéte vsechny trojice prirozenych cisel a, b, ¢, pro néez plati mnozinova rovnost
{(a,b), (a,c), (b, c),[a,b],a,c], [b,c]} ={2,3,5,60,90,180},

kde (x,y) a[z,y] znaci po fadé nejuétsi spolecny délitel a nejmensi spolecny ndsobek
cisel x a y.

RESENI. Prvky zadané mnoziny M rozlozime na prvoéinitele:
M=1{23 5 2%-3.52-3%.5 22.3%.5}.

Odtud plyne, ze v rozkladu hledanych cisel a, b, ¢ vystupuji pouze prvocisla 2, 3 a 5.
Kazdé z nich je pritom prvocinitelem pravé dvou z cisel a, b, c¢: kdyby bylo prvocini-
telem pouze jednoho z nich, chybélo by v rozkladu dvou nejvétsich spolec¢nych délitel
a jednoho nejmensiho spole¢ného nasobku, tedy ve tfech cislech z M; kdyby naopak
bylo prvocinitelem vsSech tii ¢isel a, b, ¢, nechybélo by v rozkladu zadného cisla z M.
Kromeé toho vidime, ze v rozkladu kazdého z ¢isel a, b, ¢ je prvocislo 5 nejvyse v jednom
exemplafi.

Podle uvedenych zjisténi miizeme c¢isla a, b, ¢ usporadat tak, ze rozklady cisel a, b
obsahuji po jednom exemplafi prvocisla 5 (zatimco (¢,5) = 1) a ze (a,2) = 2 (jak
vime, aspoii jedno z &sel a, b musi byt sudé). Cislo 5 z mnoziny M je pak nutné rovno
(a,b), takze plati (b,2) = 1, a proto (b,3) = 3 (jinak by platilo (b,c) = 1), odkud zase
s ohledem na (a,b) = 5 plyne (a,3) = 1. Mame tedy a = 5-2° a b = 5 - 3" pro vhodna
prirozena cisla s a t.

Z rovnosti [a,b] = 25 - 3! - 5 plyne, Ze nastane jeden ze tii nasledujicich ptipadii.
(1) 2%-3t.5 =60 =22 -3 5. Vidime, Ze plati s =2 a t = 1 neboli a = 20 a b = 15.

Snadno ur¢ime, ze tfetim cislem je ¢ = 18.

(2) 2°-3".5=90=2'-32.5. V tomto ptipadé a = 10, b = 45 a c = 12.
(3) 2°-3t-5=180=2%2-3%.5. Nyni a =20, b =45 a c = 6.

Odpoveéd: Hledana ¢isla a, b, ¢ tvofi jednu z mnozin {10,45,12}, {20, 15,18}

a {20,45,6}.

JINE RESENI. V zadané rovnosti je mnoZina napravo tvorena Sesti riznymi ¢isly
vétsimi nez 1, takze ¢isla (a,b), (a,c), (b, c) musi byt netrividlnimi déliteli po fadé ¢isel
[a,b], [a,c], [b,c]. Cisla 2, 3, 5 viak zadné netrivialni délitele nemaji, musi tedy platit

{(a,b), (a,c), (b,c)} ={2,3,5} a {[a,b],[a,c],[b,c]} ={60,90,180}.

Protoze poradi ¢isel a, b, ¢ nehraje zddnou roli, mizeme predpokladat, ze plati (a, b) = 2,
(a,c) =3 a (b,c) = 5. Odtud plynou vyjadieni

a=2-3-x=6x, b=2-5-y=10y, c=3-5-2=15z
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pro vhodna pfirozena ¢isla x, y, z. Ze znamé rovnosti [z,y] - (z,y) = zy tak dostaneme
vyjadieni nejmensich spole¢nych nasobkt ve tvaru

6x - 10 6x - 15 10y - 15
:¥:30xy, [a,c]:u:fmxz, [b,c]:%

.t ;

= 30yz.

Z rovnosti {30zy,30zxz,30yz} = {60,90,180} upravené na {zy,zz,yz} = {2,3,6} pak
diky tomu, ze 2 a 3 jsou prvocisla, vyplyva {z,y,z} = {1,2,3}. Protoze z podminky
5= (b,c) = (10y,15z) plyne y # 3 a z # 2, ptipadaji v ivahu pouze trojice (x,y, z) rovné
(1,2,3), (2,1,3) a (3,2,1), kterym po fadé odpovidaji trojice (a, b, c) rovné (6,20, 45),
(12,10,45), (18,20,15). Zkouskou se presvédéime, Ze vSechny t¥i vyhovuji mnozinové
rovnosti ze zadani ulohy.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Uréete, pro ktera ptrirozena Cisla a, b plati (a,b) = 10 a zarovei [a,b] = 150. [{a,b} =
= {10,150} nebo {a,b} = {30,50}. Protoze 10 = 2-5 a 150 = 2 - 3 - 52, pozadované
rovnosti jsou splnény, pravé kdyz a = 2-3° -5t a b =2.3%.5Y kde {s,u} = {0,1}
a {t,0} = {1,2}

2. Dokazte, ze pro libovolnd pfirozend ¢isla a, b plati vztah [a, b] - (a,b) = ab. [Podle tvahy
o poétech zastoupeni kazdého prvodisla v éislech a, b, (a,b) a [a, b] staéi vysvétlit, proé¢
pro jakakoliv ¢isla «, B plati rovnost min{a, 8} + max{a, 8} = a + 8. K tomu staéi
rozlisit pfipady a < 8, @ = 8 a a > (. Jiné feSeni: Necht d = (a,b), potom a = zd,
b = yd pro nesoudélnd x a y, odkud plyne [a,b] = xyd, takze oba souéiny [a,b] - (a,d)
a ab se rovnaji ¢islu xyd?.]

3. Najdéte vSechny trojice a, b, ¢ pFirozenych &isel, pro které souc¢asné plati (ab, c) = 28,
(be,a) = 29 a (ca,b) = 2L, [50-C-S-1]

4. Najdéte vSechny dvojice pfirozenych &isel a, b, pro které plati a + b+ [a, b] + (a, b) = 50.
[50-C-I1-1]

5. Pro libovolna ptirozend &isla a, b dokazte nerovnost a - (a,b) + b - [a,b] = 2ab. Zjistéte
rovnéz, kdy v této nerovnosti nastane rovnost. [60-C-I-5]

4. Redlnd cisla a, b, c, d vyhovuji rovnici ab + bc + c¢d + da = 16.
a) Dokazte, Ze mezi Cisly a, b, ¢, d se najdou dvé se souctem nejvyse 4.
b) Jakou nejmensi hodnotu mize mit soucdet a® + b* + c* + d*?

RESEN{. a) Z rovnosti 16 = ab+ bc + cd + da = (a + ¢)(b + d) plyne, Ze oba soucty
a + c a b+ d nemohou byt vétsi nez 4 zaroven. Proto vzdy aspon jeden ze soucti a + ¢
¢i b+ d ma pozadovanou vlastnost.

b) Vyuzijme obecnou rovnost

A+ +E+d>=3(a-b)+3(b—c)*+i(c—d)’*+i(d—a)®+ab+bc+ cd+ da,

o0 jejiz platnosti se snadno presvédcime tpravou pravé strany. Vzhledem k nezapornosti
druhych mocnin (a—b)2, (b—c)?, (c—d)? a (d—a)? dostavame pro levou stranu rovnosti
odhad

a4+ b2+ +d? > ab+ be+ ed + da = 16.

Je nalezené ¢islo 16 nejmensi hodnotou uvazovanych souct? Jinak feceno: nastane
pro nékterou vyhovujici ¢tverici v odvozené nerovnosti rovnost? Z naseho postupu je
jasné, ze musime rozhodnout, zda pro nékterou z uvazovanych C¢tvefic plati a — b =
=b—c=c—d=d—a = 0neboli a =b=c = d. Pro takovou ¢tverici mé& rovnost
ab + bc + cd + da = 16 tvar 4a? = 16, emuz vyhovuje a = 2. Pro vyhovujici étvefice
a=b=c=d=2aa=0b=c=d= —2 ma tak soucet a? + b? + c® + d? skutecné
hodnotu 16, proto jde o hledané minimum.
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NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Spliuji-li realna ¢isla x, y, z rovnici 2 4+ y? = 22, pak aspon jedno z &isel |z + 2|, |z — 2|
nepfevysuje hodnotu |y|. Dokazte. [Kdyby |z + z|, |x — z| byla dvé (kladna) &isla vétsi
nez |y|, bylo by ¢&islo |z + z| - |z — z| vétsi nez |y|?, podle zad4ni vsak jde o dvé stejna
¢isla.

2. Necht z, y, z jsou kladna realna c¢isla. Ukazte, ze ¢isla z+y+z—xyz a zy + yz + zx — 3
nemohou byt zdporna soucasné. [60—C-11-4]

3. Je dano pfirozené &islo n (n = 2) a realnd &isla x1,z2, ..., Ty, pro kterd plati z1xs =
= X9T3 = ... = Tp_1Tn = Tnx1 = 1. Dokazte nerovnost xf + x% + ...+ x% = n.
[65—-C-1-4]

4. Spliuji-li redlna &isla a, b, ¢, d rovnosti a? + b2 = b? + ¢ = c? +d? = 1, plati nerovnost
ab+ac+ad+be+bd+cd < 3. Dokazte a zjistéte, kdy pFitom nastane rovnost. [55—C-11-2]

5. Dokazte, ze nerovnost (a? + 1)(b% + 1) — (a — 1)?(b — 1)2 = 4 plati pro libovoln4 ¢isla
a, b z intervalu (1, 00). Zjistéte, kdy nastane rovnost. [59-C-II-2]

6. Dokazte, ze nerovnost (a + be)(b+ ac) = ab(c+ 1)? plati pro libovolna nezdporna ¢isla
a, b, c. Zjistéte, kdy nastane rovnost. [58—C—S—1]

b 2(a? b+ b2 [a? + b2
7. Nerovnosti ot < (a” + ab+b7) < ot dokazte pro libovolnd rizna kladna
2 3(a+10) 2

¢isla a, b. [58-C-1-6]
8. Necht a, b, ¢ jsou redlna ¢&isla, jejichz soucet je 6. Dokazte, Ze aspon jedno z ¢isel ab+ be,
bc + ca nebo ca + ab neni vétsi nez 8. [60-B-1-3]

5. Je ddn rovnoramenny trojuhelnik se zdakladnou délky a a rameny délky b. Pomoct
nich vyjadrete polomér R kruznice opsan€ a polomeér r kruznice vepsané tomuto
trojuhelniku. Pak ukaZte, Ze plati R 2 2r, a zjistéte, kdy nastane rovnost.

RESENI. Ozna¢me S stfed zdkladny BC daného rovnoramenného trojihelniku
ABC, O stfed jeho opsané kruznice, M stfed vepsané kruznice a P patu kolmice
z bodu M na rameno AC (obr. 2).

A

A/
Obr. 2

Z pravouhlého trojihelniku BSA umime pomoci Pythagorovy véty vyjadiit veli-
kost v vysky AS, pficemZ v pravouhlém trojuhelniku BSO s pieponou délky R pro
odvésnu OS plati |OS| = ||AS| — |AO|| = |v — R| (musime si uvédomit, ze v tupothlém
trojuhelniku ABC bude bod S lezet mezi body A a O!). Dostavame tak dvé rovnosti

02:b2—£

47
2 a? 2
R :Z-I'(U—R),



jejichz sectenim vyjde
v  + R> =02+ (v— R)?> neboli b*=2vR.

Dosazenim z prvni rovnice v = %\/ 4b? — a? do posledni rovnosti dostaneme hledany
vzorec pro R.

Dodejme, 7e rovnost b> = 2uR, kterou jsme pravé odvodili a z niZ uz snadno
plyne kyzeny vzorec pro polomér R, je Eukleidovou vétou o odvésné AB pravouhlého
trojuhelniku ABA’ s pfeponou AA’, jez je priumérem kruznice opsané trojuhelniku ABC
(obr. 2).

Nalezeny vzorec pro polomér R zapiseme prehledné spolu s druhym hledanym vzor-
cem pro polomér r, jehoz odvozeni se teprve budeme vénovat:

b? av/4b? — a?
R=— a r=—————. (%)
42 — a2 2(a + 2b)

Druhy ze vzorct () lze ziskat okamzité ze zndmého vztahu r = 25/(a + b+ ¢) pro
polomér r kruznice vepsané do obecného trojihelniku o stranach a, b, ¢ a obsahu S;
v nasem piipadé staci pouze dosadit b = ¢ a 25 = av, kde v = %\/ 4b? — a? podle tvodni
Casti Teseni.

Dalsi dva zpusoby odvozeni druhého ze vzorci (x) zalozime na tivaze o pravouhlém
trojuhelniku AM P, jehoz strany maji délky
a
3
Pro tento trojuhelnik mtzeme zapsat Pythagorovu vétu, nebo vyuzit jeho podobnost
s trojuhelnikem AC'S, konkrétné zapsat rovnost sint jejich spolec¢ného thlu pii vr-
cholu A. Podle toho dostaneme rovnice

AM|=v—r, |MP|=r, |AP|=]|AC|—|PC|=0b—|SC|=0b—

2 1
(v—r)2=7“2+(b—g>, resp. vir:%a’
jez jsou, jak snadno nahlédneme, obé linearni vzhledem k nezndmé r a maji reSeni
r:g—i'<b—g>2 resp. r = av_
2 v 2/ a—+2b
Po dosazeni za v v obou pfipadech obdrzime kyzeny vzorec pro r. Ve druhém piipadé
je to zifejmé, v prvnim to predvedeme:

v o1 (b a>2 02 —b*+ab—1a®  2ab— a?
r = — — — — =
2

_%. 2 2v 4v

B a(2b — a) _av2b—a  av4b? —a?
2¢/(2b—a)(2b+a) 2vV2b+a  2(a+2b)
Jesté zbyva dokazat nerovnost R 2 2r. Vyuzijeme k tomu odvozenych vzorct (x),
ze kterych dostavame (pfipominame, ze 2b > a > 0)

R 1 b? a+2b b?

27 = % V42 — a2 ' aVv/4b? — a2 N a(2b—a)’
Nerovnost R = 2r tudiz plati, pravé kdyz b? = a(2b — a). Posledni nerovnost je oviem
ekvivalentni s nerovnosti (a—b)? = 0, jejiz platnost je uz ziejma. Tim je ditkaz nerovnosti
R 2 2r hotov. Navic vidime, Ze rovnost v ni nastane jediné v piipadé, kdy (a — b)? =
= 0 neboli a = b, tedy pravé kdyz je vychozi trojihelnik nejen rovnoramenny, ale
i rovnostranny.




NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Pro obecny trojuhelnik ABC' o stranéch a, b, ¢ a obsahu S plati pro polomér r kruznice
vepsané vzorec r = 2S5/(a + b + ¢). Dokazte. [Stfed M vepsané kruznice rozdéluje

uvazovany trojuhelnik ABC' na tfi mensi trojuhelniky BOCM, ACM, ABM o obsazich

%ar, %br, Ler, jejichz soucet se rovna S, odkud plyne dokazovany vzorec.]

2. Kruznice k:%S; 6 cm) a l(O;4 cm) maji vnitini dotyk v bodé B. Urcete délky stran troj-
thelniku ABC, kde bod A je prusecik ptimky OB s kruznici k a bod C je prusecik
kruznice k s te¢nou z bodu A ke kruznici . [59-C-S-2]

3. Kruznice [(T; s) prochazi stfedem kruznice k(S;2cm). Kruznice m(U;t) se vné dotyka
kruznic k a [, pticemz US 1 ST. Poloméry s a t vyjadifené v centimetrech jsou cela
¢isla. Urcete je. [59-B-II-1]

4. Pravouhlému trojihelniku ABC' s pfreponou AB je opsdna kruznice. Paty kolmic z bodu
A, B na tefnu k této kruznici v bodé C' ozna¢me D, E. Vyjadrete délku tsecky DFE
pomoci délek odvésen trojuhelniku ABC. [58-C-1-2]

5. Pravothlému trojuhelniku ABC' s pfeponou AB a obsahem S je opsana kruznice. Te¢na
k této kruznici v bodé C protina teény vedené body A a B v bodech D a E. Vyjadrete
délku tsecky DFE pomoci délky ¢ pfepony a obsahu S. [58-C—11-4]

6. Rovnoramennému lichobézniku ABCD se zakladnami AB, CD lze vepsat kruznici se
stfedem O. Uréete obsah S lichobé&zniku, jsou-li ddny délky tsec¢ek OB a OC. [56-C—
I1-3]

7. Kruznice k, I, m se po dvou vné dotykaji a vSechny t¥i maji spole¢nou te¢nu. Poloméry
kruznic k, [ jsou 3cm a 12 cm. Vypoctéte polomér kruznice m. Najdéte vsechna reSeni.
[65—-C-1-2]

8. Kruznice k, | s vnéjsim dotykem lezi obé v obdélniku ABCD, jehoz obsah je 72 cm?.
KruzZnice k se pritom dotyka stran CD, DA a AB, zatimco kruznice [ se dotyka stran
AB a BC. Urcete poloméry kruznic k a [, jestlize polomér kruznice k je v centimetrech
vyjadien celym éislem. [55—C—II-3]

6. Na hraci desce n x n tvorené bilymi ctvercovymi poli se Markéta a Tereza stridaji
v tazich jednim kamenem p7vi ndsledujici hie. Nejprve Markéta umisti kamen na
libovolné pole a toto pole obarvi modre. Ddle vZdy hrdcka, kterd je na tahu, provede
s kamenem skok na pole, které je dosud bilé, a toto pole obarvi modre. Pritom
skokem rozumime obuvykly tah Sachovym jezdcem, tj. presun kamene o dvé pole
svisle nebo vodorovné a soucasné o jedno pole v druhém sméru. Hrdcka, kterd je
na Tadé a jiZ nemize tahnout, prohrava. Postupné pro n = 4,5,6 rozhodnéte, kterd
z hracek muze hrdt tak, Ze vyhraje nezavisle na tazich druhé hrdacky.

RESENT. Je-li celkovy pocet poli hraci desky sudy (v zadani pro n = 4 a n = 6),
miize v pofadi druhd hracka pomyslet na takovou vitéznou strategii: sparovat vSechna
pole hraci desky do dvojic tak, aby v kazdém péaru byla pole navzajem dosazitelna
jednim skokem. Pokud takové sparovani poli druhd hracka najde, ma vitéznou strategii:
v kazdém tahu provede skok na druhé pole téhoz paru, na jehoz prvnim poli kdmen
prave lezi.

Je-li celkovy pocet poli hraci desky lichy (v zadani pro n = 5), muze v poradi
prvni hracka pomyslet na takovou vitéznou strategii: sparovat vsechna pole hraci desky
kromé jednoho do dvojic tak, aby v kazdém paru byla pole navzajem dosazitelna jednim
skokem. Pokud takové sparovani prvni hracka najde, ma vitéznou strategii: v prvnim
tahu polozi kdmen na (jediné) nesparované pole a v kazdém dalsim tahu provede skok
na druhé pole téhoz paru, na jehoz prvnim poli kdmen pravé lezi.

Najit pozadovana sparovani poli je pro zadané priklady snadné a je to mozné udélat
vice zptusoby. Ukazme ty z nich, které nesou urcité rysy pravidelnosti. Na obr. 3 zleva
je vidét, jak je mozné sparovat pole casti hraci desky o rozmérech 4 x 2; celou hraci
desku 4 x 4 rozdélime na dva takové bloky a provedeme sparovani v kazdém z nich.
I ke sparovani poli hraci desky 6 x 6 lze vyuzit sparovani ve dvou blocich 4 x 2; na
obr. 3 uprostted je vidét mozné stredové soumérné sparovani vsech poli. Kone¢né na
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obr. 3 vpravo je priklad sparovani poli hraci desky 6 x 6 s nesparovanym polem v levém
hornim rohu (nesparované pole nemusi byt nutné rohové); opét je pfitom vyuzit jeden

blok 4 x 2.

1 2| A D B
3 4|D B C" A e A B C D
1 2 2 1|(C" E|3 4 1 2 E A B
3 4 4 3|E C|1 2 3 4 C D F
2 1 A C B D|4 3 2 1 G F H
4 3 B D A E|2 1 4 3 H F G
Obr. 3

NAVODNE A DoOPLNUJici ULOHY:

1. Reste jednodussi variantu zadaného piikladu, kdy povolené skoky jsou tahy Sachovou

vézi, tj. pfesuny kamene ve sméru Fadkti nebo ve sméru sloupct hraci desky (o libovolny
pocet poli). Dokazete objevit vitéznou strategii pro tuto variantu hry v p¥ipadé hraci
desky libovolngch rozméra m x n? [Jsou-li obé &isla m a n lichd, mé vitéznou strategii
prvni hracka, je-li aspon jedno z cisel m, n sudé, ma vitéznou strategii druha hracka.
V obou pripadech si zminéna hracka predem v duchu rozdéli vsechna pole hraci desky
do dvojic (v prvnim pfipadé jedno pole zbyde, na né pak hracka polozi kdmen v itvodnim
tahu), a to tak, aby v kazdém sestaveném péru byla pole navzajem dosazitelna jednim
skokem (pro tahy vézi je to snadné, stadéi parovat pouze sousedni pole téhoz fadku nebo
sloupce); v pribéhu hry pak tato hracka muze vzdy tdhnout z jednoho pole na druhé
pole téhoz paru, takze vyhraje.]

Na tabuli jsou napsana vSechna prvocisla mensi nez 100. Markéta a Tereza se stridaji
v tazich pri nasledujici hie. Nejprve Markéta smaze jedno z prvocisel. Dale vzdy hracka,
ktera je na tahu, smaze jedno z prvocisel, které ma s predchozim smazanym prvocislem
jednu shodnou ¢islici (tak po prvoéislu 3 lze smazat tfeba 13 nebo 37). Hracka, ktera je
na tahu a nemuze jiz zadné prvocislo smazat, prohrava. Ktera z obou hracek mize hrat
tak, Ze vyhraje nezavisle na tazich druhé hracky? [Protoze prvocisel mensich nez 100
je lichy pocet (25), nabizi se hypotéza, ze vitéznou strategii bude mit prvni hracka.
Ukazme, ze je tomu skutecné tak. Tato hracka si pfedem v duchu sparuje (podle spo-
le¢né &islice) napsand prvodisla (1ze to provést mnoha zpisoby, uvedme ten, kdy v kaz-
dém kroku parujeme nejmensi dosud nesparované prvocislo s nejmensim dalsim dosud
nesparovanym prvoéislem o spoleéné éislici): (2,23), (3,13), (5,53), (7,17), (11,19),
(29,59), (31,37), (41,43), (47,67), (61,71), (73,79), (83,89); jediné zbylé nesparované
prvocislo 97 proto hracka smaze jako prvni a dale pfi hfe bude mazat vzdy prvocislo,
které je ve stejném paru s predchozim smazanym prvocislem. Timto postupem musi
vyhrat.]

Dveé hracky maji k dispozici pro hru, kterou popiseme, neomezeny pocet pétikorun a stil
s kruhovou deskou o priiméru 1 metr. Hra probiha tak, Ze se hracky pravidelné sti¥idaji
v tazich. Nejprve prvni hracka polozi jednu pétikorunu na prazdny sttl kamkoliv. Déle
vzdy hracka, kterd je na tahu, polozi na volnou ¢ast stolu dalsi pétikorunu (tak, aby
nepresahovala okraj stolu a aby se dfive ulozenych pétikorun nejvyse dotykala). Kterd
z obou hradek muze hrat tak, ze vyhraje nezavisle na tazich druhé hracky? [Vitéznou
strategii ma prvni hracka: prvni minci polozi doprostied stolu a v kazdém dalsim kroku
polozi minci na misto soumérné sdruzené podle stiedu stolu s mistem pravé polozené
mince.|



