60. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

|. kolo kategorie Z9

79-1-1

Pan Vlk ¢ekal na zastavce pred skolou na autobus. Z okna slysel slova ucitele:

,Jaky povrch mize mit pravidelny ¢tyrboky hranol, vite-li, ze délky vSech jeho hran
jsou v centimetrech vyjadieny celymi ¢isly a ze jeho objem je...“

Toto dilezité c¢islo pan VIk neslysSel, protoze zrovna projelo okolo auto. Za chvili slysel
zéka hlasiciho vysledek 918 cm?. Ucitel na to fekl:

,Ano, ale tloha méa celkem Ctyfi feSeni. Hledejte dal.«

Vice se pan Vlk uz nedozvédél, nebot nastoupil do svého autobusu. Protoze matema-
tika byla vzdy jeho hobby, vytahl si v autobuse tuzku a papir a po case urcil i zbyla tii
feSeni ucitelovy tlohy. Spocitejte je i vy. (L. Simiinek)

MozZné reseni. Proménné a a v jsou prirozend ¢isla a predstavuji hranu podstavy pravi-
delného ¢tyfbokého hranolu a jeho vysku. Pro rozmeéry, které uvazoval prihlasivsi se zak,
plati

918 = 2a* + 4av = 2a - (a + 2v),

po vydéleni dvéma dostaneme

459 = a - (a + 2v).
Budeme hledat vsechny dvojice a, v, které odpovidaji tomuto vztahu. Uré¢ime tedy vSechny
mozné rozklady ¢isla 459 (459 = 33 - 17) na soudin dvou pfirozenych ¢&isel, z nichz mensi
bude a a vétsi bude a + 2v. Nésledujici tabulka ukazuje, ze takové rozklady existuji ¢tyti
a kazdy vede k celociselnému v. Pro vSechny nalezené dvojice a, v pak spocitdme objem,
ktery by ucitel musel zadat, a jeho prvociselny rozklad:

a a+2v v a?-v
1. moznost 1 459 229 12 -229 = 229
2. moZnost 3 153 75 32.75 =3%.52
3. moznost 9 o1 21 92.21=35.7
4. moznost 17 27 ) 172-5=17%-5

Utitel prozradil, ze zadany objem vede ke ¢tyfem fesenim. U kazdého objemu v tabulce
urcime, ke kolika fesenim vede, tedy pro kazdy objem najdeme vSechna mozna a:

a?-v mozna a

1. moznost 229 1

2. moznost 33.52 1, 3,5, 15

3. moznost 35.7 1,3,9

4. moznost 17%2.5 1,17




Vidime, Ze jediné 2. moznost vede ke ¢tyfem hranoltm. U¢itel tedy zadal objem 33 - 52 =
= 675 (cm?®) a prvni zdk uvazoval tyto rozméry: a = 3cm, v = 75 cm. Nize uvadime, jaké
dalsi rozméry hranolu méli zaci nalézt a jaky povrch z nich méli vypocitat:

a 1 ) 15

v 675 27 3

2a? + 4av 2702 590 630

Utitel ¢ekal na tato dalsi tii feseni: 590 cm?, 630 cm? a 2 702 cm?.

79-1-2

Na obrazku jsou teckovanou carou znazornény hranice c¢tyi stejné velkych obdélni-
kovyrch parcel. Sedou barvou je vyznacena zastavéna plocha. Ta mé tvar obdélniku, jehoz
jedna strana tvori zaroven hranice parcel. Zapsana ¢isla vyjadiuji obsah nezastavéné plochy
na jednotlivych parcelach, a to v m2. Vypoéitejte obsah celkové zastavéné plochy.

480 200

560
440

(L. Siminek)

Mozné rfesSeni. Na obrazku prodlouzime svislé hranice zastavéné plochy, ¢imZ na obou
dolnich parcelach rozdélime volnou plochu na dvé ¢asti. Obsahy nové vzniklych obdélniki
snadno odvodime:

480 | S S | 200
80 200
80 240

a b

Obdélniky s obsahy 80 m? a 240 m? maji spoleénou stranu. Proto zbylé strany obdél-
nikl, v obrazku oznacené a a b, museji mit délky ve stejném poméru, v jakém jsou obsahy
obdélniki:

80 1

a_ %Y
b 240 3’
2



tedy b = 3a. V parcelach, které jsou na obrazku nahote, oznac¢ime obsahy zastavénych c¢asti
S1 a S3. Jde o dva obdélniky s jednou spolecnou stranou a jejich dalsi strany maji délky a
a 3a. Obsahy obdélniki museji byt v témze poméru jako tyto délky, tedy So = 3.57. Parcely
na obrazku nahote maji stejny obsah, proto

480 4+ S; = 351 + 200,

po tpravé dostaneme S; = 140 (m?). Obsah jedné parcely je 480 + 140 = 620 (m?) a obsah
viech ¢tyf je 4-620 = 2480 (m?). Z nd&j odecteme obsahy vsech volnych ploch a dostaneme
obsah celkové zastavéné plochy:

2480 — 480 — 200 — 560 — 440 = 800 (m?).

Z9-1-3

Vlckovi lisovali jableény most. Méli ho ve dvou stejné objemnych soudcich, v obou
témeér stejné mnozstvi. Kdyby z prvniho prelili do druhého 1 litr, méli by v obou stejné,
ale to by ani jeden soudek nebyl plny. Tak radéji prelili 9 litrti z druhého do prvniho. Pak
byl prvni soudek tplné plny a most v druhém zaplnoval prave tretinu objemu. Kolik litrt
mostu vylisovali, jaky byl objem soudkiu a kolik mostu v nich bylo ptivodné?

(M. Volfova)

Mozné fesSeni. Oznacme pocet litri v prvnim soudku pred prelévanim z, ve druhém y.
Po preliti jednoho litru by bylo v prvnim soudku x — 1 litrii, ve druhém y + 1 litrt a platilo
by

r—1=y+1

Po preliti 9 litr bylo v prvnim soudku x + 9 litrt a byl plny, ve druhém y — 9 litrt, coz
tvorilo tfetinu objemu soudku, tedy tietinu toho, co bylo v prvnim soudku. Proto

r+9=3-(y—9).

Z prvni rovnice vyjadiime x = y + 2 a dosadime do druhé: y+ 2+ 9 = 3y — 27. Po tpravée
dostavame y = 19 a x = 21.

V prvnim soudku bylo pivodné 21 litrii a ve druhém 19 litrt mostu, VIckovi celkem
vylisovali 40 litrt mostu. Objem kazdého z obou soudkt byl 30 litrt.



79-1-4

Pan Rychly a pan Louda ve stejnou dobu vysli na tutéz turistickou taru, jen pan
Rychly ji Sel shora z horské chaty a pan Louda naopak od autobusu dole v méstecku na
chatu nahoru. V 10 hodin se na trase mijeli. Pan Rychly spéchal a jiz ve 12 hodin byl v cili.
Naopak pan Louda postupoval pomalu, a tak dorazil k chaté az v 18 hodin. V kolik hodin

panové vyrazili na cestu, vime-li, Ze kazdy z nich Sel celou dobu svou stalou rychlosti?
(M. Volfovad)

Mozné FesSeni. Ozna¢me rychlost (v km/h) pana Rychlého vi a pana Loudy vy. Dobu
(v h) od vyjiti do jejich setkdni ozna¢ime x. Do setkani usel pan Rychly shora od chaty
x - vg (km), pan Louda zdola od autobusu x - vz, (km). Pan Rychly pak Sel jesté 2h dolu
k autobusu, usel 2 - vg (km), pan Louda Sel jesté 8 h k chaté nahoru, usel 8 - vy, (km).

Porovnanim odpovidajicich vzdalenosti ziskdme dvé rovnice: vzdalenost od mista, kde
se panové potkali, k autobusu je z - vy, = 2 - vg (km), k chaté 8 - vy, = x - vg (km). Odtud
vyjadiime

tedy 22 = 16 a = = 4. Od vyjiti do setkdni v 10h &li oba panové 4 hodiny, na cestu tedy
vyrazili v 6 hodin.

Z9-1-5

Kruznici se stredem S a polomérem 12cm jsme opsali pravidelny Sestitthelnik
ABCDEF a vepsali pravidelny Sestitthelnik TUV XY Z tak, aby bod T byl stfedem stra-
ny BC'. Vypodcitejte obsah a obvod ¢tyithelniku TCUS. (M. Krejéova)

MozZné reSeni. Kruznici popsanou v zadani nazvéme k a jeji polomér r, pficemz plati
r = 12 cm. Jeji vztahy k Sestitthelnikiim lze interpretovat také tak, ze kruznice k je vepsana
pravidelnému Sestithelniku ABCDFEF' a opsana pravidelnému Sestithelniku TUV XY Z,
viz obrazek. Dale si uvédomme, ze pii sestrojovani pravidelného Sestitthelniku TUV XY Z
mizeme podmince v zadani, aby vrchol T lezel ve stiedu strany BC', vyhovét proto, Ze
pravé ve stiedu strany BC' je bod dotyku Sestitthelniku ABCDEF a kruznice k jemu ve-
psané. Proto i ostatni vrcholy Sestitthelniku TUV XY Z lezi ve stfedech stran Sestitthelniku
ABCDEF.
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Pri reseni ilohy budeme vychéazet ze znamé vlastnosti pravidelného sestitthelniku: jaké-
koli dva jeho sousedni vrcholy a stied kruznice jemu opsané (resp. vepsané) tvori vrcholy
rovnostranného trojihelniku. Tedy trojuhelniky CSB a CSD jsou rovnostranné, navic
maji spolecnou stranu C'S, podle které jsou osové soumérné. Bod T je stiredem strany BC'
trojuhelniku C'SB, a proto je i patou jeho vysky kolmé na stranu BC'. Trojihelnik C'ST
je tudiz pravouhly. Bod U, ktery je sttedem strany DC', je osové soumérny k T podle C'S,
tudiz trojuhelniky C'ST a C'SU jsou shodné.

K dofeseni ulohy staci znéat velikost |T'C|, kterou vypocitame podle Pythagorovy véty
v trojuhelniku C'ST (pfitom pouzijeme |CS| = 2|TC|):

|CS)? = |5T|2 +|TCP,
4TC)? =r* +|TC)?,
3ITC|> =12,
T V3
N
Ctytihelnik TCUS je tvofen dvéma shodnymi trojihelniky, uréime jeho obsah:
\f _ V3
5

TC| =

Stcvs =2 Scst = [TC|-|ST| =
Obvod c¢tyiahelniku TCUS je

orcus = 2(|TC| + |ST]) = 2 <T\f ) = or (? + 1) .

Po dosazeni r = 12 cm dojdeme k vysledktim:
STC’US = 48\/§ = 83,1 (Cm2),
orcus = 8V3 + 24 = 37.9 (cm).



79-1-6
Petr a Pavel cesali v sadé jablka a hrusky. V pondéli snédl Petr o 2 hrusky vice nez
Pavel a o 2 jablka méné nez Pavel. V tutery Petr snédl o 4 hrusky méné nez v pondé€li.
Pavel snédl v atery o 3 hrusky vice nez Petr a o 3 jablka méné nez Petr. Pavel snédl za oba
dny 12 jablek a v utery snédl stejny pocet jablek jako hrusek. V utery vecer oba chlapci
zjistili, Zze pocet jablek, ktera spolecné za oba dny snédli, je stejné velky jako pocet spolecné
snédenych hrusek. Kolik jablek snédl Petr v pondéli a kolik hrusek snédl Pavel v ttery?
(L. Hozovad)

Mozné resSeni. Oznacme z, y odpovidajici po¢ty hrusek a jablek, jez v pondéli Pavel
snédl. Podle zadani postupné a trpéliveé sestavime nasledujici tabulku:

pondéli utery
Pavel hrusek x r+1
Pavel jablek Y 12—y
Petr hrusek x4+ 2 x—2
Petr jablek y—2 15—y

Pti vyplnovani tabulky jsme vsak zatim nepouzili nasledujici informace:

a) Pavel snédl v atery stejny pocet jablek jako hrusek,
b) pocet vSech spoleéné snédenych jablek je stejny jako pocet snédenych hrusek.
Podle informace b) sestavime rovnici, po jejichz tpravéich ziskdme hodnotu z:
y+(12—y)+(y—2)+(15—y)=z+(x+ 1)+ (z+2)+ (x — 2),
25 =4x + 1,
T = 6.
Podle informace a) téZ sestavime rovnici, upravime ji a dosadime:
r+1=12 —y,
y=11—-x2=25.

Dosazenim do prislusnych poli tabulky zjistime, ze Petr snédl v pondéli 3 jablka a Pavel
snédl v utery 7 hrusek.
Pro kontrolu uvadime tabulku se vSemi dosazenymi hodnotami:

pondéli utery
Pavel hrusek 6 7
Pavel jablek ) 7
Petr hrusek 8 4
Petr jablek 3 10




Poznamka. Pri sestavovani idaju v tabulce lze jisté postupovat rizné a nepouzité infor-
mace mohou byt rizné od téch v predchozim postupu. Pti stejném znaceni neznamych tak
muzeme ziskat jiné dvé rovnice, jez vSak pfi spravném pocitani vedou ke stejnému resSeni.
Navic neznamé lze také volit rtizné, nicméné vzdy jsou potieba alespon dvé. Stejny pocet
nepouzitych informaci pak urcuje soustavu rovnic, kterou nasledné resime.

Jiné reseni. Pokud oznac¢ime x pocet jablek, ktera Petr snédl v pondéli, a y pocet hrusek,
které Pavel snédl v utery, pak tabulka miize vypadat takto:

pondéli utery
Pavel hrusek y—1 Y
Pavel jablek 12—y Y
Petr hrusek y+1 y—3
Petr jablek T y+3

Ptitom jsme nepouzili nasledujici informace:
a) v pondéli snédl Petr o 2 jablka méné nez Pavel,
b) pocet vSech spolecné snédenych jablek je stejny jako pocet snédenych hrusek.

Odpovidajici rovnice (po jednoduché tpravé) jsou:

T+ y = 10,
—x + 3y = 18,

a jedinym TeSenim této soustavy jex =3 ay=17".



