60. roénik matematické olympiady

Ulohy klauzurni &3sti kolniho kola kategorie A

. Urcete vSechna realna cisla ¢, pro kterd ma rovnice

5
x2+§x+c:0

dva realné koreny, jez lze s ¢islem ¢ usporadat do trojclenné aritmetické posloupnosti.

. Necht P, @, R jsou body prepony AB pravouhlého trojuhelniku ABC, pro néz plati
|AP| = |PQ| = |QR| = |RB| = 3|AB|. Dokaite, Ze priise¢ik M kruznic opsanych troj-
thelnikim APC' a BRC, ktery je rizny od bodu C, splyva se stiedem S tsecky CQ.

. Dokazte, ze pro libovolna dvé rtizna prvocisla p, g vétsi nez 2 plati nerovnost
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tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tuloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tulohu miize soutézici ziskat
6 bodtli, ispéSnym TreSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomticky jsou psaci a rysovaci potfeby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zakium sdéli pred zahajenim soutéze.



60. roénik matematické olympiady

Reseni tloh klauzurni ¢4sti $kolniho kola kategorie A

1. Predpokladejme, ze ¢islo ¢ ma pozadovanou vlastnost. Diferenci prislusné arit-
metické posloupnosti ozna¢me d. Rozlisime dva ptipady podle toho, zda cislo ¢ lezi mezi
kofeny =1 a xo dané kvadratické rovnice, nebo ne:

a) Je-li ¢ prostfednim ¢lenem predpoklddané aritmetické posloupnosti, plati z; = c—d
a r9 = ¢+ d. Pro soucet korent tak podle Vietova vztahu dostavame —g =x1 + x2 = 2c,

odkud ¢ = —%. Navic pro zaporné c je diskriminant dané rovnice kladny, takze ma dva
realné koteny. (Pro ¢ = —% ma dand rovnice kofeny z1 o = —% + %\/5)

b) Je-li koeficient ¢ krajnim ¢lenem predpokladané aritmetické posloupnosti, ozna¢me
kofeny dané rovnice tak, aby platilo 1 = ¢+ d, r5 = ¢+ 2d. Pro jejich soucet tentokrat
vychazi —5 = @1 + x2 = 2¢ + 3d. Vyjadiime-li odtud d = —2 — 2¢ a dosadime do vztahil
x1 = c+d a gy = c+2d, dostaneme x1 = §(2¢—5), x2 = —3(c+5). Dosadime-li oba vyrazy
do Vietova vztahu x1x9 = ¢ pro soucin kofenti, obdrzime po tpravé kvadratickou rovnici
2¢?+23c—25 = 0, kterd m4 kofeny 1 a —%. (Podminku na diskriminant tentokrat ovéfovat
nemusime, nebot uvedenym postupem mame zaruceno, ze realna Cisla x; o odpovidajici
obéma nalezenym hodnotam c splnuji oba Vietovy vztahy, takZze jsou skutecné kotfeny

prislusné rovnice. Pro ¢ = 1 ma dana kvadraticka rovnice kofeny x; = —%, To9 = —2; pro
c= —% mé rovnice kofeny 1 = —5, xo = g)
Zavér. Uloze vyhovuji realna ¢isla ¢ z mnoziny { —%; —%; 1}.

Za Gplné vyfeSeni ulohy udélte 6 bodl. Za nalezeni kazdého ze t¥i feseni tlohy udélte po 2 bodech. Body
pritom nestrhavejte, pokud soutézici neurci pro nalezené hodnoty koeficientu ¢ koteny prislusné kvadratické
rovnice, nebot to tloha nepozaduje. Naopak strhnéte jeden bod, pokud zék v pfipadé a) nezmini existenci
redlnych korent.

2. Ozna¢me M’ stfed usecky CQ (obr.1). Protoze PM’ a RM’ jsou stfedni pricky
trojuhelniktit AQC a BQC, které jsou podle Thaletovy véty rovnoramenné se zakladnami
AC a BC, jsou ¢tyftuhelniky CAPM’ a C BRM' rovnoramenné lichobézniky a jim opsané
kruZnice, jez se protinaji v bodech C' a M’ jsou zaroven i opsanymi kruznicemi uvazovanych
trojuhelniki APC a BRC'. Je tedy M = M’ a tvrzeni tlohy je tim dokazano.
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Obr. 1

Jiné reseni. Oznacme c délku prepony AB daného pravouhlého trojuhelniku ABC.



Kruznice opsané trojuhelnikim APC a BRC ozna¢me po Fadé k, [ (obr.2). Vzhledem
k tomu, Ze |QP| - |QA| = |QR|-|QB| = ic~ %c, ma stied () pfepony AB stejnou mocnost
m = %c- %c k obéma kruznicim k i [, a lezi proto na jejich chordale C'M. Navic podle
Thaletovy véty plati |QC| = |QA| = 1c. Z rovnosti [QM| - |QC| = m tak plyne |QM| =

= %c = %|QC’|, takze M je stfedem tusecky CQ.
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Obr. 2

Za Uplné vyteseni ulohy udélte 6 bodl. Za casteCna pozorovani, kterd vedou k feseni tlohy, udélte nejvyse
3 body.

3. Protoze p, ¢ jsou rtzna lichd prvocisla, je |p — q| = 2. Pro levou stranu dané
nerovnosti tudiz plati
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Abychom dokazali pozadovanou nerovnost
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staci dokazat nerovnost p + q > 2,/pq. To je ovSsem nerovnost, jez je trividlnim disledkem
nerovnosti (,/p — v/q)? > 0, ktera plati pro libovolnd dvé rtizna kladné ¢sla p, ¢. Tim je
dana nerovnost dokazana.

Za uplné vyfeseni ulohy udé€lte 6 bodi, z toho 1 bod za provedeni spravné tpravy vyrazu na levé strané
nerovnosti, dale 2 body za vyuziti podminky |p — q| = 2 a dalsi 3 body za dokonéeni diikazu vyuzitim

uvedené ,ostré“ nerovnosti ¢i piipadné nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primeérem dvojice
ruznych kladnych ¢isel p, q.



