Navody k uloham domaci ¢asti I. kola 59. roéniku MO
kategorie B

Soutézni uloha 1

Na stole lezi tri hromddky zdpalek: v jedné 2 009, ve druhé 2 010 a v posledni 2 011.
Hrac, ktery je na tahu, zvoli dvé hromadky a z kazdé z nich odebere po jedné zapalce.
Ve hie se pravidelné stiidaji dva hraci. Hra konci, jakmile néktera hromadka zmizi.
Vyhrava ten hrac, ktery udelal posledni tah. Popiste strategii jednoho z hracu, ktera
mu zajisti vyhru.

NAVODNE ULOHY

1.1. V misce je 100 bilych a 110 ¢ernych kulicek. Hra¢ mtze v kazdém svém tahu odebrat
jednu bilou nebo jednu ¢ernou nebo jednu bilou spolu s jednou ¢ernou kulickou. Dva
hraci se pravidelné stiidaji v tazich. Vyhrava ten, po jehoz tahu zlistane miska prazdna.
Popiste vitéznou strategii pro n¢kterého hrace.

RESENIL

Podivejme se na celou hru od konce, tedy od posledniho tahu a v§imnéme si, které moznosti
vedou k vyhfte a které vedou k prohte hrace.

Oznacme si (a, b) momentalni pozici hry, kde a bude oznaCovat zbyvajici pocet bilych a b
zbyvajici pocet Cernych kulicek.

Zanecha-li néktery hrac po svém tahu pozici (0,1), (1,0) nebo (1,1), pak prohrava. Podobné
hra¢ dopadne, zanechd-li po svém tahu pozici (1,2) nebo (2,1) (protihrad¢ hru posune do pozice
(0,2) nebo (2,0)).

Pozice, kterou musi hra¢ zanechat aby vyhral je tedy (2,2), ptipadné (2,0) nebo (0,2) — tim
donuti protihrace k jedné z prohernich pozic z predchoziho odstavce. K nekteré z téchto pozic
se hra¢ mize dopracovat, pokud bude v kazdém tahu udrzovat sudy pocet kuli¢ek od kazdé
barvy.

Vzhledem k tomu, Ze pocatecni stav je 100 bilych a 110 ¢ernych kulicek v misce, mize tuto
strategii uplatnit hrac, ktery nezacina.

1.2. Na hromadce je 2009 zapalek. V kazdém tahu mtize hra¢ odebrat jednu nebo dvé
zéapalky. Dva hréci se pravidelné stiidaji v tazich. Ten, ktery vezme posledni zapalku,
prohrava. Popiste vitéznou strategii pro n€kterého hrace.

RESENT.

Ulohu miizeme opét jednoduse vyiesit, zamyslime-li se nad ni od posledniho tahu.

Hru zjevné vyhraje hrac, ktery po svém tahu zanechd pouze jednu zapalku. Hra¢ naopak
prohraje, pokud po svém tahu necha soupefi takovy pocet zapalek, Ze soupei miize po svém
tahu zanechal jednu zépalku, tzn. hra¢ prohraje pokud po svém tahu zaneché dvé nebo tfi
zéapalky. Pokud ale hra¢ po svém tahu zanecha Ctyti zapalky, pfinuti naopak protihrace

k jedné z prohernich variant (2 nebo 3 zépalky) a vyhrava. Dale mizeme postupovat zcela
obdobng, tedy pocty zapalek vedouci k vyhte jsou 1,4, 7, ..., k prohie 2, 3, 5,6, 8,9, ... .
Regenim je tedy zanechavat po kazdém svém tahu (3k + 1) zapalek, k € N, .



Tuto strategii je mozné uplatnit, nebot’ v kazdém kole je mozné odebrat dvé az étyfi (tedy 1
tf1) zapalky.
Vzhledem k tomu, Ze

2009=3-669+2 ,

tuto strategii mize uplatnit zacinajici hrac, pokud v prvnim tahu odebere jednu zapalku.
Pokud ale za¢ne hru jinym tahem, mtze vitéznou strategii uplatnit jeho soupef.

1.3. Na jedné hromadce je 2009, na druhé 2020 zépalek. V kazdém tahu si hra¢ zvoli jednu
hromadku a odebere z ni jednu nebo dvé zapalky. Dva hraci se pravidelné stiidaji
v tazich. Vyhrédva ten, po jehoz tahu neziistane na stole zddna zépalka. Popiste vitéznou
strategii pro né¢kterého hrace.

RESENIL

Zabyvejme se hrou opét od konce a ozna¢me si (a, b)) momentalni pozici hry, kde a oznacuje
pocet zapalek na prvni a b pocet zépalek na druhé hromadce.

Jestlize vyhrava hrac, po jehoz tahu nezlstane na stole zadna zapalka, pak urcité jednou

z vyhernich variant je zanechat po svém tahu pozici (1,1) (protihra¢ po sobé musi zanechat
pozici (1,0) nebo (0,1)). Podobné je vyherni také varianta (2,2) (soupet zaneché bud’ (0,2),
(2,0) — jasné ukonceni dal§im tahem nebo pozici (1,2), (2,1), kterou lze pfevést na pozici
(1,1), ktera je vyherni). Stejné tak 1ze ukazat, ze vyherni je pozice (3,3), (4,4), ..., tedy
obecné pozice (k, k), kde ke N, .

Naopak — prohravajici jsou pozice, které soupet mize pievést na pozice (k, k), tedy pozice
(0,1), (1,0), (0,2), (2,0), (1,2), (2,1), (1,3), (3,1), ....

Jak vidno, (k, k) ale neni jedina vitéznd moznost. Lze si snadno rozmyslet, ze dal$i moznosti,
které donuti soupete k prohernim pozicim z pfedchoziho odstavce jsou (0,3), (3,0), (1,4),
4,1),....

Pokud ddme vSechny pfedchozi uvahy dohromady, dojdeme k vyherni strategii zanechavat po
kazdém tahu takové pocty zapalek, aby jejich rozdil byl délitelny tfemi.

2020 -2009 =11

Tuto strategii mtize tedy uplatnit prvni hrac v ptipad¢, Ze v prvnim tahu odebere dvé zapalky
z prvni nebo jednu zépalku z druhé hromadky. Jestlize ale za¢ne hru jinak, mize vyherni
strategii uplatni druhy hrac.

Soutézni uloha 2

Na tabuli je napsano ctyrmistné cislo, které ma presné Sest kladnych délitelu, z nichz
pravé dva jsou jednomistni a prave dva dvojmistni. Veétsi z dvojmistnych délitelii je
druhou mocninou prirozeného cisla. Urcete v§echna cisla, ktera mohou byt na tabuli
napsana.

TEORIE

Zajima nas, kolik ma dané ¢islo délitelt.



Priklad: Urcete pocet kladnych délitelu cisla 72.
Prvociselny rozklad ¢isla 72 ma tvar 72 = 2332, Délitelé &isla 72 (kroms ¢isla 1) budou mit
tedy prvociselny rozklad sloZeny pouze z &initeld 2 a 3, tzn. budou ve tvaru 2.3, kde

a 6{0,1,2,3} , be{0,1,2} :

20 2! 2° 2°
30 1 2 4 8
3! 3 6 12 24
3° 9 18 36 72

Cislo 72 = 2°.3* ma tedy (3 + 1).(2 + 1) = 12 déliteli.

Pti zobecnéni predchozi uvahy snadno dospéjeme k zavéru, ze pocet kladnych délitelu ¢isla
n=phps...p"je (kl +1)(k2 +1)"'(kr +1) )

NAVODNE ULOHY
2.1. Najdéte nejmensi piirozené ¢islo, které ma presné 2009 kladnych délitelq.

RESENL
Prvociselny rozklad ¢isla 2009 ma tvar

2009 =17"-41

Cislo, které ma 2009 kladnych délitelt1 Ize tedy vyjadfit v nékterém z néasledujicich tvari:

I x=p", kdek +1=2009, tedy k; = 2008. Nejmensi &islo, které lze zapsat v tomto
tvaru je 22°% ~ 2,94.10°%,

. x=p}py, kde (k +1)(k, +1)=49-41, tedy ki = 48, k, = 40. Nejmensi &islo, které
Ize zapsat v tomto tvaru je 2% -3* = 3,42-10”

L x=p py py, kde (k +1)(k, +1)(ky +1)=41-7-7, tedy k1 = 40, k= 6, k3 = 6.
Nejmensi &islo, které lze zapsat v tomto tvaru je 2*-3°-5° ~1,25-10" atojei
hledané ¢islo.

2.2. Ktera ctyfmistna ¢isla maji nejvice délitelt?

RESENTI.

Z predchoziho jiz vime, Ze pocet kladnych délitelt &isla n = p pi2 --- p* je

(k, +1)(ky +1)---(k, +1) . Ziejmé tedy nejvétsi pocet déliteli bude mit islo, v jehoz

prvociselném rozkladu se bude vyskytovat nejveétsi pocet riiznych prvocisel. Hledame tedy
ctytciferné Cislo s touto vlastnosti.
Nasobime-li postupné nejmensi rizna prvocisla, zjistime, ze soucin

2-3-5-7-11=2310



Toto Cislo jiz nelze vynasobit nejbliz§im dal§im prvocislem 13, pokud vysledkem ma byt
ctyteiferné Cislo.
Muizeme jej ale jesté vynasobit &islem 27 a tim jestd zvysit pocet déliteld, takZe obdrzime &islo

x=2%.3.5-711,
které ma (3+1)-(1+1)-(1+1)-(1+1)-(1+1) =64 kladnych d&liteléi.
Stejny pocet délitelti ma také ¢islo

7560 =2°-3%.5.7

v jehoz prvociselném rozkladu je mén¢ riznych prvocisel, coz je ale kompenzovano celkové
vetsim poctem prvocisel v rozkladu.

2.3. Najdéte vSechna licha ¢tyfmistna Cisla, ktera maji vice nez 10 kladnych d¢litelt, z nichz
aspon 30% jsou druhé mocniny pfirozenych cisel.

RESENT.
Je-li hledané ¢islo liché, pak jeho prvociselny rozklad musi obsahovat pouze licha prvocisla.
Piedpokladejme nejprve, Ze hledané &islo je ve tvaru x = p . Ma-li mit toto &islo vice nez 10

kladnych déliteld, pak &, >10. Tomuto ale nevyhovuje zadné ¢tyfmistné ¢islo, nebot’
3'%=159049.
Piedpokladejme tedy, Ze hleddme &islo ve tvaru x = p;" - p¥ . Prvni moznost, kterd vyhovuje

zadanije x = p; - p2. Cislo v tomto tvaru ma 12 kladnych délitelti z nichz &tyfi

(1, Pl pa D p22) jsou druhou mocninou pfirozeného ¢isla. Z toho vyplyvaji nasledujici

feSenti:
3377 =1323 5°3%=1125 7337 =3087
33117 =3267 5377 =6125 7352 = 8575
33.13% = 4563
3%.17% = 7803
33192 =9747

Tvar &isla x = p; - p; nema dostate¢ny pocet délitelit ve tvaru druhych mocnin, proto dal$im
moznym tvarem &isla je x = p; - p3 , ktery mé 15 déliteldi, z nichZ je 6 druhou mocninou
piirozeného ¢isla. Dal$i moznosti jsou tedy:

3%5%=2025 5432 =5625
3* 7% =3969
3*.117=9801

Lze si snadno rozmyslet, Zze poslednim moznym tvarem hledaného ¢isla, v jehoz prvociselném
rozkladu se vyskytuji dvé prvocisla, je x = p; - p; . Toto &islo ma 18 kladnych déliteld, z nichz
6 je druhou mocninou prirozeného ¢isla. Jedind moznost vyplyvajici z tohoto rozkladu je



| 3°5°=6075 |

Nyni pfedpokladejme, Ze je hledané &islo ve tvaru x = p{' - p¥ . p¥> . Prvni moznosti, ktera ma
dostatecny pocet délitel a vyhovuje zadani je x = p; - p; - p; . Pokud ale ma byt hledané &islo

Ce e AP y , 2222 T
Ctyfeiferné, neptichazi ani tato moznost do iivahy, nebot’ 37.5°.7° = 11025. Je tedy ziejmé, ze
74dna dalsi feSeni uz neexistuji

Soutézni uloha 3

V roviné je dana usecka AB. Sestrojte rovnobéznik ABCD, pro jehoz stredy stran
AB, CD, DA oznacené po radeé K, L, M plati: body A, B, L, D lezi na jedné
kruznici a rovnez body K, L, D, M lezZi na jedné kruznici.

TEORIE

Ctytthelnik, kterému lze opsat kruznici oznadujeme jako tétivovy. Pro tétivovy &tyfhelnik
plati, Ze soucet dvou protilehlych vnitinich thll je stejné velky jako soucet zbylych
(protilehlych) vnitinich thli a tento soucet je roven 180°:

Soucet tthlt u vrcholi 4, C je roven a+ o+ S+ y.

Soucet thlti u vrcholl B, D je roven o+ S+ y+ 0.

Tyto soucty jsou rovny 180°, nebot’ soucet vSech uhli ve ¢tyiuhelniku je roven 360° (staci si
uvédomit, ze uhloptickou lze ¢tyitihelnik rozd€lit na dva trojuhelniky).

NAVODNE ULOHY

3.1. Dokazte, ze lichobézniku se d4 opsat kruznice, prave kdyz je rovnoramenny.

RESENI.
Jedna se lichobéznik, tedy AB || CD a uhly si miizeme oznacit nasledujicim zptisobem:



Vychazime z ptedpokladu, ze lichobéZniku I1ze opsat kruznice a chceme dokazat, Ze je
rovnoramenny. Tedy, Ze a+ ¢= [+ .

Lichobéznik je tétivovy, praveé kdyz plati, Ze soucet dvou protilehlych vnitinich thl je stejné

velky jako soucet zbylych vnitinich thla, tedy:
a+d+a+o=p+y+p+¢ (1)

Dale vime, Ze soucet thla v trojuhelnicich ABC a ACD je stejny (=180°):
a+pf+y+o=¢+a+p+e¢ 2)

Po odecteni rovnic (1) — (2) a nasledné uprave obdrzime vztah, ktery jsme méli dokazat:

a+ ¢=L+7.

3.2. Dokazte, e pro délky stran a, b a délky Ghlopticek e, frovnob&zniku plati * + /* =
2a* +2b°,

RESENI.

A

Ozna¢me D' prisecik kolmice spusténé z bodu D na stranu AB a C' priseik kolmice spusténé

z bodu C na ptimku 4B. Dale oznaéme x = AD' =BC' a v=CC' =DD’.
Trojuhelniky ACC,DD'Ba BC'C jsou pravouhlé, mizeme tedy pouzit Pythagorovu vétu:

AAC'C: \AC/

[ +lc'cf =|acf
ADD'B: |D'B[ +|D'D| =|BDf

aBc'c: |BC| +|c'c[ =|Bcf



Dosadime-li, obdrzime:

2
(a+x) +v'=¢’
2
(a - x) +v =17
x*+v =bh’
Dosadime-li ze tieti rovnice za v do prvnich dvou rovnic, pak po pravé dostaneme
a’+2ax+x +b*—x"=¢é’ ( )
+
a’ —2ax+x*+b*—x> = f?

2a° +2b° =’ +

3.3. Strana AB rovnobéZniku ABCD ma délku a. KruZnice opsand trojihelniku ABD protina
polopiimku opacnou k poloptimce CD v bod¢ L; oznaéme x = |CL|. Vypocitejte délku
tétivy, kterou piimka CD vytind na kruznici opsané trojuhelniku ABC.

RESENI.
ki
D K C L
\/ \/
A B
k>

ki ... kruZnice opsana trojuhelniku ABD,

k; ... kruznice opsana trojuhelniku 4ABC,

|AB|=|CD|=a, K =k, nDC.

Jak vyplyva z Glohy 3.1., lichobéznik ABCK je tétivovy a tudiz rovnoramenny. Proto |DK| =
|CL| = x.

Takze hledana délka |[KC| = a — x.



Soutézni uloha 4
Najdéte 2 009 po sobé jdoucich ctyrmistnych cisel, jejichz soucet je soucinem ti'i po
sobé jdoucich prirozenych cisel.

NAVODNE ULOHY

4.1. Najdéte 20 po sob¢ jdoucich ptirozenych cisel, jejichz soucet je druhou mocninou
ptirozeného ¢isla.

RESENL
Ozna¢me a prvni z hledanych ¢isel. Pak soucet dvaceti hledanych ¢isel 1ze vyjadrit:
S=a+(a+1)+(a+2)++(a+18)+(a+19)=
=20a+14+2+---+18+19=

=20a+%~(1+19)=20a+10-19:20a+190

Cislo S je sudé, tedy délitelné dvojkou, ale z jeho zapisu vyplyva, e neni délitelné ¢islem 4.
Proto tilloha nema4 teSeni.

4.2. Najdéte 2009 po sob¢ jdoucich pétimistnych Cisel, jejichz soucet je tieti mocninou
ptirozeného ¢isla.

RESENI.
Necht a je tentokrat prostiedni z 2009 Cisel, které tvoii soucet. Pak obdobné jako v predchozi
uloze mizeme soucet hledanych c¢isel vyjadrit:

S =(a—1004)+(a—1003)+---+a+---(a+1003)+(a+1004) =
= 20094

Pfi¢emz tento soucet ma byt mocninou pfirozeného Cisla, tedy:

2009a=n" , ne N , coz lze pomoci prvoéiselného rozkladu ¢isla 2009 napsat:
7*-41-a=n* , neN

Omezme nyni ptipustné hodnoty ¢isla a. Plati:

10000+1004 < a <99999 -1004
11004 < a <98995

Podobn¢ mizeme vymezit interval pro neznamé »:



2009-11004 < n* <2009-98995
281<n <583

Z prvociselného rozkladu ¢isla 2009 je ziejmé, ze Cislo n musi byt nasobkem cCisel 7 a 41,
takze

n="7-41=287 ... vyhovuje podmince a hodnotu ¢isla a v tomto piipad¢ vypocteme:

n=7-41=2009a=7"-41-a
a=7-41>=11767

A hledana ¢isla jsou 10763, 10764, ..., 12770, 12771.
Podmince, ale vyhovuje jesté feSeni:
n=7-41-2=574
Pak
a=7-41"-2°=94136
Hledana ¢isla pro tento ptipad: 93132, 93133, ..., 95139, 95140.
4.3. Soucet druhych mocnin jedenécti po sob¢ jdoucich trojmistnych ¢isel je nasobkem cisla
2009. Najdéte tato Cisla.
RESENI.
Necht’ a je opét prostiedni z hledanych ¢isel. Pak soucet druhych mocnin ¢isel vyjadiime:
2 2 2 2 2
S=(a-5) +(a—4) +-a*+-+(a+4) +(a+5)
S=(a’-10a+25)+(a’ ~8a+16)+---a’ +---+(a’ +8a+16)+(a’ +10a+25)
S=11a"+2-(P +2°+3* +4°+5°)
S=11a’>+110
Tento soucet ma byt nasobkem ¢isla 2009.

11a® +110 = k- 2009
11(a2+10):k-2009

Nyni opét vymezime intervaly piipustnych hodnot pro a, k.



100+5<a<999-5
105<a<99%4

11-(1052 +10)£k-2009£11-(9942 +1o)
61<k <5409

Omezime-li navic ptipustné hodnoty dal§imi podminkami, napiiklad na délitelnost, pak po
prozkoumani vSech zbyvajicich moznosti najdeme dvé feSeni pro a: a = 513 nebo a = 758.
Tedy hledana cisla jsou:

508, 509, ..., 518 nebo

753,754, ..., 763.

Soutézni uloha 5

Uvnitr kratsiho oblouku AB kruzZnice opsané rovnostrannému trojuhelniku ABC je
zvolen bod D. Tétiva CD protind stranu AB v bodé E. Dokazte, Ze trojuhelnik se
stranami délek |AE|, |BE|, |CE| je podobny trojuhelniku ABD.

TEORIE

Vety o podobnosti trojuhelnikii

Véta sss
Kazdé¢ dva trojuhelniky, které maji sobé rovné poméry délek vSech tfi dvojic odpovidajicich si
stran, jsou podobné.

Veta sus
Kazd¢ dva trojuhelniky, které maji sobé rovné poméry délek dvou odpovidajicich si stran a
shoduji se v thlu jimi sevieném, jsou podobné.
a_b y=y
a b
Veta uu
Kazdé dva trojuhelniky, které se shoduji ve dvou thlech, jsou podobné.

aza ,f=p



B

Véta o obvodovych uhlech
Dva obvodové uhly maji nad stejnou tétivou vzdy stejnou velikost.

NAVODNE ULOHY

5.1. Jestlize se tétivy AB a CD kruZnice k protinaji v bod€ M, jsou trojuhelniky AMC a DMB
podobné.

RESENI.

D

|4AMC| = |LDMB| ... vrcholové uhly u vrcholu M

|ZACD|=|ZA4BD| ... obvodové Gihly nad tétivou 4D
Podle véty uu jsou tedy trojuhelniky AMC a DMB podobné.

5.2. Necht E je vnitini bod strany 4B trojuhelniku ABC. Oznaéme D (D # C) prusecik
piimky CE s kruZnici opsanou trojihelniku ABC. Dale oznac¢me F prisecik strany AC
s ptimkou, kterd prochéazi bodem E a je rovnobézna s BC. Dokazte, ze trojuhelniky ABD

a ECF jsou podobné.

RESENI.



Ozname a = |ADAB P = |LDBA|.

Pak |4A CD| = |4F CE| = S, nebot thly ACD a DBA jsou obvodové uhly nad tétivou AD.
Dale plati, ze |4DCB| = a , nebot thly DCB a DAB jsou obvodové uhly nad tétivou DB.

Nyni budeme chtit dokéazat, ze |LADB| = |AEF C | .

Z trojuhelniku ADB plati, ze | ZADB| =180 —a — 3.

Vime také, Ze z rovnobé&znosti BC a EF vyplyvé, ze |Z/AFE|=|/ACB|=a + 8. Uhly AFE a
EFC jsou vedlejsi, proto |AEF C | =180 —a — f atedy podle véty uu jsou trojuhelniky ABD a
ECF podobné.

5.3. Necht ABC je trojihelnik, v némz AC| # |BC| . Dokazte, Ze osa uhlu BCA se s osou
strany AB protind v bodé&, ktery leZi na kruZnici opsané trojuhelniku ABC.

RESENI.



Bod M lezi na priseciku o045 a kruZnice k opsané trojuhelniku ABC. Trojthelnik AMB je
rovnoramenny se zakladnou 4B, jeho vnitini thly pti vrcholech 4 a B jsou tedy shodné.
Podle véty o obvodovych tihlech jsou shodné 1 thly BCM a BAM (obvodové ihly nad tétivou
BM), resp. ACM a ABM (obvodové thly nad tétivou AM). Proto jsou shodné i uhly BCM a
ACM.

Poloptimka CM je tudiz osou uhlu ACB:

lzacM|=|£BCM| :%

Soutézni uloha 6

Redlnd cisla a, b maji tuto viastnost: rovnice X’ — ax + b — 1 = 0 md v mnoZiné
redinych cisel dva riizné kofeny, jejichz rozdil je kladnym korenem rovnice x’—ax+
+b+1=0.

a) Dokazte nerovnost b > 3.

b) Pomoci b vyjadrete koreny obou rovnic.

TEORIE

Kazda kvadraticka rovnice se da vyjadfit ve tvaru: ax® +bx+c=0, a#0 ,kde a,b,c jsou

C¢iselné koeficienty, pficemz koeficient a musi byt nenulovy, v opa¢ném ptipad¢ by se jednalo

o linearni rovnici.

Pro vypocet kofent x| a x, je vhodné nejprve zjistit hodnotu diskriminantu D = 5> —4ac .

Podle hodnoty diskriminantu D mizeme dostat obecné tii moznosti feSeni:

1. D> 0 Kvadraticka rovnice ma dva rozdilné re4lné koteny.

2. D=0 Kvadratickd rovnice ma jeden dvojnasobny realny koten.

3. D <0 Kvadraticka rovnice nema feSeni v oboru redlnych cisel R. M4 ale feSeni v oboru
komplexnich cisel.

Kofteny kvadratické rovnice pak vypocteme ze znamého vzorce



_—b+D

X
1,2
2a

Kazdy polynom ax’ + bx + ¢ mizeme také pfevést na soudinovy tvar a(x - X, )(x - X, ), kde x;
a x, jsou kofeny kvadratické rovnice.
Rovnicia(x —x, {x —x,) =0 pak nazyvame rovnici v sou¢inovém tvaru.

Vypocitat kofeny kvadratické rovnice mizeme také pomoci Vietovych vzorca. Tato metoda
neni tak univerzalni jako metoda vypoctu pomoci diskriminantu. Nejprve je potieba upravit

rovnici na normovany tvar x> + px + ¢ = 0 a dale hledame takové kofeny x; a x,, které
vyhovuji rovnicim:

X +x2 =—=p

Xy tX, =4

NAVODNE ULOHY

6.1. Najdéte vSechny dvojice Cisel a, b, pro néz ma kazda z rovnic
x> +ax+b=0,x>+bx+a=0
v mnozin¢ realnych ¢isel dva rizné koteny, pticemz kazdy kotfen druhé rovnice je o 1
vetsi nez neéktery z kotentl prvé rovnice.

RESENI.
Pro koteny x;, x, prvni rovnice (z Vietovych vzorct) plati

X, +x,=-a

X x,=b
Pro kotfeny druhé rovnice x| = x, +1, x, = x, +1 analogicky plati

X +x,=-b X +1l+x,+1=-b
o , tedy
X x,=a (x,+1)-(x, +1)=a

Resime tedy soustavu 4 rovnic o 4 proménnych

X +x,=-a
X x,=b
X +x,==b-2

X +x,+x-x,=a-1

Po odecteni prvni rovnice od tieti a dosazeni z prvni a druhé rovnice do ¢tvrté rovnice
obdrzime po tprave soustavu dvou linearnich rovnic o dvou proménnych a, b.



a-b=2
2a—-b=1

Takze feSenim je dvojice a = -1, b =-3.

JINE RESENL
Pouzijeme-li k feSeni ulohy vzorce pro vypocet kotenti kvadratické rovnice, miizeme kotfeny
obou rovnic vyjadfit

B —a++a’—4b

—b+~b —4a
xl,2 - 2 - 4

2

-
) x1,2_ s

kde opét x| =x,+1, x, =x, +1, coz po dosazeni vede k feeni nasledujici soustavy:

~b—~b* —4a _ —a—~a’—4b +1
2 2

~b+~b* —4a _ —a+~a’—4b ‘1
2 2

~b—~b*—4a=-a-~a’-4b+2
—b+b*—4a=—a+a*—4b+2

—2b=-2a+4
b=a-2

Dosadime-li nyni za b do nékteré z ptivodnich rovnic, obdrzime opét feSeni a = -1, b = -3.

6.2. Najdéte vSechny dvojice redlnych ¢isel a, b, pro néz maji kazdé dve z rovnic
x*=10x+a=0, x’ =16x+b=0, x> —18x+a+b =0 aspoii jeden spoledny kofen.

RESENI.
Maji-li mit kazdé dvé z rovnic aspon jeden spole¢ny koten, pak maji bud’
I. vSechny rovnice aspoii jeden kofen spolecny nebo
II. kazda dvojice rovnic ma aspon jeden spole¢ny koten.
Tyto dva piipady budeme fesit odd€lenc:
L.
Kofeny rovnic si mizeme oznacit:
X1, X2 ... kofeny l.rovnice, x, X ... koteny 2.rovnice, x, x . koteny 3.rovnice.
Pak z Vietovych vzorct pro jednotlivé rovnice plati:

x, +x,=10 X, +x, =16 x, +x) =18

_ I A
XX, =a X x,=b XX, =a+b

Vyjéadiime-li postupné z prvni rovnice z kazdé dvojice rovnic x,, x,, x2" a dosadime do druhé
rovnice, obdrzime soustavu rovnic



X, -(IO—xl):a
x(16-x)=b
x-(18—x)=a+b

Jestlize nyni se¢teme prvni dvé rovnice a vysledek odecteme od tieti rovnice, obdrzime
rovnici

2 —_—
x; —8x, =0,

jejiz teSeni x; = 0 a x; = 8 dosadime do prvnich dvou rovnic a nalezneme feseni pro a, b:
[0,0].[16,64].

II.
Kofeny rovnic si miizeme oznacit:
X1, X2 ... kofeny 1.rovnice, xi, xz/ ... kofeny 2.rovnice, x», x2/ " kofeny 3.rovnice.

Podobnym zpiisobem jako v piipadé I. dojdeme k feSent pro a, b: [24,48].

6.3. Najdéte vSechny dvojice &isel a, b, pro néz mé kazda z rovnic x* —15x+a =0,
x> —15x+b =0 v mnoziné realnych &isel dva riizné koteny, pricemz kladny rozdil
kotent kazdé rovnice je kofenem zbyvajici rovnice.
RESENIL
v . v ’ . / / v r . o v s 71w
Oznacime-li xi, x, kofeny prvni rovnice a x;', x," kofeny druhé rovnice, miizeme tyto vyjadfit
pomoci znamych vzorct:

_15+225-4a |,  15+225-4b

s X1y =
2 b2 2

X2

Kladny rozdil kotenti kazdé rovnice je kotfenem zbyvajici rovnice. To znamena, ze miize
nastat jedna ze ¢tyf mozZnosti

— _ v — o
Lx,—x,=x, ILx,—x,=x, HLx,—x=x IV.x,—x =x
/ /_ / /_ I P
X=X =X Xy =X =X Xy =X =X Xy =X =X
Tyto ptipady budeme fesit oddélené. Ukdzeme napft. feseni pro I1.

/—225_461:15—\/2225—419 /9

/-4

15++225—-4a
\V225-4b =
2

2-4/225-4a =15-~/225-4b
—2:\225—44 =30-4-/225-4b

/(1)+(2)




5:-4225-4b =45
\225-4b =9

225-4H =81
4p =144
b=36
a=>54

Podobné bychom vyfesili i moznosti L., II1., IV, ¢imz dostaneme vSechna feseni
[0,0].[54,36].[36,54].[50,50].

Poznamka: Tato Gloha se stejné jako piedchozi dala vytesit také pomoci Vietovych vzorci.
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