59. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ve

Ulohy domdci &sti |. kola kategorie C

1. Erika o Kldarka hrdly hru ,slovni logik“ s témito pravidly: Hra¢ A si mysli slovo
slozen€ z péti ruznych pismen. Hrac B vyslovi libovolné slovo sloZené z péti riz-
nych pismen a hra¢ A mu prozradi, kolik pismen uhodl na spravné pozici a kolik na
nespravné. Pismena povaZujeme za riuznd, i kdyz se lisi jen hackem nebo ¢arkou (na-
priklad pismena A, A jsou riznd). Kdyby si hrd¢ A myslel napriklad slovo LODKA
a B by vyslovil slovo KOLAC, odpovi hrd¢ A, Ze jedno pismeno uhodl hrdi¢ B na
spravné pozici a dvé na nespravné. Zkracené sdéli ,1 + 2%, nebot se opravdu obé
slova shodugji pouze v pismenu O véetné pozice (druhé zleva) a v pismenech K a L,
jegichZ pozice jsou odlisne. Erika si myslela slovo z péti ruznych pismen a Kldrka
vyslovila slova KABAT, STRUK, SKOBA, CESTA a ZAPAL. Erika na tato slova
v daném potadi odpovédela 0 +3, 0+2, 1+2,2+0 a1+ 2. Zjistéte, jaké slovo si
Erika mohla myslet.

RESENI. Slova ZAPAL a STRUK nemaji spoleéna pismena. Proto se, jak plyne
z odpovédi 1 + 2 a 0 + 2, mezi jejich pismeny, jez dohromady tvori mnozinu M =
= {Z,A,P,A L,S,T,R,U,K}, nachazi vSech pét pismen hledaného slova. Ve slové
SKOBA maji byt pravé tii z hledanych pismen. Jsou to tedy pismena S, K, A. (Zby-
vajici pismena B a O totiz do mnoziny M nepatii.) Ve slové CESTA maji byt jen dvé
z hledanych pismen, a obé na spravné pozici. Jsou to jiz nalezena S a A, ktera tedy patii
na tfeti, resp. paté misto hledaného slova (a pismeno T lze z mnoziny M ,vyloudit“).
Pismeno K nemuze byt ani na prvnim, ani druhém misté, jak plyne z odpovédi pro slova
KABAT (0 + 3) a SKOBA (1 + 2). Je tedy na ¢tvrtém misté a zbyva urcit prvni dvé
pismena. Ve slové STRUK jsou jen dvé z hledanych pismen (musi to tedy byt S a K),
obé v nespravnych pozicich. Proto z mnoziny M ,vylou¢ime“ i pismena R, U (a T,
pokud jsme to dosud neuéinili). Zbyvajici dvé hledané pismena proto patfi do mnoZiny
{Z,A,P,L}. Z podminek pro slovo KABAT plyne, Ze jedno z nich je A. Ve slové ZAPAL
je praveé jedno pismeno ve spravné pozici. Kdyby to bylo Z, neméli bychom kam umistit
pismeno A. Je tedy A na druhém misté a navic lze vylouéit pismeno Z. Na prvnim misté
hledaného slova miize byt L nebo P. Snadno se presvédéime, Ze nalezené slova LASKA
i PASKA vyhovuji véem podminkam tlohy.
ULOHY K PROCVICENI:
1.1. Z péti rodin odebiraji t¥i rodiny denik Dnes a dvé Lidové noviny. Existuje mezi nimi
rodina, kterd neodebird zadny z téchto denikd? [Takova rodina existovat muze, ale

nemusi. Nékteré rodiny totiz mohou odebirat oba deniky. Mozné situace znazornuji
diagramy na obr. 1.]

Obr. 1

1.2. Erika a Klarka hraly hru ,slovni logik“. Erika si myslela slovo z péti riznych pismen

a Klarka vyslovila slova SIRUP a VODKA. Erika v daném potadi odpovédéla 0 + 3

a 14 1. Dokazte, ze vSsechna pismena slova, které si Erika myslela, pat¥i do mnoziny M =

={S,,R,U,P}U{V,0,D,K, A}. (Poznamenejme, ze Erika si mohla myslet napiiklad
slovo DOPIS nebo RUSKO.)

1.3. Erika a Klarka hraly hru ,slovni logik“. Erika si myslela slovo AGATY a Klarka

vyslovila slova KABAT a MESTA. Ovéite, ze Erika musela odpovédét stejné jako




v tloze 1.2. Pro¢ nyni nepatfi vSechna pismena slova, ktera si Erika myslela, do mnoziny
L={K,A,BA TYU{M,E,S, T,A}?

1.4. Erika a Klarka hraly hru ,slovni logik¥. Klarka vyslovila slova OPAVU a ULOZE, pfi-
cemz Erika odpovédéla stejné jako v tloze 1.2. Jaké slovo si Erika myslela, kdyz vsechna
jeho pismena uz patii do mnoziny L = {O,P,A,V,U} U {U,L,0,%Z,E}? [PAVLE]

1.5. T¥icet maturant® jednoho gymnazia podalo pfihlasku k dalsimu studiu na nékterou ze
gesti fakult CVUT. Vyuzili moznost podat vice pfihlasek, a tak polovina zédkt podala
prihlagku aspon na tfi fakulty, tfetina si podala ptihlasku na vice nez tfi fakulty. Na
fakultu architektury se s ohledem na talentovou pfijimaci zkousku nehlésil nikdo. Do-
kazte, ze na nékterou ze zbyvajicich péti fakult se pfihlasilo méné nez dvacet studenti.
[60-C-I-5]

1.6. Honza, Jirka, Martin a Petr organizovali na ndmésti sbirku na dobrocinné ucely. Za
chvili se u nich postupné zastavilo pét kolemjdoucich. Prvni dal Honzovi do jeho kasicky
3 K¢, Jirkovi 2 K¢, Martinovi 1 K¢ a Petrovi nic. Druhy dal jednomu z chlapct 8 K¢
a zbylym tfem nedal nic. T¥eti dal dvéma chlapctim po 2 K& a dvéma nic. Ctvrty dal
dvéma chlapcim po 4 K¢ a dvéma nic. Paty dal dvéma chlapcim po 8 K¢ a dvéma
nic. Poté chlapci zjistili, Ze kazdy z nich vybral jinou ¢astku, ptricemz tyto tvori Ctyti
po sobé jdouci prirozena cisla. Ktery z chlapct vybral nejméné a ktery nejvice penéz?

[58-C-I-1]

2. Vrcholem C pravoihelniku ABCD vedte pFimky p a q, které maji s danym pravo-
thelnikem spolecny pouze bod C, pricemz primka p md od bodu A nejvétsi moznou
vzddlenost a primka q vymezuje s primkami AB, AD trojuhelnik co nejmensiho
obsahu.

RESEN{. Pata P kolmice z bodu A na piimku p prochéazejici bodem C lezi na
Thaletové kruznici nad prumérem AC'. Vzdélenost bodu A od pfimky p, tj. délka tsecky
AP, je tedy nejvyse rovna velikosti priméru AC'. Pfitom rovnost nastane, pravé kdyz
je ptimka p kolma na thlopficku AC. Pfitom je zfejmé, ze takova pfimka p ma s danym
pravouhelnikem spoleény pouze bod C.

Zvolme nyni libovolnou ptimku ¢ tak, aby méla s pravothelnikem ABC D spole¢ny
jen bod C. Jeji pruseciky s pfimkami AB, AD oznaéme M a N (v uvedeném poradi).
Dale ozna¢me M’ obraz bodu M v soumérnosti podle pfimky BC a N* obraz bodu N
v soumérnosti podle pfimky CD. Protoze |xNCD| + [xMCB| = 180° — |«xBCD| =
= 90°, plyne z pravé uvedenych soumérnosti rovnost |XMCM'| = 2|xMCB| =
= 2(90° — [x NCD|) = 180° — 2|xNCD| = 180° — | xNCN*|. Body C, M’ a N* lezi
tudiz na téze polopfimce s poc¢atkem C'. Pro obsah trojuhelniku AM N tak vzdy plati
(obr. 2)

Samn = Sapep +Seymc + Spen = Sapep + Svwse + Spn+c 2 2SaBe D,

s rovnosti, pravé kdyz polopfimka CM’' = CN* bude prochdzet vrcholem A daného
pravothelniku, tj. pravé kdyz M’ = A = N* (pak budou BC' a CD stfednimi pfickami
trojuhelniku AMN).
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Obr. 2



Zavér. Primku ¢, pro kterou je obsah trojuhelniku AM N minimélni, sestrojime
jako pfimku C M, kde M je obraz bodu A v osové soumeérnosti s osou BC'.

Pfimka p s nejvétsi moznou vzdalenosti od bodu A za danych podminek, je kolmice
na usecku AC sestrojend v bodé C.

Poznamka. K pravé uvedenému feSeni muze zaky inspirovat aktivita se skladanim
papiru popsana v uloze 2.1. Misto skladanim papiru lze situaci modelovat na pocitaci
v nékterém z nastroji dynamické geometrie, naptiklad v Cabri geometrii nebo v Geo-
nextu.

JINE RESENI. Ozna¢me P patu kolmice z bodu A na hledanou pfimku p a ¢ velikost
odchylky pfimek p a AC. Pro vzdalenost d pfimky p od bodu A plati d = |AP| =
= |AC|sinp < |AC|. P¥imka p mé tedy nejvétsi moznou vzdalenost od bodu A, pravé
kdyz je kolma na AC.

Uvazujme libovolnou pfimku ¢, kterda ma s pravouhelnikem ABCD spolecny jen
bod C, a budeme hledat, za jakych podminek ohranicuje spolu s pfimkami AB a AD
trojuhelnik nejmensiho obsahu. Pouzijeme oznaceni z obr.2 a zavedeme a = |AB| =
= |DC|, z = |BM]|, b = |AD| = |BC| a y = |DN|. Pomoci téchto veli¢in vyjadiime
obsah trojuhelniku AM N a odhadneme jej uzitim A-G nerovnosti:

SAMN = %(a-ﬁ—x)(b—i—y) = %(ab-ﬁ—xy-l—ay-l—bx) = %(ab-l—xy—i—%/ab-xy). (1)
Z podobnosti trojuhelnikt BMC ~ DCN dostavame |DN|/|BC| = |DC|/|BM|, coz
vzhledem ke zvolenému oznaceni davd zy = ab. Po dosazeni do (1) a po jednoduché
upravé tak dostaneme Sayn = 2ab = 2Sacop. Pritom rovnost nastane, pravé kdyz
plati ay = bx. Spolu s podminkou zy = ab pfredstavuji oba vztahy soustavu rovnic
s neznamymi z, ¥y, jejimz vyTesenim dostaneme x = a a y = b. Dospéli jsme tedy ke
stejnému vysledku jako v prvnim feSeni, kde jsme téz uvedli konstrukci primky q.

JINE RESENI. Postupujeme stejné jako v predchozim feSeni s tim rozdilem, Ze nej-
prve z podobnosti trojihelniki BMC ~ DCN uréime y = ab/x a potom odhadneme
obsah trojuhelniku AM N pomoci tvrzeni z tlohy 5.2 takto:

SaMN = %(a—f—x)(b—ky) = %(CH_Q;)(ZH_ %b) —

— %<2ab+bx+ %b) = ab+ %ab(g + g) Z 2ab.

Rovnost nastava, praveé kdyz

SRS

a v . . Ve 7
= —, coz je ekvivalentni s podminkou z = a.
x

ULOHY K PROCVICENI:

2.1. Na list papiru tvaru obdélniku narysujte podle obrazku
pravouhelnik ABCD tak, aby jeho strany AB a AD
splyvaly s okrajem papiru. Pak sestrojte primku, aby
meéla s pravouhelnikem spoleény jen bod C' a jeji prunik D C
listem papiru tvoril isecku M N, podél niz papir rozfiz- M
néte. Vznikly papirovy model trojihelniku AM N s na-
rysovanym obdélnikem ABCD piehnéte podél tsecek A B
BC a DC'. Tuto ¢innost nékolikrat opakujte, pfitom pro tentyz pravouhelnik ABCD
volte rtizné délky usecky BM. Co lze z vysledku usoudit o poméru obsahii trojahelniku
AMN a pravouhelniku ABC D? Hypotézu dokazte.

2.2. Dokazte, Ze pro libovolna nezaporna c¢isla a, b plati %(a +b) 2 Vab, pFiéemz rovnost

N

nastane, pravé kdyz a = b. [Zaktim lze poradit substituci a = u? a b = v2 nebo a = m—d
ab=m+d kdem=z(a+b)a0<ld < gm]
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2.3. Je dan ostry tthel KBL a bod M jeho vnitiku. Sestrojte bodem M pfimku p tak,
aby vytinala z thlu K BL trojuhelnik ABC nejmensiho mozného obsahu. [Kufina, F.:
Umeéni vidét v matematice, str. 101]

2.4. Je dén ostry tthel XVY a jeho vnitini bod C. Sestrojte na rameni VX bod A a na
rameni VY bod B tak, aby vznikly trojuhelnik ABC mél co nejmensi obvod. [Polék,
J.: Stfedoskolska matematika v ulohéach II, str. 262]

3. Urcete vsechna redlnd ¢isla x, kterd vyhovuji rovnici 4x — 2|x| = 5. (Symbol |z ]
znaci nejvéetsi cele cislo, které ment vétsi nez cislo x, tzv. dolni celou c¢ast redalného

¢isla x.)

RESENI. Polozme |x| = a, pak * = a+t, kde t € (0,1), a rovnici 4(a +t) —2a =5
ekvivalentné upravme na tvar a = g — 2t. Aby bylo ¢islo a celé, musi byt 2t = k - %,
kde k je liché ¢islo. Navic 2t € (0,2). Je tedy bud 2t = 2 aa =2, nebo 2t = 3 aa = 1.
Ptivodni rovnice ma proto dvé feseni: x1 = 2,25 a x5 = 1,75.

JINE RESENI. Rovnici upravime na tvar 2z — 2 = |z]. Jejim feSenim jsou z-ové

soutadnice priseciku graft funkei [: y = 2z — g ap:y = |z|. Grafy se protinaji ve dvou
bodech, jak vidime na obr. 3. Pro prvni prusecik plati |z | = 1. Po dosazeni do pivodni
rovnice dostaneme 4x —2 = 5 a odtud z; = E = 1,75. Pro druhy prisecik plati x| = 2,
takze dr —4 =5 a xy = % = 2,25.

vA l
31 ——op
P .
14---- =
+ t i + i >
-3 -2 —-10 1T2T3 4 x
—] L1L2
—o —9
Obr. 3
JINE RESEN{. Rovnici upravime na tvar 2z — 2 = |z|. Takov4 rovnice bude splnéna,
praveé kdyz cislo 2z — % bude celé a bude spliovat nerovnosti z — 1 < 2x — % < x neboli
% <z = g Pro takova x hodnoty vyrazu 2x — g ziejmé zaplni interval % < 2x — g < g
V ném lezi praveé dvé celd ¢isla 1 a 2, tudiz hledand = najdeme z rovnic 2x — g =1

5 _
a2x—§—2.

ULOHY K PROCVICENT:
3.1. a) Urcete 0], |3,5], |2,1], |—4], [-3,9], [—0,2].
b) Necht a je celé ¢islo a t € (0,1). Urcete |a], la +t], la+ %tJ, la —t], |a+ 2¢t],
la — 2t].
3.2. V kartézské soustavé souradnic sestrojte grafy funkci: f:y = |z], g: y =z — |z].
3.3. V oboru realnych ¢isel feste rovnici |3z — 5| = 5z — 8. [47T-C-S-1]
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3.4. Najdéte vSechny dvojice redlnych ¢&isel z, y, pro néz plati 7|z] + 2y = 1174 a
52 + 2|y) = 91,9. [47-C-1-5]

3.5. Urlete vSechna kladna ¢isla x, pro néz je mezi deseti ¢isly |x|, [2z], |3z], [4x],
|5z], |6x], |7x], |8z], |9z], |10x| pravé devét ruznych. [47-C-II-3]

4. Kruznice k(S;r) se dotykd primky AB v bodé A. Kruznice I(T;s) se dotykd
primky AB v bodé B a protindg kruznici k v krajnich bodech C, D jejiho pruméru.
Vyjadrete délku a usecky AB pomoci poloméri r, s. Dokazte ddle, Ze prusecik M
primek CD, AB je stredem usecky AB.

RESENI. Protoze kruznice | mé za tétivu primér C'D kruznice k a dané kruznice
nejsou totozné, plati pro jejich poloméry nerovnost s > r. Oznacime-li P patu kolmice
z bodu S na tsecku BT (obr.4), pak z Pythagorovy véty pro pravouhlé trojuhelniky

S
C

-

k A,

”

A M
Obr. 4
CST a SPT plyne

|ST|2:!92—1“2 a |ST|2: |SP|2+(3—7°)2. (1)

Odtud pro velikost tusecky SP vychézi
ISP)> = (s —1?) — (s —r)> = 2r(s — 7).
A protoze ABPS je pravouhelnik, dostavame
[AB| = |SP| = /2r(s — 7).
Z pravouhlych trojuhelniki AMS a MTS dale podle prvni rovnosti v (1) plyne
|AM|* = |SM|?> — 72 = |[MT|? — |ST|?> —r? = |[MT|? — 5,
pritom z pravouhlého trojuhelniku MBT méame
|BM|* = |[MT|* — s2.
Je proto |AM| = |BM]|, a bod M je tedy stfedem tsecky AB.

Pozndmka. Zavér, ze M je stfedem usecky AB, plyne okamzité z mocnosti bodu M
k obéma kruznicim (bod M lezi na tzv. chordale obou kruznic). Tyto pojmy jsou vSak
pro soutézici kategorie C dosud nezndmé a nebudou nezbytné ani pro feSeni dalsich
soutéznich kol.



ULOHY K PROCVICENI:

4.1. Kruznice k, [, m se po dvou vneé dotykaji a vSechny ti#i maji spolecnou tecnu. Poloméry
kruznic k, [ jsou 3cm a 12cm. Vypoctéte polomeér kruznice m. Najdéte vSechna Feseni.
[65—-C-1-2]

4.2. KruzZnice k, I, m se dotykaji spole¢né te¢ny ve tfech riznych bodech a jejich stiedy lezi
v pfimce. Kruznice k a [l stejné jako kruznice [ a m maji vnéjsi dotyk. Urcete polomér
kruznice [, jestlize poloméry kruznic k a m jsou 3cm a 12 cm. [55-C—S-3]

4.3. Kruznice k, | s vnéjsim dotykem lezi obé v obdélniku ABC D, jehoz obsah je 72 cm?.
Kruznice k se pfitom dotyka stran CD, DA a AB, zatimco kruznice [ se dotyka stran
AB a BC. Urcete poloméry kruznic k a [, jestlize polomér kruznice k je v centimetrech
vyjadien celym éislem. [55—C-II-3]

4.4. Do kruznice k o poloméru r jsou vepsény dvé kruznice ki, k2 o poloméru %r, jez se
vzajemné dotykaji. Kruznice [ se vné dotyka kruznic k1, k2 a s kruznici k mé vnitini
dotyk. Kruznice m ma vnéjsi dotyk s kruznicemi kg a Il a vnit¥ni dotyk s kruznici k.
Vypocététe poloméry kruznic | a m. [55-B-1-6]

5. Dokazte, Ze pro libovolnd kladnd realna cisla a, b plati

2(a®* +3ab+0%) _a+b
vab < <
e Y

a pro kaZdou z obou nerovnosti zjistéte, kdy prechdzi v rovnost.

RESEN{. Prava nerovnost je ekvivalentni nerovnosti
4(a® + 3ab + b*) < 5(a +b)?,

kterou lze ekvivalentné upravit na nerovnost a? +b* — 2ab = (a —b)? = 0. Ta je splnéna
vzdy a rovnost v ni nastane, pravé kdyz a = b.
Levou nerovnost zbavime zlomki a umocnime na druhou,

25ab(a® + 2ab + b*) < 4(a + 9ab* + b* + 6a°b + 6ab” + 2a°b°),
25ab(a® + b*) + 50a*b* < 4a* + 4b* + 44a*b* + 24ab(a® + b?),

takze po upravé dostaneme ekvivalentni nerovnost

4a* 4 4b* — 6a*b* = ab(a® + b*).
Po odeéteni vyrazu 2a%b? od obou stran nerovnosti se ndm podaii na obou stranich
vyuzit upravy na ¢tverec. Dostaneme tak (opét ekvivalentni) nerovnost

4(a® — b*)? = ab(a — b)*.

Rozdil ¢tvercii v zavorce levé strany jesté rozlozime na soucin a vztah upravime na tvar
4(a —b)?(a+b)? = ab(a — b)?.

Pokud je a = b, plati rovnost. Je-li a # b, muzeme posledni nerovnost vydélit
kladnym vyrazem (a — b)? a dostaneme tak nerovnost 4(a + b)? = ab neboli 4a? + 4b +
+ Tab = 0. Leva strana této nerovnosti je vzdy kladnd, proto vySetfovand nerovnost
plati pro vSechna kladné ¢isla a, b, pficemz rovnost v ni nastane, pravé kdyz a = b.

JINE RESENI. Aritmeticky primeér c ¢isel a, b mé tu vlastnost, ze se od néj obé ¢isla
lisi o tutéz hodnotu d. Nahradime-li proménné a, b v danych nerovnostech proménnymi
¢, d, zapis nerovnosti i dilkaz obou vztaht se zjednodusi. Polozme tedy ¢ = %(a +b),
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pak a =c+dab=c—d (kde d = }(a —b), jak se snadno mizeme presvédcit). Tudiz
a? + % = 2(c? + d?), ab = % — d?, odkud a? + 3ab + b* = 5¢? — d?. Oznaéme jests
pismeny m a n levou a pravou stranu prvni z dokazovanych nerovnosti. Potom

m = Vab=/c2 — d2

a
2 2 2 _ g2 2 2.2 2
n:2(a —|—3ab+b):2(5c d):C_d_:\/<c_d_> :\/CQ—dQ(g—d—>.
5(a +b) 5-2c 5¢ 5¢ 5  25¢2

Protoze z vyjadieni kladné hodnoty m vidime, 7e d? < ¢?, pro vyraz v posledni zavorce
pod odmocninou plati

2 2 2 1 9
1>=2>22 - ——>2 - — =30,
575 25¢2° 5 25 25
coZ znamend, ze odmocnénec lezi v uzavieném intervalu mezi &sly ¢? — d? a ¢2. Odtud
vyplyva m < n < ¢, pfi¢emz rovnost nastane, pravé kdyz d = 0, tj. kdyz a = b.

Poznamka. 7 vysledkt soutézni tlohy plyne, Ze rozdil mezi aritmetickym a geo-
metrickym primérem dvou kladnych ¢isel lze zdola odhadnout nezapornym lomenym
vyrazem takto:

2 5(a +b) ~ 10(a +b)’

a—l—b_@>a—|—b_2(a2+3ab—|—b2) (a —b)?

Umocnénim osamostatnéné odmocniny a dal$imi dpravami muzeme dokazat silnéjsi

odhad téhoz druhu

a+b (a — b)?
2 _¢%34m+w‘

Jinou metodu dtikazti spolu s dalsimi podobn§mi nerovnostmi najdete v ¢lanku J. Simsi
Dolni odhady rozdilu priméri in Rozhledy matematicko-fyzikalni 65 (1986/87), ¢islo 10,
str. 403-407.

ULOHY K PROCVICENI:
5.1. Necht a, b, ¢, d jsou takova redlna ¢isla, ze a + d = b + c¢. Dokazte nerovnost

(a=b)(c—d)+(a—c)b—d)+ (d—a)(b—c) 2 0.
[64-C-1-1]
5.2. Vyfeste nejprve tlohu 2.2 a potom dokazte, Ze pro kazdé kladné ¢islo z plati z+1/z = 2.

Kdy nastava rovnost?
5.3. Dokazte, ze pro libovolna rtzna kladné ¢isla a, b plati

a—|—b<2(a2—|—ab—|—b2)< a? + b2
2 3(a+b) 2
[58—C—I1-6]

5.4. Urcete vSechna kladna ¢isla x, y, z, pro néz soucasné plati:

1 1 1
w+—§2,y+;§2,z+;§2.

Y

[Sectéte vSechny tfi vztahy a levou stranu odhadnéte pomoci nerovnosti z tlohy 5.2.]



6. Najdéte vsechna prirozend cisla, ktera nejsou delitelnd deseti a kterd ve svém de-
kadickem zdapisu maji nekde vedle sebe dvée nuly, po jejichZ vyskrtnuti se pivodni
cislo 89krdat zmenst.

RESEN{. a) Pfedpokladejme nejprve, Ze nuly jsou na tietim a druhém misté zprava.
Hledané ¢islo z méa pak tvar x = 1000a+b, kde a je pfirozené ¢islo (stejné jako v dalsich
pripadech) a b nenulové ¢islice. Podminku zadani 1000a + b = 89(10a + b) upravime na
tvar ba = 4b, z n€jz plyne, ze b je nadsobek péti. Vyhovuje tak jen b =5 a a = 4, tedy
x =4005.

b) Jestlize hledané ¢islo x mé nuly na ¢tvrtém a tfetim misté zprava, je x =
= 10000a + b, kde b je dvojmistné ¢islo. Podminku zadani 10 000a + b = 89(100a + b)
upravime na tvar 25a = 2b, z néjz plyne, Ze b je lichy nésobek ¢isla 25 (pfipomindme,
Ze x, a tedy ani b neni délitelné deseti). Odtud b = 25, a = 2 nebo b = 75, a = 6, tedy
x € {20025,60075}.

c) Jestlize hledané ¢islo x méa nuly na patém a ¢tvrtém misté zprava, je x =
= 100000a + b, kde b je trojmistné ¢islo. Podminku zadani 100 000a + b = 89(1 000a + b)
upravime na tvar 125a = b, z né€jz plyne, Ze b je lichy nasobek c¢isla 125. Vyhovuji
pouze b = 125aa =1,b =37 aa =3,b=625aa =5,b=2875aa =7, tedy
x € {100 125,300 375, 500 625, 700 875}.

d) Z ptedchozich ptipadii vidime, ze pro hledané é&islo = tvaru x = 10"+ 2a+0b, kde b
je n-mistné ¢islo, dostavame podminku 10"+ 2a+b = 89(10"a+b) neboli 11-10"a = 88b,
odkud pro n = 4 dostdvame podminku 125-10""3a = b, podle niz je b nasobkem deseti.
Zadné dalsi z, které by vyhovovalo zadéni, tedy neexistuje.

Zdver. Hledana cisla jsou 4 005, 20025, 60075, 100 125, 300 375, 500 625, a 700 875.

ULOHY K PROCVICENI:

6.1. Trojciferné éislo je zakondeno éislici 4. Presuneme-li tuto éislici na prvni misto (a ostatni
dvé d&islice ponechdme beze zmény), dostaneme ¢&islo, které je o 81 mensi nez ¢&islo
ptvodni. Uréete pivodni éislo. [Sedlé¢ek, J.: Co vime o pFirozenych &islech, str. 7]

6.2. Najdéte vSechna cisla od 1 do 1000 000, ktera se po skrtnuti prvni ¢islice 73krat zmensi.
[45-Z7-1-2]

6.3. Najdéte vSechna Ctyrmistna cisla n, kterd maji nasledujici t¥i vlastnosti: V zéapise cisla n
jsou dvé rtzné &islice, kazda dvakrat. Cislo n je délitelné sedmi. Cislo, které vznikne
obracenim pofadi &islic éisla n, je rovnéz ctyfmistné a délitelné sedmi. [58—C—-1-3]

6.4. Klarka méla na papiru napsano trojmistné cislo. Kdyz ho spravné vynasobila deviti,
dostala ¢tyfmistné cislo, jez zacinalo touz ¢islici jako ¢islo pivodni, prostfedni dveé Cislice
se rovnaly a posledni cislice byla souc¢tem ¢islic ptivodniho ¢isla. Které ¢tyfmistné cislo
mohla Klarka dostat? [57-C-1-6]

6.5. Urcete nejvétsi dvojmistné Cislo k s nasledujici vlastnosti: existuje pfirozené ¢islo IV,
z néhoz po Skrtnuti prvni éislice zleva dostaneme éislo k-krat mensi. (Po vyskrtnuti
Gislice muze zapis ¢isla zac¢inat jednou ¢&i nékolika nulami.) K uréenému éislu k pak
najdéte nejmensi vyhovujici ¢islo N. [56—-C-II-4]



