59. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ulohy domaci casti |. kola kategorie A

1. V oboru redlnych cisel reste soustavu rovnic

vaz—y=z-1,
Vyi—z=x-1,
V22 —r=y—1

RESEN{. Levé strany danych rovnic maji (jako odmocniny) nezédporné hodnoty,
proto z pravych stran plynou po fadé nerovnosti z =2 1,z =21 ay = 1.
Odmocnin v rovnicich se zbavime jejich umocnénim:

2 _ 2 2 _ 2 2 _ 2
—y—(Z—l), y—Z—(.’E—l), z—:z:—(y—l),
umocnéné rovnice secteme a vysledek secteni upravime:

@ -+ @ —2)+ (P —2)=(-1)°+(x—-1)°+(y— 1)
(P +y*+2%) —(x+y+2) =P +27+y*) -2z +x+y) +3,
rT+y+z=23.

Protoze vSak z nerovnosti x = 1, y =2 1 a z = 1 plyne seétenim = + y + 2z = 3, mize
byt rovnost z + y + 2z = 3 splnéna jediné tak, ze x = y = z = 1. Zkouskou dosazenim
se presvédéime, zZe trojice (x,y,z) = (1,1,1) je skuteéné feSenim (jedinym, jak plyne
z naseho postupu).

Dodejme, Ze pokud si nerovnosti z,y,z = 1 pfedem nepovsSimneme, avSak vztah
r + vy + 2z = 3 po seCteni umocnénych rovnic odvodime, mtzeme pak urcenou hodnotu
souc¢tu x + y + z uplatnit pii secteni ptuvodnich (neumocnénych) rovnic, a tak ziskat
rovnici /72 — y+/y? — 2 +v/2% — r = 0 s jasnym diisledkem: kazd4 z odmocnin musi
byt rovna nule.

JINE RESENI. ProtoZe pro trojice (z,vy, 2), (v, z,z) a (z,x,y) vyjde soustava zada-
nych rovnic nastejno, staci hledat pouze takova feseni (x, y, z), ve kterych je prvni slozka
maximalni, tj. plati z = vy a = z.! Stejné jako v ptivodnim Feseni si uvédomime, 7ze
x,y,z = 1 (ddle ndm postaci pouze fakt?, ze x,y, 2z = 0).

Z piedpokladané nerovnosti x = z plyne pro pravé strany prvni a druhé nerovnice
srovnani x — 1 2 z — 1, takZe stejnou nerovnost musi spliiovat i odmocniny na levych
stranach, tedy i piislusni odmocnénci: y? — z = 22 — y neboli 22 — y?> < y — 2. Leva
strana té posledni je nezaporné (diky predpokladu z = y), takZe je takové i prava strana:
y — 2z 2 0 neboli y = 2. To jesté upravime na nerovnost y — 1 = z — 1 mezi pravymi

I Nerovnost y 2 z ovSem piedem zarucit nemuZeme. Pofadi nezndmych z,y, z totiz nemtZeme
meénit libovolné, ale pouze cyklicky.

b.

2 Budeme ho potiebovat kviili ekvivalencim typu a? > b? < a

v
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stranami prvni a tfeti rovnice, takze podle jejich levych stran dostaneme 22 —2 > 22 —y

neboli 22 — x

2>z —y. Odtud a z pfedpokladu = = y mame 22 — 22 > 0 neboli z = z.

Dohromady tak plati z = y = 2z =2 x, musi tedy byt x = y = 2. Tehdy se zadané
soustava redukuje na jedinou rovnici vx2 —1 = x — 1. Je snadné ukézat, ze jeji jediné
feSeni v oboru realnych cisel je x = 1.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

D3.

D4.

Reste Vo — 1+ — 6++/ — 9++/x — 10 = 6 v oboru redlnych &isel. [Leva strana mé
smysl, jediné kdyz = = 10. Jeji hodnota pro = > 10 je vétsi nez /10 — 1 + /10 — 6 +
+ /10 — 9 = 6, takze = 10 je jediné FeSeni.]

V oboru realnych cisel feste soustavu rovnic

Vaz—y=y-—1, Vyi—z=x-1

[Z rovnic plyne z,y 2 1. Dale vyuzijte bud toho, ze po se¢teni umocnénych rovnic
dostanete x + y = 2, nebo s ohledem na symetrii pfedpokladejte x 2 y a z nerovnosti
y? —x 2 22 — y odvodte y > x. Jediné feseni je x = y = 1.]

V oboru realnych cisel feSte soustavu rovnic

w? —y=2% y?—z=2% 22-—x=y% [5T-A-S-1]

V oboru redlnych cisel feste soustavu rovnic
2?42z =6(y+2—2), y* +2z2x =6(2 4+ —2), 2° + 20y =6(z +y — 2). [53-A-S-3]
Zjistéte, pro kterd p € R mé soustava rovnic
@ +1=(p+Da+py—=2 v’ +1=@+Dy+pz—=z, 2*+1=(p+1z+pr—y

pravé jedno FeSeni v oboru realnych ¢isel. [51-A-S-3]
V oboru realnych cisel feSte soustavu rovnic

?—1=py+z), y¥*—1=pl+a), 2*—-1=p(x+y).

S nezndmymi z, y, z a parametrem p. [51-A-I1-4]

2. Kosoctverci ABCD je vepsdna kruznice. Uvazujme jeji libovolnou teénu protinajici
obé strany BC, CD a oznac¢me po 1adé R, S jeji pruseciky s primkami AB, AD.
Dokazte, Ze hodnota soucinu |BR|-|DS| na volbé tecny nezdvist.

RESENT.

Necht U, V', W, T jsou body dotyku vepsané kruznice po fadé se stranami

AB, BC, DA a s uvazovanou tec¢nou R.S, jejiz prusecik se stranou BC pojmenujeme X
(obr.1). Ozna¢me a = |AB| = |AD|,b = |BU| = |BV| = |DW| pevné délky ar = |BR)|,
s = |DS| proménné délky zavislé na volbé te¢ny RS. Nasim cilem je ukézat, ze zadany

soucin |BR|

-|DS| (= r - s) méa stédlou hodnotu a - b.




Trojuhelniky ARS, BRX jsou stejnolehlé podle stiedu R, nebof jejich strany AS
a BX lezi na rovnobéznych primkach. Navic kruznice vepsand prvnimu trojuhelniku
ARS je ptipsana strané BX druhého trojihelniku BRX. Podle poznatku ze zavéru
navodné tlohy N2 o tom, Ze body dotyku vepsané a pripsané kruznice jsou soumérné
sdruzené podle stfedu strany, na které oba body lezi, mizeme usoudit, Ze poméru |SW| :
: |AR| v trojihelniku ARS odpovida pomér |BV|: |BR| v trojuhelniku BRX. To vede
k rovnosti, kterou v zavedeném oznaceni zapiseme jako

, odkud r-s=a-b.

b+s b
a+r T
Tim je dikaz hotov a tloha vyTesena.

JINE RESENI. UZzijeme stejné oznaceni jako v ptvodnim feSeni. Obejdeme se bez
vysledka ulohy N2 tak, ze oznac¢ime jesté |RX| = x a vyjaddfime délky stran obou
stejnolehlych trojuhelniki ARS, BRX na zakladé trividlniho poznatku o rovnosti tsekt
tecen z daného bodu k dané kruznici (aloha N1). Pro AARS je to snadné: plati |AR| =
=a+r, |AS|=a+sa

|RS| = |RT| +|TS| = |RU|+ [WS| = (b+7)+ (b+5) =2b+71+s.
V trojihelniku BRX predné mame |BR| = r a délku tfeti strany BX vyjadiime takto:

|BX|=|BV|+|VX|=b+|TX|=b+ (|RT| — |RX]|) =
=b+|RU|—x=b+(b+r)—2x=20+71—2.

Pro strany podobnych trojihelnikt ARS a BRX tedy plati iméra
(a+r):(2b+r+s):(a+s)=r:x:(2b+7r—x).

Odtud je mozné eliminovat x a pak objevit zavislost rs = ab. Misto takového postupu

si vSak povSimnéme, Ze obvod druhého trojuhelniku nezavisi na x, proto porovname

poméry obvodu k prvni strané (na x nezavislé) v kazdém z obou trojuhelnik:

(a+r)+2b+r+s)+(a+s) r+z+(20+r—2x)

b

a-+r r
2(b 2b
2+ﬂ:2+_7
a+r T
rs = ab.

Potfebna rovnost je dokazana.

JINE RESENI. Prekvapivé jednoduchy diikaz tvrzeni tlohy podala studentka Lenka
Polcerovd z Gymnézia Kfenova v Brné, kdyz ukazala, ze jsou podobné trojuhelniky ODS
a RBO, kde O je stfed kruznice vepsané kosoc¢tverci ABCD (obr. 2). Z této podobnosti
totiz plyne uméra |DS| : |DO| = |BO| : |BR| neboli |BR| - |DS| = |BO| - |DO|, coz je
konstantni hodnota (nezavisla na volbé tecny).
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Obr. 2

Protoze zminéné trojuhelniky ODS a RBO se ziejmé shoduji ve vnitfnich tthlech
u vrcholi D a B, stac¢i k dikazu jejich podobnosti ovéfit shodnost thla g = [<OSD|
a 0 = |XROB]|. Zavedeme-li jesté thly o = |[XBAO| a v = |XARO|, pak z faktu, ze
kruznice vepsana kosoctverci ABCD je zaroven vepsana trojuhelniku ARS, plyne, Ze
vnitfni thly tohoto trojuhelniku jsou 2«, 23, 2v, takze plati o + 3 + v = 90°. Protoze
thel AOB je pravy, vnitini thly trojuhelniku AOR maji velikost «, 7, 6 + 90°, takze
a+ v+ 0 = 90°. Porovnanim obou uvedenych rovnosti pro soucet tii thli dostavame
kyzenou rovnost 3 = § a cely diikaz je hotov.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

Dokazte rovnost |ATi| = |ATz|, kde T1, Ta jsou body dotyku obou teden vedenych
z bodu A k dané kruznici. [Vyuzijte osovou soumérnost nebo shodnost trojihelnika
AT S a AT» S (kde S je stfed dané kruznice) podle véty Ssu.]
Vyjadrete délky vsech tseki, na které jsou strany daného trojuhelniku rozdéleny

a) tfemi body dotyku kruZnice vepsané,

b) tfemi body dotyku kruznic pfipsanych,
pomoci délek a, b, ¢ celych (tj. nerozdélenych) stran. Z vysledku pak vypozorujte, ze
na kazdé strané trojuhelniku tvoii bod dotyku z a) a bod dotyku z b) dvojici bodi,
které jsou soumérné sdruzené podle stfedu dotycéné strany. [Jak tseky z ¢asti a), tak
tiseky z ¢asti b) maji délky (a+b—c), 3(b+c—a), 3(c+ a—b). Vyplyvé to ze
soustav linearnich rovnic, které sestavite na zakladé poznatku z tlohy N1, uplatnéné
vzdy k teéndm ze vSech t¥i vrcholu trojuhelniku k dané (vepsané ¢i jedné pfipsané)
kruznici.]
Kruznice vepsana te¢novému lichobézniku ABCD se dotykéa zakladen AB, C'D po rfadé
v bodech E, F. Dokazte rovnost |AE|-|DF| = |BE|-|CF|.[Zakladny AB a CD vymezuji
spolu s prusec¢ikem prodlouzenych ramen BC, AD dva stejnolehlé trojuhelniky, pfitom
kruznice vepsand vétsimu z nich je pripsana zakladné mensiho trojuhelniku. Z poznatkt
z Glohy N2 a timérnosti délek stran obou trojthelniku jiz plyne rovnost pomért |AE| :
:|BE| a |CF|:|DF|.]
Do téhoz konvexniho tthlu jsou vepsany dvé neprotinajici se kruznice. Jejich spolec¢na
vnitini te¢na s body dotyku K, L protne ramena thlu v bodech A, B. Dokazte rovnost
|AK| = |BL|. [Dusledek N2 — uvazte vztah obou kruznic k trojuhelniku ABV, kde V/
je vrchol daného tthlu. Anebo pfimo: Necht tise¢ka AB je rozdélena body K, L na useky
po Fadé délek z, y, z. Uzitim N1 odvodte, ze vzdalenosti bodi dotyku obou kruznic na
jednotlivych ramenech jsou 2z + y, resp. 2z + y. Z N1 ovSem plyne 2x + y = 2z + v,
tj. x = 2z.]
Je dan rovnoramenny trojuhelnik ABC' se zdkladnou AB. Na jeho vysce CD je zvolen
bod P tak, Ze kruznice vepsané trojuhelniku ABP a ¢tyfuhelniku PECF jsou shodné;
pfitom bod FE je prusecik pfimky AP se stranou BC a F prusec¢ik pfimky BP se
stranou AC. Dokazte, ze i kruznice vepsané trojihelnikim ADP a BCP jsou shodné.
[49-A-1II-2]



3. Na tabuli jsou napsdna cisla 1, 2, ..., 33. V jednom kroku zvolime na tabuli dvé
cisla, z nichz jedno je délitelem druhého, obe smaZeme a na tabuli napiseme jejich
(celociselny) podil. Takto pokracujeme, aZ na tabuli zistanou jen ¢isla, z nichz Zadné
nent délitelem jiného. (V jednom kroku muZeme smazat i dvé stejnd ¢isla a nahradit
je cislem 1.) Kolik nejméné cisel miuze na tabuli zustat?

RESEN{. Na tabuli zfejmé budou stale jen ¢isla z mnoziny M = {1,2,...,33}.
Prvocisla 17, 19, 23, 29 a 31 tam budou napsana porad, a to kazdé jedenkrat, protoze
nemaji zaddného délitele riizného od 1 a mnozina M ani neobsahuje zadny jejich nasobek
(takze nikdy nemohou z tabule zmizet, ani se objevit v dalsim exemplafi).

Vysvétlime nyni, pro¢ na tabuli budou kromé uvedenych péti prvocisel napsana
vzdy jesté néktera dveé dalsi ¢isla. Soucin S vSech ¢isel zapsanych na tabuli je na pocatku
roven

S =331=2%.3%.57.74.11%.13% . 17-19- 23 - 29 - 31. (1)

V kazdém kroku zvolime néjakou dvojici ¢isel (z,y) s vlastnosti x | y, tedy ¢isla tvaru
x = a a y = ka, a nahradime je jednim ¢islem y/x = k. Soucin vSech ¢isel na tabuli se
pfitom zméni z dosavadni hodnoty S na novou hodnotu S/a?, nebot dva ¢initelé z, y
o sou¢inu xy = ka? piejdou v jeden novy &initel k (a ostatni ¢initelé se nezméni). Je
jasné, ze pii zméné S — S/a? se exponent libovolného prvocinitele p z rozkladu ¢isla S
budto zachova (pokud p 1 a), nebo snizi o sudé ¢islo (rovné exponentu p v rozkladu
¢isla a?). V zadném piipadé se tedy nezméni parita (sudé-lichd) exponentu zddného
z prvocinitelt. Proto kazdé z prvocisel, které mélo na pocéatku v rozkladu (1) lichy
exponent, bude mit lichy exponent v rozkladu meéniciho se S i po libovolném poctu
krokt. Takové jsou (kromé 17, 19, 23, 29 a 31) rovnéz prvocisla 2, 3, 5 a 11. Znamena
to, ze na tabuli budou stale zastoupena (ne nezbytné ¢tyfi riznd) c¢isla, kterd jsou
témito jednotlivymi ¢tyFmi prvoéisly délitelnd. NemuzZe to byt ovSem jediné ¢islo (nebot
2-3-5-11 > 33), takze to musi byt aspon dvé ¢isla, napiiklad 10 a 33 (nebo 11 a 30
anebo 15 a 22, jiné moznosti pii celkovém poc¢tu sedmi ¢isel na tabuli neexistuji). Tak
jsme dokazali, ze na tabuli bude skutecné vzdy napsano nejméné 7 cisel.

Zbyva popsat néjakou posloupnost kroki, po niz na tabuli 7 ¢isel ztistane. Existuje
mnoho moznosti, mizeme napiiklad dat ,stranou” prvocisla 17, 19, 23, 29, 31 a c¢isla 10
a 33, a se zbylymi ¢isly provést nasledujici kroky:

32,16 — 2, 30,15 —2, 28,14 —2, 26,13 —2, 24,12 -2 22,11 — 2,
27,9 —3, 21,7—3, 18,6 -3, 25,5—5, 20,4—5, 8,24,
551, 42—-2 33—1 33—1 22-1 221, 22-1.

Po téchto krocich uz je na tabuli (kromé sedmi ¢isel stranou) uz jen 7 jednicek, které

vSechny odstranime Sesti kroky 1,1 — 1 a poslednim krokem napi. 10,1 — 10.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Urcete, kolika nulami konéi dekadicky zépis ¢isla 33!. [Sedmi nulami. Staci zjistit, s ja-
kymi exponenty vystupuji prvocisla 2 a 5 v rozkladu daného faktoridlu na prvodinitele.
Lze to provést konkrétnim rozborem soucinu 1-2-3-...-33, nebo vyuzit znadmou poucku:
pocet vyskyta prvocisla p v rozkladu ¢isla n! na prvocinitele je roven souctu

ENERER

kde |z] znadi dolni celou ¢ast ¢isla x a s¢itani probihé, dokud mocnina p* ve jmenovateli
zlomku nepfevysuje ¢itatel n. Cely rozklad ¢isla 33! je uveden v feSeni soutézni tlohy.]
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N2. Dokazte, ze ¢islo N = 46! - 47! - 48! - 49! neni druhou mocninou celého ¢isla, a pak na-
jdéte jeho nejvétsi délitel, ktery je druhou mocninou celého é&isla. [Cislo N neni druhou
mocninou, protoze v jeho rozkladu na prvocinitele vystupuje prvocislo 47 s lichym expo-
nentem 3. Z vyjadieni N = (46!)4-47-(47-48)-(47-48-49) = (46!)*.473.(482)-72 plyne, ze
nejvétsi druhou mocninou, kterd je délitelem ¢isla N, je éislo (46!)%4-472-482.72 = N/47.]

N3. Najdéte nejmensi celé kladné n, pro néz existuje poradi (z1,z2,...,210) ¢isel 1,2,...,
10, jez vyhovuje rovnici

L1X2X3T4IT5 1

TELTTELIT10 n
[Hledané n je rovno 7. Protoze 10! = 28 . 3% . 52 . 7, nelze zlomek v levé strané rovnice
kratit ¢islem 7, takze musi byt n 2 7. Hodnot& n = 7 odpovida napfiklad platnd rovnost
1-34.6-10 _ 1 ]

25789 7

N4. Na tabuli je zapsano sedm ¢&isel p2, pq, ¢2, p3, p?q, pg® a g3, kde p a ¢ jsou dvé
ruzné prvocisla. Po Sesti krocich popsanych v soutézni tloze ziistalo na tabuli jediné
¢islo. Urcete ho bez rozboru vSech moznych postupd, jakymi lze jednotlivé kroky volit.
[Posledni ¢&islo na tabuli bude pq. Soucin viech ¢isel na tabuli je na pocatku p®¢?, a proto
po kazdém kroku bude mit hodnotu p™q™ s lichymi exponenty m a n, jak je vysvétleno
v feseni soutézni ulohy. Pro ¢islo p™q", které jako jediné ztistane nakonec, navic musi
platit m + n < 3 (jako pro kazdé &islo, jez dostaneme v pritbéhu provadénych kroki),
takze musi byt m = n = 1. Mozny postup krokt: p3,p? — p; ¢3,¢%> — ¢; p%q,p — pg;
pa?,q — pg; pq,pq — 15 pg,1 — pq.]

D1. V kazdém vrcholu pravidelného 2008-tihelniku lezi jedna mince. Vybereme dvé mince
a premistime kazdou z nich do sousedniho vrcholu tak, Ze jedna se posune ve sméru
a druhd proti sméru chodu hodinovych ruci¢ek. Rozhodnéte, zda je mozno timto zpi-
sobem vSechny mince postupné presunout:

a) na 8 hromadek po 251 minci, b) na 251 hromédek po 8 mincich. [58—-A-I-5]

D2. V kazdém z vrchola pravidelného n-thelniku Aj As ... A, lezi uréity pocet minci: ve
vrcholu Ay je to pravé k minci, 1 £ k < n. Vybereme dvé mince a pfemistime kazdou
z nich do sousedniho vrcholu tak, Ze jedna se posune ve sméru a druhd proti sméru
chodu hodinovych rucicek. Rozhodnéte, pro kterda n lze po konecném poctu takovych
premisténi docilit toho, Zze pro libovolné k, 1 < k < n, bude ve vrcholu Ay lezet
n + 1 — k minci. [58-A-TII-5]

D3. Najdéte nejmensi prirozené Cislo, které lze dostat doplnénim zavorek do vyrazu

15:14:13:12:11:10:9:8:7:6:5:4:3:2.
[48—A—T-1]
D4. Do citatele i jmenovatele zlomku
20:28:27:26:25:24:23:22:21:20:19:18:17:16
15:14:13:12:11:10:9:8:7:6:5:4:3:2
smime opakované vpisovat zavorky, a to vzdy na stejnd mista pod sebe.

a) Urcete nejmensi moznou celo¢iselnou hodnotu vysledného vyrazu.
b) Najdéte vSechny mozné celo¢iselné hodnoty vysledného vyrazu. [48—A—III-1]

4. V libovolném ostrouhlém riznostranném trojuhelniku ABC oznac¢me O, V a S po
rade stred kruznice opsane, prisecik vysek a stred kruZnice vepsané. DokaZte, Ze osa
usecky OV prochdzi bodem S, pravé kdyz jeden vnitrni uhel trojuhelniku ABC ma
velikost 60°.

RESENI. Nejprve ukézeme, Ze v kazdém ostrotithlém trojihelniku ABC plati
v=60° <— |CO|=|CV]|. (1)

K tomu uvazime trojihelniky CVAy a COBy, kde Ay je pata vysky z vrcholu A a By
je stfed strany AC' (obr.3). Z pravouhlého trojihelniku AC Ay plyne

v =60° — |CA0|:@ < |CAy| =|CBy|.



Posledni je rovnost délek odvésen pravouhlych trojuhelnikit CVAy a COBy, jejichz vy-
znacené vnitini thly VCAg a OC By maji shodnou velikost 90° — 3. (Pro tthel CVAq to
plyne z pravouhlého trojihelniku BCCy, kde Cy je pata vysky z vrcholu C na stranu AB,
pro thel OCB; to plyne z rovnoramenného trojuhelniku AC'O, ktery méa u hlavniho
vrcholu O thel 23 diky vété o obvodovém a stfedovém thlu v opsané kruznici.) Proto
je shodnost odvésen C' Ay, C'B; ekvivalentni se shodnosti prepon CO a C'V, coz doka-
zuje (1).

Obr. 3

Nyni zapojime do tivah stied S kruznice vepsané. Ze zminéné shodnosti thld VCAq
a OCBj plyne, ze v kazdém ostrotihlém trojihelniku ABC' je polopfimka C'S nejen
osou thlu ACB, ale také osou thlu OCV. Tato osa je v pfipadé v = 60°, kdy jak vime
|CO| = |CV|, osou zdkladny OV rovnoramenného trojuhelniku OV C' (body O a V' jsou
ruzné, nebot podle zadani tlohy je trojihelnik ABC riznostranny), takze stied S na
ose usecky OV skutec¢né lezi. Stejné tak tomu je i v pfipadech o = 60°, resp. § = 60°.

Pripustme nyni, Zze stfed S lezi na ose tsecky OV, avSak zadny z thli «, 3, v
neni 60°. Podle (1) tudiz plati |AO| # |AV|, |BO| # |BV| a |CO| # |CV|. Podivejme se
znovu na trojihelnik OV, v némz tedy osa C'S vnitfniho tthlu OCV nesplyva s osou
protéjsi strany OV, takze jejich jediny spoleény bod S lezi na kruznici trojihelniku OV C
opsané (tento znamy fakt uvadime v tloze N2). Jinak fefeno, bod C' lezi na kruznici
opsané trojuhelniku OV S. Ze stejnych duvodu na této kruznici lezi i body A a B,
takze se jedna o kruznici opsanou trojuhelniku ABC, ktera vsak nikdy svym stiedem O
neprochazi. Tak jsme dostali spor, ktery ukazuje, ze pripusténa situace nemiize nastat.
Tim je Teseni celé ulohy u konce.

Pozndmka 1.7 druhé ¢asti Feseni vyplyva tento poznatek: ma-li ihel v (ostroihlého)
trojuhelniku ABC velikost 60°, lezi vrcholy A a B na jedné kruznici s prusecikem vysek,
sttedem opsané kruznice i stfedem vepsané kruznice. Jednodussi zdtivodnéni nabizime
v uloze N1.

Poznamka 2. Kli¢ovou ekvivalenci (1) z podaného feSeni lze rovnéz dokazat trigo-
nometricky. Plati totiz vzorce

C C
oV = —, (2)

|CO| = — a
2sinvy tgy

podle kterych jsou tusecky CO a CV shodné, pravé kdyz je thel v feSenim rovnice
2siny = tg~, kterd je zfejmé ekvivalentni s rovnici cosvy = %, jez ma v intervalu
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(0°,90°) jediné fesSeni v = 60°. Prvni ze vzorcu (2) plyne z tzv. rozsifené sinové véty

a b c

— == =2r
sina  sinf  sin7y

kde r je polomér kruznice opsané trojihelniku ABC, o druhém vzorci v (2) pojednava

uloha D1.

Pozndmka 3. Ekvivalenci (1) z podaného feSeni muzeme dokdzat i bez velkého
pocitani: prisecik vysek daného trojihelniku totiz vzdy lezi na kruznici soumérné sdru-
zené s kruznici trojihelniku opsanou podle pfimky AB (v nasem piipadé). Vzhledem
k tomu, ze takova kruznice je zaroven obrazem kruznice opsané v posunuti o vektor CV/,
zavisi velikost |C'V| v dané opsané kruznici jen na velikosti tétivy AB (¢i odpovidajicim
obvodovém thlu), a nikoli na poloze bodu C. Proto rovnost |CV| = r = |CO| nastane,
pravé kdyz zminénd sdruzend kruznice prochézi sttedem O kruznice trojihelniku opsané,
tj. pravé kdyz ptislusna strana lezi proti (obvodovému) tihlu velikosti 60°.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

Dokazte, ze v kazdém ostrothlém trojuhelniku ABC (pii oznadeni O, S, V ze sou-
tézni dlohy) plati | xAOB| = 2v, |xASB| = 90° + v/2, | xAVB| = 180° — 4. Jaky
disledek maji tyto rovnosti v pfipadé v = 60°? [Prvni rovnost je vztahem obvodového
a stfedového thlu, pro druhou, resp. tfeti rovnost uvazte, ze v trojuhelniku ASB, resp.
AV B maji dva vnitini ahly velikosti a/2 a (3/2, resp. 90° — a a 90° — 3, a v obou
ptipadech dopodététe tieti thel. Protoze body O, S, V lezi ve stejné poloroviné vytaté
pfimkou AB, v pfipadé v = 60° ze shodnosti thlat AOB, ASB, AV B (vSechny tfi jsou
120°) plyne, ze body A, B, O, S, V lezi na jedné kruznici.]

Pokud strany KM a LM daného trojiuhelniku K LM nejsou shodné, protne osa vniti-
niho thlu KML osu strany KL v bodé, ktery lezi na kruznici, ktera je trojuhelniku
KLM opséna. Dokazte. [Snazsi je dokdzat obecnégjsi tvrzeni, ze osa vnitfniho uhlu
protne opsanou kruznici v bodé, ktery méa stejnou vzdalenost od zbyvajicich dvou vr-
cholti trojihelniku. Ze shodnosti dvou obvodovych thlt v kruznici totiz plyne shodnost
pfislusnych tétiv.]

V roviné je dana tsecka AB. Sestrojte mnozinu t6zist vSech ostrotihlych trojuhelnikt
ABC, pro néz plati: Vrcholy A a B, pruseCik vysek V a stfed S kruznice vepsané
trojuhelniku ABC lezi na jedné kruznici. [A-55-111-4]

Dokazte, ze pro vzdalenosti priseciku V' vysek od vrchold ostrotihlého trojihelniku
ABC plati vzorce

b
AV|= = |BV|= —, [CV|=—.
tg o tg B tgy

[Jsou-li AAg, CCo vysky ostrothlého trojuhelniku ABC a V jejich prisecik, plati
|CAog| = bcos~. Pravouhly trojuhelnik CAgV méa u vrcholu C thel 90° — 3, takze
|CAg| = |CV]cos(90° — 3) = |CV|sin 8. Porovnanim dostaneme bcosvy = |CV|sin g,

coz spolu s rovnosti b/sin 8 = ¢/sin~ (sinova véta) dava |[CV| = (b/sinf3) - cosy =
= (¢/sin7y) - cosy = c¢/tgy. Tieti ze vzorcu je dokdzan, prvni dva plati z divodu
symetrie.]

5. V kadi je ro ryb, spolecny ulovek n rybari. Prichdzeji pro sviuj dil jednotlive, kaZdy
st mysli, Ze se dostavil jako pruni, a aby si vzal presné n-tinu aktudlniho poctu
ryb v kadi, musi predtim jednu z ryb pustit zpéet do more. Urcete nejmensi mozné
¢islo o v zdvislosti na daném n = 2, kdyz i posledni rybdv si aspori jednu rybu

odnese.



RESEN{. Pro kazdé k = 1,2,...,n oznaéme 7, po¢et ryb v kadi poté, co si k-t§
rybar odnese sviij dil. Tyto pocty jsou podle zadani urceny pocatecni hodnotou rg
a rekurentnimi vztahy

n—1

Tkl = (re. —1) (k=0,1,...,n—1).

Zapisme je ve vyhodném tvaru

n a d=-—_" (1)
n n

Tk+1 =q Tk +d, kde ¢q=

Rekurentni rovnice 711 = ¢ - rx +d (g, d = konst.) je pomérné obvykla v fadé aplikaci.
Odvodime proto nejprve, jaké piimé vyjadieni ma kazdy clen rj, takové posloupnosti
r0,71,72,... pi obecnych ¢, d a dané pocatecni hodnoté ry. Teprve poté se vratime
k nasi tloze a do vysledku dosadime hodnoty ¢, d pfipsané v (1).

Vsimnéme si predné€, ze v pfipadé ¢ = 1 dostavame rovnici ;1 = ri+d, podle které
je zkoumana posloupnost aritmetickd s diferenci d, takze jeji obecny ¢len ma vyjadieni
ry = ro + kd. V pripadé q # 1 z rekurentni rovnice postupné dostaneme

ry = qro +d,

ro =qr1+d=q(qro +d) + d = ¢’ro + (¢ + 1)d,

r3 = qro +d = q(¢*ro + (¢ + 1)d) +d = ¢®ro + (¢*> + g + 1)d,
ra=qrs+d=q(¢’ro+ (¢ +q+1)d) +d = ¢*ro + (¢* + ¢* + ¢ + 1)d,

Takto nachézime vyjadifeni
e =q"ro + (" "+ F g+ 1)d

Uplatnime-li zndmy vzorec pro soucet k£ ¢lenti geometrické posloupnosti s kvocientem
q # 1, dojdeme k zéavéru, ze pro kazdé k = 0 je ¢len r; dan pfimym vzorcem

k_1)d d d
rk:qkro-l—u:qk(ro-l- )— .
qg—1 q—1 g—1

V nasem konkrétnim piipadé plati

d _ (1-n)/n 1
g—1 (n—-1)/n-1 ’

odkud nachézime vyjadfeni jednotlivych hodnot r; ve tvaru

— 1)k —1
rk:(n )(£z+n )—n—i—l (k=0,1,2...,n).

Vzhledem k nesoudélnosti dvojice ¢&isel (n — 1), n* jsou takové hodnoty rj celociselné,
pravé kdy? je éislo ro+n—1 délitelné véemi zastoupenymi mocninami n*, z nichZ nejvyssi
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je mocnina n". Hledana nutna i postacujici podminka ma proto tvar: pro nékteré celé j
plati ro +n —1 = j-n" neboli rg = j-n™ —n + 1. Pomoci tohoto parametru j pak maji
vSechny cleny rj vyjadreni

re=j-n—=1)%n""F—n4+1 (k=0,1,2...,n). (2)

Zbyvé zjistit nejmensi celé j = 1, pii kterém jsou vSechna ¢isla r, dand vztahy (2)
kladna. Protoze tato ¢isla zfejmé tvori klesajici posloupnost, nejmensi z nich je cislo
rn=7-(n—1)"—n+1, coz je pti n = 3 ¢islo kladné jiz pti j = 1 (tehdy ro = n™ —n+1),
zatimco pii n = 2 to plati az pti j = 2 (tehdy ro =2-22 - 1=7).

Odpovéd: Hledany nejmensi pocet ryb je ro = 7pron =2 arg =n" —n -+ 1 pro
kazdé n = 3.

JINE RESENI. Posloupnost rg,71,...,r, mizeme pocitat i ,odzadu“, tj. pomoci
posledniho ¢lenu 7,, vyjadfovat ¢leny predchozi. S vyuzitim rekurentniho vztahu

n

= 1, kd =
Ty = qrg+1 + 1, e q —

kvocient ¢ ma nyni prevracenou hodnotu oproti hodnoté v ptivodnim feseni), postupné
Yy
prok=n—1,n—2,...,1,0 dostavame:

Tn_1=qry, + 1,

Tnoa = qrp—1+1=¢r, +q+1,

Tnog =(qrp_o+1= q3rn -i—q2 +qg+1,
Tnea=qrns+1=q'rn+¢ +¢ +q+1,

Podobné jako v pivodnim feSeni (s¢itédni ¢lenti geometrické posloupnosti a nésledné
dosazeni kvocientu ¢ zde vynechame) tak dospé&jeme ke vzorcim

n*(r, +n—1)

-n+1 (k=0,1,...,n) (3)

Protoze ¢&isla n* a (n—1)* jsou nesoudélnd, hodnoty 7,_j jsou vesmés celo¢iselné, prave
kdyz (n — 1)" | r, +n — 1, neboli v, = j - (n — 1)" — n + 1, ¢emuz odpovida (podle
vzorce (3) pro k = n) poc¢atecni hodnota ro = j-n" —n+ 1. Tak jsme dosli ke stejnému
zavéru jako pii ptivodnim postupu.

Poznamka. Nalezeni vzorca pro ¢leny 7 se pri obou postupech znac¢né zjednodu-
81, kdyz si povSimneme, Ze pozménéna posloupnost tvofend Cisly r;, = rp +n —1 je
geometrickd. Na tuto moznost fesSeni rekurentnich rovnic (1) upozornujeme v uloze N2.

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:
N1. Najdéte vzorec pro obecny ¢len posloupnosti zadané rekurentné:
a) o =2, Tp41 = 2z, — 3,
b) z0 = g, Tht1 = 4zp + 1,
c) o =2, Tpy1 = % (4 —zp).
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[Jedna se o rovnice tvaru zp41 = gz + d, takze je mizeme Fesit metodou popsanou
v feseni soutézni tlohy. Vysledky: a) x, = 3—2,b) ), = 3-4F -1, ¢) 2, = (—%)k +1.]

N2. Priklady z N1 feste odlisSnym postupem: ukazte, Ze rovnici x1 = gz, +d lze v pfipadé
g # 1 upravit na tvar 2541 — ¢ = g(xx — ¢) s vhodnou konstantou c. Jakmile takové ¢
najdete, dostanete geometrickou posloupnost ¢isel xp — ¢, pro kterou okamzité vychazi
z) — ¢ = ¢"(zo — ¢) neboli z, = ¢ + ¢*(zo — c). [Upravené rovnice jsou a) zx4; — 3 =
=2(zr —3), b) 41+ % = 4(xk + %), c) Tp41—1= —%(xk —1). Obecné jsou rovnice
Tit1 = gz +d a 1 — ¢ = g(xg — ¢) ekvivalentni, pravé kdyz plati d = ¢ — gc, tj.
vyhovujici ¢ je tvaru ¢ = d/(1 — q).]

D1. Kdyz k cislu xg pricteme 2 a vysledek vydélime tfemi, dostaneme cislo x1. Podobné
z Cisla x1 dostaneme cislo 2, z Cisla x2 Cislo x3 atd. Pro dané n urcete vsSechna ta
celd éisla xg, pro néz jsou rovnéz celd i vSechna éisla x1,x2, ..., zn. [Podle rekurentni
rovnice T41 = %(xk +2) prepsané metodou z tlohy N2 do tvaru z541 —1 = %(xk -1)
malji ¢isla 2, obecné vyjadieni xp = 14 (zo — 1)/3%. Vsechna &isla o, x1, ..., 2z, (pfi
daném n) jsou tedy celd, pravé kdyz je éislo zo — 1 celym néasobkem kazdé z mocnin
39,3%,...,3", tj. pravé kdyz zo = j - 3" + 1 pro nékteré celé j.]

6. Pro dané prvocislo p urcete pocet (vsech) uspotadanych trojic (a,b,c) ¢isel z mno-
Ziny {1,2,3,...,2p%}, které spliiuji vztah

la, ] +[b,c] _p*+1
a+b  p2+2

bl

kde [x,y] znaci nejmensi spolecény nasobek cisel x a y.

RESEN{. V zadané rovnici bude vyhodné pfejit od nejmensich spole¢nych nasobkii
k nejvétsim spoleénym délitelim, a to pomoci znamého vztahu (z,y) - [z,y] =z -y (viz
ulohu N3). Ozna¢me proto u = (a,c), v = (b, ¢) a levou stranu rovnice piepisme takto:

[a,(jii[)b,c] B ac/ziic/v _ (a b) o c

w ' v) a+b

Zadanou rovnici 1ze proto (po vynasobeni zlomkem (a + b)/c) zapsat v ekvivalentnim
tvaru

b p*+1
B 2

v p?

(a+D). (1)

gle

_|_
Porovnejme odhady velikosti vyrazt v (1). Protoze p?> > 0, pro zlomek na pravé
strané (1) zfejmé plati

takze v dusledku (1) musi byt

a+b a b
— 4+ - . 2
5 <u+v<a+b (2)

Diky levé nerovnosti nemohou byt obé pfirozend ¢isla u, v vétsi nez 1, nebot z ne-
rovnosti u = 2 a v 2 2 bychom dostali

a-+b
5

A

+

S| o

gle
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Aspon jedno z ¢isel u, v je tedy rovno jedné. Prava nerovnost v (2) vsak vylucuje pripad
u = v = 1. Cislu 1 se tudiz rovna pravé jedno z ¢isel u, v. S ohledem na symetrii
rozebereme pouze pripad u =1 a v = 2.

Protoze ¢islo v jsme zavedli vztahem v = (b, ¢), je zlomek b/v roven nékterému
prirozenému ¢islu b;. Dosadime nyni hodnoty u =1 a b = byv do (1) a vzniklou rovnici
vyfreSime vzhledem k proménné a:

2
a4 by = ii; (a+ byv),
(p2+2)(a+b1) (p? 4+ 1)(a + byv),
= b1((p* + 1)v —p* - 2). (3)

Kdyby platilo v = 3, dostali bychom z posledni rovnosti odhad
az(p’+lv—-p*-223(p*+1)—p* -2=2p" +1,

a to je ve sporu s nerovnosti a < 2p? danou oborem, ve kterém podle zad4ni lohy maji
hodnoty a, b, c lezet. Plati tedy opacné nerovnost v < 3, ktera spolu s predpokladem
v 2 2 vede k zavéru, ze nutné v = 2. Rovnice (3) tak prechézi v rovnici

a=0b1(2(p* +1) — p* — 2) = p°by,

kterou v zadaném oboru hodnot a, mnoZiné {1, 2,3, ...,2p?}, snadno vyfesime.

Protoze je tedy a < 2p?, je by < 2. P¥itom z podminek v = (a,c) = lav = (b,c) = 2
plyne, Ze c je sudé ¢islo s ¢islem a nesoudélné. Z rovnosti a = p?b; tak plyne, ze by = 1
a p je liché prvocislo. Je tudiz a = p?b; = p> a b = bjv = 1-2 = 2. Pro ¢islo ¢ to
znamena nasledujici zptresnéni: ¢ je sudé cislo, které neni nasobkem daného prvocisla p.

Ktera c € {1,2,3,...,2p?} takovou podminku spliiuji a kolik jich je? Jak uz vime,
pro p = 2 7adné takové c¢ neexistuje. Pro liché p pak ze vsech p? moznych sudych &isel
c=2,4,6,...,2p? vylouéime viechny nasobky ¢isla p, tedy pravée p éisel 2p, 4p, . . ., 2p?;
vyhovujicich hodnot je proto pravé p? — p. Takovy je tedy pocet vSech hledanych trojic
(a,b,¢) = (p?,2,c) v rozebraném piipadé, kdy v = 1 a v = 2. Ve druhém mozném
piipadé, kdy naopak v = 1 a u = 2, existuje s ohledem na symetrii stejny pocet p?> — p
vyhovujicich trojic, které jsou tentokrat vsechny tvaru (2,p?, c). (Popis vyhovujicich
trojic zahrneme i do odpovédi, prestoZe to zadani ilohy nevyzaduje.)

Odpovéd: V piipadé p = 2 zadné vyhovujici trojice neexistuji, v pripadé lichého
prvodisla p je jich pravé 2(p? — p) a vsechny jsou tvaru

(a,b,c) = (p2, 2,¢) nebo (a,b,c)= (2,p2, c),

kde c € {1,2,...,2p*} je libovolné sudé ¢islo, které neni nasobkem p.

JINE RESENI. Definujme pfirozend ¢isla u, v, m, n vztahy v = (a,c), v = (b, c),
a =mu a b= nv. Pak [a,c] = mc, [b,c] = nc a po dosazeni do zadané rovnice po malé
upravé véetné zkraceni ¢islem ¢ dostaneme

(p* +2)(m +n) = (p* + 1) (mu + nv).
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Diky nesoudélnosti &sel p? + 1 a p? + 2 existuje pfirozené ¢éislo k takové, Ze
m+n=k(p*+1) a mu+nv=k(p*+2). (1)
Vyfesme nyni soustavu rovnic (1) pro neznamé m a n, poklddaje u a v za parametry.

Ziejmé u # v, predpoklddejme tedy dale, ze u > v (pfipad u < v se diky symetrii
rozebere stejné). Soustava (1) mé jediné FeSeni

u—"v u—"ov

k(p? +2—v(p® +1)) - F(u(p? +1) —p* —2)

Z nerovnosti u — v > 0 a m > 0 plyne p? + 2 — v(p? + 1) > 0 neboli

242 1
A2
p*+1 p*+1

v < < 2,

takze nutné plati v = 1 a vzorce pro m, n prejdou do tvaru

k E(u(p? +1) —p? —2) 9 o
— = +1)—p° —2).
— & n — m(u(p )—p )

Kdyby pro ¢islo u > 1 platilo © = 3, méli bychom z posledni rovnosti
nZuP?+1)-p*-223p°+1)-p*-2=2p" +1,

coZ je ve sporu s tim, ze n = nv = b < 2p?. Je tedy nutné u = 2 a vzorce pro m, n
ziskavaji definitivni podobu
m=%k a n=kp?

tudiz (s ohledem na n < 2p?) musi byt bud k = 1, nebo k = 2.

Je-li k = 1, madme a = mu = 2, b = nv = p? a &slo ¢ spliiuje podminky (a,c) =
= (2,¢) =2 a (b,c) = (p?,¢) = 1. Takova &isla ¢ existuji, jen kdyz je prvocislo p liché,
a v zadaném intervalu jich je pravé p? — p.

Je-li k = 2, médme a = 4 a b = 2p? a &islo ¢ spliiuje podminky (a,c) = (4,¢) = 2
a (b,c) = (2p?, ¢) = 1. Zadné takové ¢ (které by bylo sudé i liché) ziejmé neexistuje.

V piipadé u < v s ohledem na symetrii existuje rovnéz p? — p vyhovujicich trojic,
takze jejich celkovy pocet je 2(p? — p) (je-li ovéem p = 2, 74dnd zkoumand trojice
neexistuje).

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Uréete, pro ktera pfirozend ¢isla a, b, ¢ plati [a, c] + [b,c] = (a + b)c. [Jsou to pravé ty
trojice, ve kterych je ¢islo ¢ nesoudélné jak s ¢islem a, tak s ¢islem b. SeCtenim zfejmych
nerovnosti [a,c] £ ac a [b,c] < be dostaneme [a,c] + [b,c] £ (a + b)c, pfitom rovnost
nastane, pravé kdyz [a,c] = ac a [b, ¢] = be.]

N2. Urcete, kolik (uspofddanych) dvojic pfirozenych ¢&isel a, b spliiuje rovnici

a) [a,70] +[b,70] = 210, b) 57 + s0] = 30
[a) 64 dvojic, b) 16 dvojic. Ad a): Soucet [a,70] + [b, 70] dvou nésobk ¢isla 70 musi
byt tvaru 70 + 140, nebo 140 + 70. Jedno z éisel [a, 70], [b, 70] je tedy 70, druhé je 140.
Rovnici [z, 70] = 70 spliiuji pravé ta x, jez jsou déliteli éisla 70 = 2 -5 -7 (je jich 8),
FeSenimi rovnice [y, 70] = 140 jsou pravé ¢isla y = 4d, kde d je délitel ¢isla 35 =57
(jsou tedy 4). Proto mé puvodni rovnice 2 - 8 - 4 = 64 feSeni. Ad b): Jmenovatelé
obou zlomku z levé strany rovnice jsou nasobky triceti, zadny se vSak nemuiize rovnat
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N3.

D1.

D2.

D3.

&islu 30, jak plyne z porovnani s pravou stranou rovnice. Musi tedy platit [a, 30] = 60
a [b,30] 2 60, odkud m + ﬁ < 6_10 + 6_10 = %. Rovnost nastane, pravé kdyz
[a, 30] = [b, 30] = 60 neboli a = 4m a b = 4n, kde m, n jsou délitelé ¢isla 15 = 3-5. Ty
jsou &tyfi, takze vSech dvojic a,b je 42 = 16.]

Dokazte, Ze nejvétsi spoleény délitel (z,y) a nejmensi spoleény nésobek [z, y] libovol-
nych pfirozenych &isel x a y spliuji rovnost (z,y) - [z,y] = z - y. [Vyuzijte rovnosti
min{u, v} + max{u,v} = u+ v pro exponenty u, v kazdého prvoéisla v rozkladech &isel
Z a y na prvocinitele.]

Urcete, pro kterd pfirozena ¢isla a, b plati [a,b] + (a,b) = a + b. [Vyhovuji pravé ty
dvojice ¢isel a, b, pro néz plati a | b nebo b | a. Oznac¢me d = (a,b), pak a = ud, b = vd,
[a,b] = uvd a dany vztah je tvaru uvd + d = d(u + v) neboli uv + 1 = u + v, coz lze
upravit na (u — 1)(v — 1) = 0. To plati, pravé kdyz je alesponi jedno z &isel u, v rovno
jedné, tedy praveé kdyz d = a nebo d = b. Jinak vyjadfeno, jedno z Cisel a, b je délitelem
druhého éisla.]

Rozhodnéte, zda soucet nékterych dvou prirozenych Cisel je délitelem jejich nejmensiho
spoleéného nasobku. [Ne. Pfipustme, Ze pro nékteré pfirozend a, b, k plati [a, b] = k(a+
+b). Oznacme d = (a,b), pak a = ud, b = vd a [a, b] = uvd, kde (u,v) = 1. Po dosazeni
do rovnice dostaneme uvd = k(ud 4 vd) neboli uv = k(u+v). Z rovnosti ku = v(u — k)
plyne v | ku, tedy v | k (nebot (u,v) = 1). Podobné se odvodi vztah u | k. Z v | k
au | k (opét s ohledem na (u,v) = 1) plyne uv | k, odkud uv < k, coz protifeci rovnosti
uv = k(u + v), podle které uv 2 k(1 + 1) = 2k.]

V oboru piirozenych &isel feste rovnici z2 + y? = 13[x,y]. [Jedinymi dvéma Fesenimi
jsou dvojice 12,18 a 18,12. Oznaéme d = (z,y), pak © = ud, y = vd a [z,y] = wvd,
kde (u,v) = 1. Po dosazeni do rovnice dostaneme (u? + v?)d? = 13uvd neboli (u? +
+v2)d = 13uv. Odtud u | v2d a v | u?d, takze s ohledem na (u,v) = 1 méame u | d
a v | d, tedy rovnéz uv | d. Proto d = kuv pro vhodné celé k. Dosazenim do rovnice
(u? + v?)d = 13uv dostaneme (u? + v?)kuv = 13uv neboli (u? + v2)k = 13. Jedinym
délitelem ¢&isla 13 tvaru u? +v? je samo &islo 13 = 22 +32, takze {u,v} = {2,3} ak =1,
odkud d = kuv = 6 a {z,y} = {ud,vd} = {12,18}]
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