58. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie C

. Uvazujme vyraz
5zt —42% +5
Vig) = —— = ¢
() 4 +1

a) Dokazte, ze pro kazdé realné ¢islo x plati V(z) = 3.
b) Najdéte nejvétsi hodnotu V().
.V pravouhlém trojuhelniku ABC' oznac¢ime P patu vysky z vrcholu C na pfeponu AB
a D, E stfedy kruznic vepsanych po radé trojuhelnikim APC, C' PB. Dokazte, Ze
stfed kruznice vepsané trojuhelniku ABC' je prusecikem vysek trojihelniku CDE.
. Z mnoziny {1,2,3,...,99} je vybrano nékolik riznych ¢isel tak, Ze soucet zadnych t¥i
z nich neni nasobkem deviti.

a) Dokazte, ze mezi vybranymi ¢isly jsou nejvyse Ctyfi délitelna tfemi.

b) Ukazte, Ze vybranych ¢isel miuze byt 26.
. Pravothlému trojihelniku ABC s pfeponou AB a obsahem S je opséna kruznice.
Te¢na k této kruznici v bodé C protiné tec¢ny vedené body A a B v bodech D a FE.
Vyjadrete délku tsecky DFE pomoci délky ¢ pfepony a obsahu S.

Krajské kolo kategorie C se kona
v utery 7. dubna 2009

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feseni uloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu miize soutézici ziskat
6 bodt, tspésnym TeSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomiicky jsou psaci a rysovaci potieby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zaktm sdéli pred zahajenim soutéze.



58. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tloh krajského kola kategorie C

1. Vyraz V je zfejmé definovan pro vSechna realna cisla x.

a) Protoze % + 1 > 0 pro kazdé z, je nerovnost V(x) = 3 ekvivalentni nerovnosti
5rt—4x?+5 2 3(z* +1) neboli 22* — 422 +2 = 0. Vyraz na levé strané je roven 2(z? —1)2,
takze je nezaporny pro kazdé x.

b) VyuZijme nésledujici upravu:

sat —4x?+5  5(xt4+1) 4a? s 472
xt+1 ozt ri41 t+1

Viz) =
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Protoze zlomek — 1 je diky sudym mocnindm proménné z pro libovolné realné ¢islo x
x
2

nezaporny, nabyva vyraz V své nejvetsi hodnoty Viyax, praveé kdyz = 0, tedy pravé

kdyz = 0. Dostavame tak Vi,ax = V(0) = 5.

x4 +1

Za Uplné feseni udélte 6 bodil, z toho 2 body za vyFeSeni Casti a), 4 body za Uplné FeSeni ¢asti b): 3 body
za diikaz nerovnosti V(z) £ 5 a 1 bod za uréeni rovnosti pro z = 0. Algebraickou tpravu zlomku pro V (z)
¢asteCnym vydeélenim citatele jmenovatelem bez dalsiho tspésného zhodnoceni ocente 1 bodem.

2. V pravouhlém trojihelniku ABC' s pfeponou A B oznac¢me « velikost vnit¥niho tthlu
pii vrcholu A, ziejmé pak plati |X ACP| = 90° —«, |« PCB| = «. Stfed D kruznice vepsané
trojuhelniku APC lezi na ose tthlu PAC, takze | X DAC| = 1, a podobné i |[¥xPCE| = 1a.
Odtud pro velikost thlu AUC v trojuhelniku AUC, kde U je prusecik polopiimek AD a CE
(obr. 1), vychézi

| AUC| = 180° — (90° — a + 1a) — 2a = 90°.
To znamena, ze polopiimka AD je kolma na CE, tsecka DU je tudiz vyska v trojuhel-
niku DEC. Uplné stejné zjistime, Ze i polopfimka BE (jinak osa tthlu ABC) je kolm4

na C'D. Dostavame tak, ze prusec¢ik polopfimek AD a BE, coz je stfed kruznice vepsané
trojuhelniku ABC, je zaroven i prusecikem vysek trojuhelniku DEC.

90°—a C

Obr. 1

Jiné rfeseni. Ozna¢me F' a G odpovidajici pruseciky piimek C'D a C'E se stranou AB
(obr. 2). Podle tvrzeni 2. alohy $kolniho kola je trojihelnik C AG rovnoramenny se zaklad-
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Obr. 2

nou CG. Osa AD thlu CAG rovnoramenného trojuhelniku C'AG je tudiz i jeho osou
soumérnosti a je proto kolma na zédkladnu CG, tedy i na CE. Podobné zjistime, Ze i troj-
thelnik CBF je rovnoramenny se zakladnou CF', takze osa BE thlu F'BC' je kolmé na
CF, tedy i na CD. Prisecik obou os AD a BE je tak nejen stfedem kruznice vepsané
trojuhelniku ABC, ale i prisecikem vysSek trojuhelniku CDFE, coz jsme méli dokazat.

Za Uplné feseni udélte 6 bodl. V opacném piipadé oceiite 1 bodem jednotlivé dil¢i poznatky vedouci
k feSeni (napfiklad vypocet jednoho z uhlt ACP ¢éi PCE). Za odhaleni rovnoramenného trojuhelniku
CAG ¢ CBF a odkaz na skolni tlohu udélte 3 body stejné jako za jiny dikaz kolmosti AD a CFE ¢ BE
a CD.

3. Podle zbytkt pti déleni deviti rozdélime vSech 99 uvazovanych cisel do deviti
jedenactiprvkovych t¥id Ty, T1,...,Ts (do tfidy 7T; patfi vSechna ¢isla se zbytkem i):

To = {9,18,27,...,99},
T, = {1,10,19,...,91},
Ty = {2,11,20,...,92},

Ts = {8,17,26,...,98}.

a) Nasim tkolem je dokézat, ze v Ty UT3 U Ty lezi nejvySe ¢tyfi vybrand ¢isla. Z kazdé
ze t¥id Ty, T3, Tg mohou pochéazet nejvyse dvé z vybranych ¢isel (soucet libovolnych t¥i ¢isel
z jedné takové tfidy uz totiz délitelny deviti je). ProtoZe soucet libovolnych tii ¢isel, ktera
po jednom lezi ve tfidach Ty, T5 a T, je deviti délitelny, aspon jedna z téchto t¥id zadné
vybrané ¢islo neobsahuje. Z obou vyslovenych zavéru plyne dokazované tvrzeni: vybranych
C¢isel délitelnych tiemi je totiz nejvyse 2 + 2 + 0 = 4.

b) Ukazme, Ze vyhovujici vybér muze obsahovat 26 ¢isel. Vybereme po dvou ¢islech
z Ty, T5 a po 11 &islech (tedy vSechna ¢isla) z T7 a Ts. Dostaneme tak celkem 2-2+2-11 = 26
Cisel; pritom soucet libovolnych tii z nich dava pri déleni deviti zbytek alespon 04041 = 1,
nejvyse vsak 2 + 3 + 3 = §, takze deviti délitelny byt nemize.

Za plné feseni udélte 6 bodd, a to 3 body a 3 body za ¢ast b). Pokud zaci v ¢asti b) pouze udaji mnozinu

26 cisel, kterd spliuje podminku ze zadani, aniz by tento fakt néjak odidvodnili, udélte za tuto ¢ast pouze
1 bod.

4. Oznacme O stfed opsané kruznice, tedy stfed prepony AB daného pravouhlého
trojuhelniku ABC, a v velikost jeho vysky na pfeponu (obr. 3). Trojihelnik EDO je ziejmé



Obr. 3

rovnéz pravouhly, protoze jeho strany DO a EO jsou kolmé na odvésny trojihelniku ABC;
pfitom jeho vyskou na pfeponu je tsecka OC (o velikosti %c) Vzhledem k soumérnosti
usecky AC podle osy OD plati pro jeho thel pii vrcholu D, ze |<CDO| = 90° —|<xCOD| =
= 90°—|xAOD| = a. Trojuhelniky EDO a ABC jsou tudiz podobné (uu). Koeficient k této
podobnosti je dan pomérem délek odpovidajicich vysek na ptrepony, takze k = |OC|/v =

= %c/v, a protoze vc = 25, je
2

c
k=—.
45
V uvedené podobnosti odpovida pieponé AB pifepona DFE, proto pro jeji velikost plati
3
c
DE| =kc=—.
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Jiné feseni. Ze soumérnosti tecen z bodu ke kruznici plyne, Ze oba trojuhelniky AC'D
i BCFE jsou rovnoramenné, |AD| = |DC|, | BE| = |C'E|. Rovnoramenné jsou i trojuhelniky
ACO a BCO, kde O je stied pfepony AB (ramena obou trojihelnikt maji velikost polo-
méru kruznice opsané pravouhlému trojihelniku ABC, coz je %c) Ukéazeme, ze jde o dvé
dvojice podobnych trojuhelniki ACD ~ BCO a ACO ~ BCE. K tomu si sta¢i vSimnout,
ze ve ¢tytuhelniku AOC D, ktery je slozen ze dvou shodnych pravothlych trojihelnik, plati
|xCDA| = 180° — |<AOC| = |xCOB|. Rovnoramenné trojuhelniky ACD a BCO jsou
tedy podobné podle véty uwu. Z této podobnosti plyne rovnost |CD|: |CA| =|CO|: |CB],
takZe p¥i béZzném oznadeni odvésen dostavame |C'D| = 1cb/a, a z podobnosti trojthelnikd
ACO a BCE pak |[CE| = %ca/b. Celkem tak je

cb ca cb?+ca®  c(a®+b?)
|DE|_|DC|+|CE\—%+%— 5ah - 2328 " 15

Pozndmky. Podobnost zminénych rovnoramennych trojihelnikid mizeme odvodit také
tak, ze si vSimneme rovnosti odpovidajicich thli ACO a BCFE pti zakladnéach: oba totiz
dopliiuji thel OC'B do pravého thlu (AC B, resp. OCFE). Proto ACO ~ BCE.

Dalsi moZnost skytéd objeveni rovnosti |« ADO| = |¥xBAC| = « (ramena jednoho
thlu jsou kolma na ramena druhého). Z pravothlého trojihelniku ODA tak mame |AO)| :
: |AD| = tg|xADO| = tga = a : b, takze |CD| = |AD| = icb/a, a analogicky pro
pravouhly trojuhelnik OEB.

Za plné feseni udé€lte 6 bodt. Za odhaleni vhodné rovnosti thlt udélte 3 body, za vypocet délky tsecky
DFE dalsi 3 body.




