58. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie B

1. V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic
r4+y=1,
T—y=a,
—daz 4+ 4y =22+ 4
o neznamych z, y, z a redlném parametru a.

2. Na desce 5 x 5 hrajeme hru lodé. Ze ¢tyt poli desky je vytvorena jedna lod nékterého
z tvarta
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Muzeme se zeptat na libovolné pole desky, a pokud lod zasdhneme, hra kondi.
a) Navrhnéte osm poli, na néz se sta¢i otazat, abychom méli jistotu zasahu lodé.
b) Zduvodnéte, ze zidnych sedm otazek takovou jistotu nedava.

3. Je dan ostrouhly trojihelnik ABC, ktery neni rovnoramenny. Oznac¢me K prusecik
osy thlu AC B s osou strany AB. Pfimka C'K protne vysky z vrcholi A a B v bodech,
které oznacime po fadé P a (). Predpokladejme, ze trojuhelniky AK P a BK() maji
stejny obsah. Urcete velikost ithlu AC'B.

4. K libovolnému pfirozenému ¢islu uréime jeho zbytky pti déleni kazdym z deseti priro-
zenych Cisel 2,3,4,...,11 a téchto deset zbytkt (nékteré mohou byt nulové) secteme.
Urcete vsechna takova ¢isla mensi nez 25000, kterd maji uvedeny soucet co nejmensi.
(Nulu za pfirozené ¢islo nepovazujeme.)

Krajské kolo kategorie B se kona
v atery 7. dubna 2009

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feseni iloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu miize soutézici ziskat
6 bodi, tspésnym feSitelem je ten zadk, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomicky jsou psaci a rysovaci potfeby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zaktum sdéli pred zahajenim soutéze.



58. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tloh krajského kola kategorie B

1. Sectenim prvni a druhé rovnice dané soustavy dostaneme 2x = 1 + a, odeCtenim
druhé rovnice od prvni 2y =1 — a. Odtud

x:%(1+a), yz%(l—a). (1)

Dosadime-li za x a y do tfeti rovnice ptivodni soustavy, dostaneme rovnici
—2a(1+a)+2(1 —a)=22>4+4 neboli 2%+ 2a*+4a+2=0,

kterou upravime na tvar
22 +2(a+ 1) =0. (2)

Oba sc¢itanci na levé strané posledni rovnice jsou nezaporné ¢isla. Jejich soucet je 0, praveé
kdyz z = 0, a = —1. Dosazenim téchto hodnot do (1) dostaneme = =0, y = 1.

Zaver: Dand soustava rovnic ma feSeni pouze proa = —1l,atox =0,y =1, z = 0.
Zkouska pri tomto postupu neni nutna.

Za Uplné reseni udélte 6 bodd, z toho 2 body za spravné vyjadfeni z a y pomoci parametru a z prvnich
dvou rovnic, 3 body za vyFeSeni rovnice (2), kterd vznikne dosazenim téchto hodnot do t¥eti rovnice a 1 bod
za uvedeni spravné odpovédi.

2. a) Staci se otazat napiiklad na ¢ernd pole v obr. 1: v kazdém Fadku i sloupci jsou
vedle sebe nejvyse dvé bila pole, zatimco kazda z lodi zabere v jednom z obou smért prave
tfi po sobé stojici pole. Aspon jedno z nich tedy bude cerné.

Obr. 1 Obr. 2

b) K zasahu lodé na desce o rozmérech 3 x 2 jsou potieba alespon dvé otazky, protoze
zadné jeji pole nelezi ve vSech lodich, které na tuto desku mizeme umistit. Na desce 5 x 5
muzeme vymezit ¢tyFi nepfekryvajici se oblasti 3 x 2 (obr. 2). I kdyby lod byla umistovana
pouze do téchto ¢tyr oblasti, sedm otazek na jeji zdsah nestaci — podle predchozi avahy
totiz potirebujeme aspon 4 x 2 = 8 otazek.

Za Uplné feseni tlohy udélte 6 bodd, z toho za ¢ast a) udélte nejvyse 2 body (a to i za pouhy nacértek bez
dalsiho zdtvodnéni), ¢ast b) ohodnotte nejvyse 4 body.



3. Ozna¢me vnitini thly v trojuhelniku ABC' obvyklym zptsobem. Ze shodnosti
obvodovych thlt ACK a BCK v kruznici opsané trojuhelniku ABC' plyne shodnost od-
povidajicich tétiv AK a BK, takze bod K pili ten z oblouktt AB, ktery lezi proti vrcholu C
(obr. 3). Podle véty o obvodovych thlech jsou velikosti thla AKC a BKC po fadé rovny

Obr. 3

0 a a. Oznacme V,, V}, paty vysek prislusnych vrcholim A, B trojihelniku ABC'. Protoze
ABC je ostrouhly trojahelnik, jsou body V, a V; vnitini body odpovidajicich stran. Velikost
thlu APK je shodna s velikosti vnitfniho tthlu pfi vrcholu P v pravothlém trojihelniku
CPV,, je tedy rovna 90° — %’y. Stejnou velikost mé analogicky i thel BQK.

Trojuhelniky AK P a BK () maji stejny obsah, shodné strany AK a BK, a tudizi vysky
na né, a navic se shoduji i v thlu proti nim. Z konstrukce trojihelniku podle dané strany,
vysky na tuto stranu a protilehlého vnitfniho thlu a ze soumeérnosti sestrojenych reseni
plyne, Ze trojuhelnik AK P je shodny bud s trojuhelnikem K BQ, anebo s trojihelnikem
BKQ. Jelikoz trojuhelnik ABC neni rovnoramenny (tj. « # 3), je trojuhelnik AK P shodny
s trojuhelnikem K B(Q. Velikost vnitiniho tthlu p¥i vrcholu A trojihelniku PAK je 180° —
- B - (90° — %7) =90° - B+ %7, takze z uvedené shodnosti plyne

90°—B+%:a neboli 900—1—%:@—1—5:1800—7.

Odtud dostavame v = 60°. Naopak pokud 7y = 60°, je | XAPK| = |[xBQK| = 60° a troj-
uhelniky AKP a KBQ jsou shodné podle véty usu, maji tedy stejny obsah.

Zdvér: Uhel ACB mé velikost 60°.

Za Gplné feSeni udélte 6 bodi, z toho 1 bod za zjisténi, ze K je stfedem oblouku AB (dukaz neni nutny,
uvede-li student, ze jde o zndmou skutecnost). Déle 1 bodem oceinte vyjadfeni velikosti vnitinich thla
v trojuhelnicich AKP a BK(Q pomoci «, (3, . Dalsi 2 body udélte za dikaz shodnosti trojahelnika AK P
a BKQ, 1 bod za vypocet Ghlu v a 1 bod za dikaz, ze z podminky v = 60° plyne shodnost (obsaht)
trojuhelnikat AKP a KBQ.



4. Uvazujme pfirozené ¢islo n < 25000 a oznaéme ry,73,...,7r17 odpovidajici mu
zbytky po déleni ¢isly 2,3,...,11. Jako soucet nezapornych zbytkt je prislusny soucet
2z =ro+rs+...4+r11 rovnéz nezaporny. V daném pripadé vsak nemuze byt roven 0, protoze
to by znamenalo, Ze ¢islo n je délitelné kazdym z prvka mnoziny M = {2,3,4,...,11},
jejichz nejmensi spolec¢ny nasobek je 27720 > 25 000.

Ukazeme, ze nejmensi mozny soucet je 1, a zaroven najdeme i vSechna c¢isla n mensi
nez 25000 s touto vlastnosti.

Je-li prislusny soucet roven 1, jsou vSechny zbytky i s vyjimkou jednoho rovny 0,
a existuje tedy pravé jedno d € M tak, ze ry = 1. Ukazeme, ze d = 7 nebo d = 11. Nemiize
ziejmé byt d < 5, to by totiz nenulovy zbytek odpovidal i ¢islu 2d € M. Kdyby zbytek 1
odpovidal jednomu z ¢isel d = 6, 8,9, 10, odpovidal by nutné i jednomu z cisel 2 nebo 3.

Pokud d = 7, musi byt hledané ¢islo nasobkem vSech ¢isel z M \ {7}, tedy nésobkem
¢isla 3960. Toto cislo dava pri déleni 7 zbytek 5, zbytek 1 dava jeho trojnasobek n =
= 3-3960 = 11880, ktery vyhovuje podminkam tlohy, a obecné kazdy (3 + 7a)-nasobek;
ovsem dalsi nasobek 10 - 3960 s vyhovujicim zbytkem je uz vétsi nez 25 000.

Pokud d = 11, musi byt hledané ¢islo nasobkem vSech ¢isel z M\ {11}, tedy nésobkem
¢isla 2 520. Protoze toto ¢islo dava pri déleni 11 zbytek 1, vyhovuje pro d = 11 jediné ono
(dalsi nasobek (1 + 11) - 2520 s vyhovujicim zbytkem je totiz uz vétsi nez 25 000).

Zaver: Hledané cisla jsou dveé, a to 11880 a 2 520.

Za uplné reseni udélte 6 bodu, za dtkaz, ze soucet zbytkt je alespon jedna, ud€lte 1 bod, za dikaz, Ze
hledané ¢islo je délitelné vSemi Cisly z M kromé 7 nebo 11, pro kterad dava zbytek 1, udélte 3 body, za nalezeni
odpovidajicich ¢isel 11880 a 2520 udélte po 1 bodu. Pokud fesitel ukaze, ze soucet zbytkl je nejvyse 1,
a uvedenim jednoho z vyhovujicich ¢isel ukaze, ze nejmensi soucet zbytki je skuteéné 1, ohodnotte jeho
feSeni 3 body (nebot tkolem bylo najit vSechna vyhovujici éisla).



