58. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ve

Ulohy domaci casti |. kola kategorie B

1. Na tabuli je napsano ctyrmistné cislo délitelné osmi, jehoZ posledni cislice je 8.
Kdybychom posledni cislici nahradili cislici 7, ziskali bychom cislo délitelné deviti.
Kdybychom vsak posledni cislici nahradili ¢islici 9, ziskali bychom cislo délitelné
sedmi. Urcete cislo, které je napsané na tabuli.

RESENI. Ozna¢me n trojmistné ¢islo uréené prvnim trojéislim (zleva) hledaného
¢tyfmistného cisla, které se pak rovna 10n + 8. Podle zadani dlohy plati

8| 10n + 8, (1)
9| 10n+ 7, (2)
7| 10n+9. (3)

Ze vztahu (1) plyne 8 | 10n neboli 4 | 5n. Cisla 4 a 5 jsou nesoudélna, proto 4 | n neboli
n = 4k, kde k je pfirozené ¢islo. Dosazenim n = 4k do vztahu (2) dostaneme 9 | 40k + 7
neboli 9 | 4k + 7. Z tabulky zbytku ¢isel 4k + 7 pii déleni deviti

ul
4k +7 |

0123456738
726150483
vidime, ze toto cislo je délitelné deviti, praveé kdyz cislo k£ pri déleni deviti dava zbytek 5.
Proto k = 91 + 5, kde [ je celé ¢islo, takze n = 4k = 36/ + 20. Dosazenim takového n do
vztahu (3) dostaneme 7 | 360/ + 209 neboli 7 | 3] — 1. Opét sestavime tabulku zbytkd,

tentokrat pii déleni cisla 3] — 1 sedmi:

a
3—1 |

1 23 456
251403
Vidime, ze 7 | 3] — 1, pravé kdyz [ = 7m + 5, kde m je celé ¢islo. Odtud dostavame,
ze v8echna celoéiselna n splilyjici trojici podminek (1)—(3) jsou tvaru n = 361 + 20 =
= 252m + 200.

Dodejme, ze namisto sestavovani tabulek jsme mohli vyuzit tprav

40k + 7 = 36k + 4(k — 5) + 27,
3601 + 209 = 357 + 3(1 — 5) + 224,

z nichz bychom jako dfive dostali 9 |k —5a 7|l —5.

Cislo n = 252m + 200 je trojmistné jediné pro m € {0,1,2,3}; hledané n je proto
z mnoziny {200, 452,704,956} a na tabuli bylo napsano jedno z ¢isel 2008, 4 528, 7048,
9568. Zkouskou (kterd ovSem pii naSem postupu neni nutnd) mizeme ovérit, ze kazdé
z téchto ¢tyt cisel vyhovuje zadani tlohy.



JINE RESENI. PFi druhém postupu budeme tvahy o délitelnosti vyhodné zapisovat
kongruencemi.! Zapis a = b (mod m) (¢teme ,a je kongruentni s b podle modulu m*)
znamena, ze Cisla a, b davaji pti déleni ¢islem m stejné zbytky neboli m | a — b.

Oznacme N hledané ¢tyfmistné c¢islo koncici ¢islici 8. Protoze pfi jeji zaméné cis-
lici 7, resp. 9 dostaneme c¢islo N — 1, resp. N + 1, vSechny podminky ze zadani tlohy
lze vyjadrit ¢tyfmi kongruencemi

N =8 (mod 10), (4)
N =0 (mod 8), (5)
N —1=0 (mod 9), (6)
N+1=0 (mod 7). (7)

Ze vztahu (5) plyne N = 8k, kde k je celé ¢islo. Dosazenim do vztahu (4) dostaneme
8k = 8 (mod 10) neboli 4k = 4 (mod 5), coz po déleni ¢islem 4 (nesoudélnym s ¢islem 5)
vede k podmince £ = 1 (mod 5). Proto k& = 5] + 1, kde [ je celé ¢islo. Dosazenim
N = 8k = 40l 4+ 8 do vztahu (6) obdrzime podminku 40/ + 7 = 0 (mod 9). Jeji Gpravou
dostaneme

40l= —7=—7+9-23 =200 (mod 9)
a po vydéleni ¢islem 40 (nesoudélnym s ¢islem 9) dojdeme k podmince | = 5 (mod 9).

Existuje tedy celé ¢islo m tak, ze | = 9m + 5. Dosazenim N = 40l 4+ 8 = 360m + 208 do
vztahu (7) dostaneme 360m + 209 = 0 (mod 7) neboli 3m = 1 (mod 7). Upravou

3m=1=1+42-7=15 (mod 7)

po vydéleni ¢islem 3 vyjde m = 5 (mod 7), takze m = Tn + 5, kde n je celé ¢islo.
Hledané N je proto tvaru N = 360m + 208 = 2520n + 2 008. Takové N je ¢tyfmistné,
pravé kdyz n € {0, 1,2, 3}. Na tabuli proto mohlo byt napsano kterékoliv ¢islo z mnoziny
{2008, 4 528,7048,9568} a zadné jiné.
NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Najdéte nejmensi pfirozené ¢islo n s vlastnostia) 5|n+1,6|n,7|n—1;b) 4| n—2,
5|n—3,6|n—4. [a) 204, b) 58]
2. Urcete vSechna prirozend ¢isla n, kterd se nedaji zapsat ve tvaru n = 3z + 5y, kde =z, y
jsou pfirozend éisla. [35-C-1-2]
3. Pro libovolné trojmistné ¢islo uré¢ime zbytky pti déleni Cisly 2, 3, 4, ..., 10 a ziskanych
devét ¢isel seéteme. Urcete nejmensi moznou hodnotu takového souétu. [47-C-I-1]

2. Urcete véechny trojice (x,y, z) redlngch cisel, pro které plati
932+:L'y:y2+z2,
22+zy:y2+x2.

RESEN{. Odeétenim prvni rovnice od druhé dostaneme po tpravé
(z—2)2z+2x+y)=0.

Jsou proto mozné dva pripady, které rozebereme samostatné.

1S timto zplsobem pocitdni se zbytkovymi t¥idami se lze seznamit v brozufe A. Apfelbecka: Kon-
gruence, Mlad4 fronta, edice Skola mladych matematikii, Praha 1968.
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a) Pripad z — x = 0. Dosazenim z = x do prvni rovnice soustavy dostaneme
2% +xy = y?> + 22 neboli y(x —y) = 0. To znamend, ze plati y = 0 nebo x = y. V prvnim
piipadé dostavame trojice (z,y,z) = (z,0,x), ve druhém (x,y,z2) = (x,z,x); takové
trojice jsou feSenimi dané soustavy pro libovolné realné cislo x, jak snadno ovéifime
dosazenim (i kdyz takova zkouska pfi nasem postupu vlastné neni nezbytnd).

b) Pripad 2z + 2x + y = 0. Dosazenim y = —2x — 2z do prvni rovnice soustavy
dostaneme

2?4 x(—2x — 22) = (=22 — 22)®> + 22 neboli 5(z+ 2)*=0.

Posledni rovnice je splnéna, pravé kdyz z = —x, tehdy ovSem y = —2x — 2z = 0.
Dostavame trojice (x,y,z2) = (z,0, —x), které jsou FeSenimi dané soustavy pro kazdé
realné z, jak ovéfime dosazenim. (O takové zkousce plati totéz co v pfipadé a).)

Odpovéd. Vsechna TeSeni (x,y, z) dané soustavy jsou trojice t¥i typt:
(z,z,x), (x,0,z), (x,0,—x),
kde x je libovolné realné c¢islo.
JINE RESENI. Obé rovnice soustavy secéteme. Po tpravé dostaneme rovnici
ylx+2z—-2y)=0
a opét rozlisSime dvé moznosti.

a) Pripad y = 0. Z prvni rovnice soustavy ihned vidime, ze 22 = 22, neboli z = .

Zkouskou ovéfime, ze kazda z trojic (x, 0, x) a (x,0, —x) je pro libovolné realné x feSenim.

b) Pripad © + z — 2y = 0. Dosazenim y = (z + z) do prvni rovnice soustavy
dostaneme )
z? + 93(932—i- 2) = (2 —Zz) + 22, po tpravé z? = 22
Plati tedy z = —x nebo z = x. Dosazenim do rovnosti x 4+ z — 2y = 0 v prvnim piipadé

dostaneme y = 0, ve druhém piipadé y = z. Odpovidajici trojice (z,0, —x) a (z,x,x)
jsou FeSenimi pro kazdé redlné x (prvni z nich jsme ovSem nasli jiz v ¢asti a)).
NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:
1. V oboru realnych cisel feste soustavu rovnic
2 4+1= 2y,
y2 +1=2z.
[Odec¢tenim rovnic dostaneme po tpravé (z — y)(z + y + 2) = 0. Je-li * = y, potom
z =y = 1. Pro x + y = —2 soustava nema feseni.|
2. V oboru realnych cisel feste soustavu rovnic
xQ —Yy= 227
y? —z=2a?,

22 —x =42

[67-A-S-1]
3. V oboru realnych cisel feste soustavu rovnic
z2 + y+2z=2
T + y2 + 2z =2,
T+y+ 22 =2.

[Rozdil dvou prvnich rovnic soustavy lze upravit do tvaru (z—y)(z+y—1) = 0. Resenimi
jsou libovolné permutace trojic (1,1,0), (2, —1,—1) a rovnéz dvé trojice (a,a,a) pro

a=—-1++/3]



3. Na strané BC, resp. CD rovnobéiniku ABCD wurcete body E, resp. F tak, aby
usecky EF, BD byly rovnobézné a trojuhelniky ABE, AEF a AFD mély stejné
obsahy.

RESENT. Oznaéme a velikost stran AB a C'D a v vzdélenost jejich piimek, ktera
je zaroven rovna vysce trojuhelniku AF'D z vrcholu A (obr.1). Z podminky EF || BD
podle véty uu vyplyva, ze trojihelniky BC'D a ECF jsou podobné; ozna¢me k € (0, 1)
koeficient jejich podobnosti. Jakmile ho vypocteme, bude tloha vyfeSena.

D (@-ka F ka (

Obr. 1

Protoze |F'C| = ka, |FD| = (1—k)a a vysky trojuhelniki ECF, ABE ze spole¢ného
vrcholu F maji velikosti kv, resp. (1 — k)v, pro obsahy trojuhelniki AF'D a ABE plati

1—Ek)av a(l — kv
SAFD:( 2) = ( 5 ) = SABE,

takZe oba obsahy se rovnaji pro libovolné k € (0,1). Protoze obsah trojihelniku EC'F
méa hodnotu Sgop = %ka - kv = %kQav a obsah celého rovnobézniku ABCD je dan
vzorcem S pcp = av, muzeme obsah trojuhelniku AEF vyjadrit takto:

Sagr = Sapcp — SaBe — Secr — Sarp =
=av(1—-3(1—k)—ik*—L(1—k)) =av (k- 3K?).

Obsahy trojuhelniki ABE, AFD proto budou shodné s obsahem trojuhelniku AEF,
pravé kdyz bude platit

1(1—k)=k—1k*> neboli k*>—3k+1=0.

Tato kvadraticka rovnice mé kofeny

3++5
2 b

k12 =

z nichz podmince k € (0,1) vyhovuje pouze kofen k = %(3 — \/3) Dodejme, ze pro
takové k plati
vVE-1 &k

1-Fk= 5 -
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Odpovéd. Hledané body E, F jsou uréeny poméry
|CE|: |EB|=|CF|:|FD|= (V5 —1):2.

Pozndmka. Rovnost (1 — k) : 1 = k : (1 — k) ze zavéru feSeni znamend, Ze body
FE, I déli prislusné strany rovnobézniku v tzv. zlatém pomeéru. Vyjadiuji to rovnosti

ICE|:|EB| = |EB|: |BC| a |CF|:|FD|=|FD|:|DC|.

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

1. Zékladna AB lichobézniku ABCD je tiikrat delsi nez zdkladna C'D. Ozna¢me M stred
strany AB a P prusecik tsecky DM s thlopfickou AC. Vypocitejte pomér obsahi
trojuhelniku CDP a étyftahelniku M BCP. [55—-C-11-1]

2. Je dan lichobéznik ABCD (AB || CD) s jednotkovym obsahem, pro ktery plati |AB| =
= 2|CD]|. Oznacme K, L po fadé stiedy stran BC a CD. Najdéte obsah trojuhelniku
AKL. [Obsahy trojihelniki ABK, CLK a ADL jsou po fadé %, % a %, tedy obsah
trojuhelniku AKL je 1—52]

3. Je dén rovnobéznik ABCD. Pfimka vedend bodem D protinad tsecku AC v bodé G,
usecku BC v bodé F' a polopfimku AB v bodé E tak, ze trojuhelniky BEF a CGF
maji stejny obsah. Uréete pomér |AG| : |CG|. [54-B-1-2]

4. Na desce Tx T hrajeme hru lodé. Nachdzi se na ni jedna lod 2 x 3. MiZeme se zeptat
na libovolné policko desky, a pokud lod zasahneme, hra konéi. Pokud ne, ptame se
znovu. Uréete nejmensi pocet otdzek, které potrebujeme, abychom jisté lod zasdhli.

RESEN{. Podle obr.2 mtizeme na desku umistit 8 disjunktnich obdélnikd 2 x 3
(stfedni policko desky ztstane prazdné). Abychom jisté zasahli lod, musime se zeptat
na alespon jedno policko v kazdém z osmi vyznacenych obdélnikti, proto je nutny pocet
otazek alespon 8.

Na obr. 3 je uveden priklad vybéru osmi poli, na ktera se staci ptat, aby se uz mimo
né nedala na desku umistit zadnd lod 2 x 3. Proto téchto 8 otazek k zasazeni lodé vzdy
staci.

Obr. 2 Obr. 3

7 obou uvedenych tuvah plyne nasledujici zaver.
Odpovéd. Nejmensi pocet otazek, které potfebujeme, abychom jisté lod zaséhli, je
pravé 8.



NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1.

N

Na desce n X n hrajeme hru lodé. Nachézi se na ni jedna lod 2 x 3. MiiZeme se zeptat na
libovolné policko desky, a pokud lod zasdhneme, hra konéi. Pokud ne, ptame se znovu.
Urcete nejmensi pocet otazek, které potiebujeme, abychom jisté lod zasahli. Ulohu feste
pron = 3,4,5. [1, 2, 4]
Pfedchozi tlohu feste pro jednu lod 2 X 2 na desce 8 X 8 a na desce 7 x 7. [16, 12]
Urcete nejmensi prirozené ¢islo k s vlastnosti: kdyz vybereme k riznych ¢isel z mnoziny
{1,2,...,1999}, potom mezi nimi existuji dvé, jejichz soucet je 2000. [49-C—-S—1]
Urcete nejmensi ptirozené ¢islo k s vlastnosti: kdyz vybereme k riaznych ¢isel z mnoziny
{1,2,...,2000}, potom mezi nimi existuji dvé, jejichz soucet nebo rozdil je 667. [49—-
A-S-3]
Zjistéte nejmensi pfirozena ¢isla k, pro néz plati jednotlivd tvrzeni a), b) a c): Obsadi-
me-li figurkami libovolnych k poli Sachovnice 8 X 8, pak budou obsazena néktera

a) tfi sousedni pole nékterého radku,

b) tfi sousedni pole nékteré sikmé fady,

¢) ¢tyfi sousedni pole nékterého fadku nebo sloupce.
Sikmou fadou rozumime takovou skupinu poli, jejichz tihlopfic¢ky jednoho z obou smért
lezi na jedné a téze piimce. [49—C-I-3]

. Dokazte, ze na Sachovnici 8 X 8 nelze rozmistit 7 stfelcd tak, aby vSechna pole Sachovnice

byla ohrozena. Déale ukazte, ze lze na Sachovnici rozmistit 8 stfelct tak, aby kazdé
neobsazené pole Sachovnice bylo ohrozeno nékterym ze st¥elca. [37-B-11-2, 37-B-S-1]

. Jaky nejveétsi pocet kralt lze umistit na Sachovnici 8 X 8, aby se zadni dva navzajem

nehrozovali? [16. Sachovnici rozdélte na 16 ¢4sti 2 x 2, v kazdé z nich mtize byt nejvyse
jeden kral.]

5. Trojihelniku ABC je opsana kruznice k. Osa strany AB protne kruznici k v bodé K,
ktery lezi v poloroviné opacné k polorovine ABC. Osy stran AC a BC protnou
primku CK po tadé v bodech P a Q). Dokazte, Ze trojuhelniky AKP o KBQ jsou

shodné.

RESENI.

Oznacme «, (3, v obvyklym zptisobem velikosti vnitinich thl trojihelniku

ABC (obr.4). Bod K lezi na ose usecky AB, proto |AK| = |KB]|. Trojihelnik AK B
je rovnoramenny se zakladnou AB, jeho vnitini uhly pfi vrcholech A a B jsou tudiz




shodné. Podle véty o obvodovych thlech jsou shodné i ihly BCK a BAK, resp. ACK
a ABK, jsou proto shodné i ihly BCK a ACK. Poloptimka C'K je tudiz osou thlu
ACB:

|XACK| = |xBCK| = %

Protoze bod P lezi na ose strany AC, je trojuhelnik AC'P rovnoramenny a jeho vnitini
uhly pri zakladné AC' maji velikost %'y, takze jeho vnéjsi thel APK pii vrcholu P ma
velikost %7 + %7 = 7. Stejné tak z rovnoramenného trojuhelniku BC@Q usoudime, ze
i velikost ihlu BQK je ~. Podle véty o obvodovych thlech jsou shodné uhly ABC
a AKC, tedy tthel AKC' (neboli thel AK P) mé velikost 3 a — zcela analogicky — thel
BK(@ ma velikost a.

V kazdém z trojuhelniki AKP a BK(Q jiz zname velikosti dvou vnitinich thla
(8, v, resp. a, v), takze vidime, ze zbyvajici thly K AP a K BQ) maji velikosti a, resp. .

7 predchoziho plyne, ze trojihelniky AKP a KB(Q jsou shodné podle véty usu,
nebot maji shodné strany AK a K B i obé dvojice k nim pfilehlych vnitfnich Ghlu.

K uvedenému postupu dodejme, Ze vypocet thlt KAP a KB(Q pies uhly APK
a BQK lze obejit takto: shodnost thlt KAP a BAC (resp. KBQ a ABC) plyne ze
shodnosti uhldi KAB a PAC (resp. KBA a QBC).

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

1. Necht ABC je ostrothly trojuhelnik. Oznaéme K, L paty vysek z vrcholu A, B, M
stfed strany AB a V prusecik vysek trojuhelniku ABC. Dokazte, ze osa thlu KM L
prochézi stiedem tusecky VC. [54-B-II-3]

2. V tétivovém c¢tyfuhelniku ABC'D oznaéme L, M stfedy kruznic vepsanych po fadé
trojuhelnikim BC' A, BC'D. Déle ozna¢me R prusecik kolmic vedenych z boda L a M po
fadé na pfimky AC a BD. Dokazte, ze trojuhelnik LM R je rovnoramenny. [56—A—-II1-2]

3. OznaCme S stred kruznice vepsané trojuhelniku ABC'. Dokazte, ze stfed kruznice
opsané trojuhelniku ABS lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABC. [Pro bod K z fe-
seni soutézni ulohy plati |KA| = |[KB| = |KS|, nebot S € KC a |xKAS| = %(a + ),
takze i [xKSA| = 1(a+7)]

6. Najdéte vSechny dvojice celych cisel (m,n), pro néz je hodnota virazu

m+3n—1
mn—+2n—m —2

celé kladné cislo.

RESENI. Nejprve si véimneme, Ze jmenovatel zlomku lze postupnym vytykanim
rozlozit na souéin (m + 2)(n — 1). Proto bude vyhodné polozit a = m +2,b=n—1
a pro novéa neznamd (nenulova!) celd éisla a, b zkoumat, kdy je hodnota daného vyrazu

m+3n—1 (@a—=2)+3(b+1)—-1 a+3b

mn+2n—m-—2 ab ab

(jak vyzaduje zadani) cel€ kladné ¢islo (pouzivejme déle obvykly termin prirozené ¢islo).
Uvedme dva mozné piistupy k feseni takové otézky.
Pfi prvnim zptisobu vyuzijeme rozkladu




a ziejmych odhadt
1 3
0<|;[s1 o<
b a

A

3.

Kdyby platilo a < 0, bylo by %
¢islo. Proto nutné plati a > 0.

Pro a > 6 je % < %, atedy V < % + %, takze nerovnost V' 2 1 plati, jediné kdyz
% > %, coz spliuje jediné celé b, totiz b = 1, pro které pak ovSsem je 1 < V < % Proto
musi platit 1 £ a £ 6. Téchto Sest moznosti jednotlivé rozebereme:

< 0,atudiz V < § <1, tedy V by nebylo piirozené

>a=1 CisloV =3+ % je celé jediné pro b = +1, kdy je i kladné. V ptivodnich
neznamych dostavame dvé feseni (m,n) = (—1,2) a (m,n) = (—1,0).

> a=2. CisloV = % + % je prirozené, praveé kdyz b = +2; odpovidajici feseni jsou

(m,n) =(0,3) a (m,n) = (0,—1).

a=3.CisloV =1+ % je prirozené, pravé kdyz b = 1, tehdy (m,n) = (1, 2).

a=4. CisloV = % + % je prirozené, pravé kdyz b = 4, tehdy (m,n) = (2,5).

a=25.CisloV = % + % ziejmé neni celé pro zadné celé b.

a=6.CisloV = % + % je prirozené, pravé kdyz b = 2, tehdy (m,n) = (4, 3).

vV vV VvV V

Odpovéd. Existuje pravé 7 dvojic celych ¢isel (m,n), pro které je hodnota daného
vyrazu V celym kladnym c¢islem, jsou to dvojice

(m7 TL) S {(_17 2)7 (_17 0)7 (07 3)7 (Ov _1)7 (17 2)7 (27 5)7 (47 3)}

JINE RESENI. Hleddame nenulova celéd a, b, pro néz a + 3b = kab pro vhodné ptiro-
zené k. Oznacme d = 1 nejvétsi spoleény délitel takovych ¢isel a, b. Pak a = zd a b = yd
pro cel nesoudélna ¢isla x, y, jez spliuji rovnici (x+3y)d = kxyd? neboli x+3y = kayd.
Odtud plyne, ze ¢islo y déli nesoudélné ¢islo x. To je mozné, jediné kdyz y = +1.

V pfipadé y = 1 mame rovnici x + 3 = kxd neboli 3 = z(kd — 1). Protoze plati
kd = 1 (¢isla k, d jsou pfirozend), je bud x = 1 a kd — 1 = 3 (pak kd = 4, a tedy
d € {1,2,4}, takze (a,b) = (d,d) je jedna z dvojic (1,1), (2,2), (4,4)), nebo je x = 3
akd—1=1 (pak kd = 2, a tedy d € {1, 2}, takze (a,b) = (3d,d) je jedna z dvojic (3, 1),
(6,2)).

V piipadé y = —1 mame rovnici x — 3 = —kzd neboli 3 = z(1 + kd), coz vzhledem
k nerovnosti 1 + kd = 2 znamend, ze x = 1 a 1 + kd = 3, takze je kd = 2, a tedy
d € {1,2}, proto (a,b) = (d,—d) je jedna z dvojic (1,—-1), (2,—2).

Zjistili jsme, Ze existuje sedm vyhovujicich dvojic (a, b), vypsat odpovidajici feseni
(m,n) = (a —2,b+ 1) je uz nasnadé (viz odpovéd vyse).

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Najdéte viechna feSeni rovnice xyz = 3(z+y-+2) v oboru celych kladnych é&isel. Resent,
kterd se lisi jen pofadim, nepovazujeme za ruzné. [36—B—I1I-3b]

2. a) Necht a, b jsou nesoudélnd pfirozend &isla. Pak pfirozend &isla z, y, z, kde z =
=a(a+0b), y=>b(a+1D), z= ab, jsou nesoudélna a plati % + % = % Dokazte.

b) Necht naopak z, y, z jsou nesoudélna pfirozend ¢isla, pro néz plati % + % = %

Ukazte, ze pak existuji pfirozena &isla a, b takova, ze x = a(a + b), y = b(a + b),
z = ab. [33—C-1-5]



