58. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy klauzurni &3sti kolniho kola kategorie A

1. Zjistéte, pro které dvojice kladnych celych ¢isel m a n plati
Vm?2 —4 <2yn—m < \/m? — 2.

2. Necht ABC je ostrouhly trojuhelnik, v némz vnitini tthel pfi vrcholu A mé velikost 45°.
Oznac¢me D patu vysky z vrcholu C'. Uvazujme déale libovolny vnitini bod P vysky C'D.
Dokazte tvrzeni: P¥imky AP a BC' jsou navzajem kolmé, pravé kdyz usecky AP a BC
jsou shodné.

3. Urcete vSechna cela ¢isla vétsi nez 1, kterymi lze kratit neéktery ze zlomkt tvaru

3p—q
5p + 2q’

kde p a ¢ jsou nesoudélné cela cisla.

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie A se kona
v utery 2. prosince 2008

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tloh
4 hodiny cistého ¢asu. Za kazdou tulohu miize soutézici ziskat
6 bodtli, ispésnym TreSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomticky jsou psaci a rysovaci potieby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zaktum sdéli pred zahajenim soutéze.



58. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tloh klauzurni ¢asti $kolniho kola kategorie A

1. Splnuji-li prirozena ¢isla m, n zadané nerovnosti, musi zfejmé platit
m=>2 a 2yn—m>0, (1)

jinak by zastoupené odmocniny nebyly definovéany, resp. prostfedni vyraz 2\/n —m by byl
nekladny, a tak by nemohl byt vétsi nez nezdporny vyraz vm? — 4.

Piedpokladejme, ze podminky (1) jsou splnény a kazdou ze zadanych nerovnosti v jed-
nom sloupci ekvivalentné upravme (pii kazdém ze ¢tyf umocniovani jsou obé strany defino-
vany a maji nezaporné hodnoty, stejné tak obé déleni kladngm Cislem n jsou v poradku):

2v/n —m < vV/m?2 —2 }2 vm?2 —4<2yn—m ‘2

4n —dmy/n+m? <m? —2 m? — 4 < 4n — 4my/n + m?
n+1i<myn ‘2 myn <n+1 ‘2
n2+n+i<m2n }:n m?n <n?+2n+1 ‘:n
n+l4+—<m m°<n4+2+—
4n n

Posledni dvé nerovnosti plati, pravé kdyz ¢islo m? lezi v otevieném intervalu

1 1
(n+1+—,n+2+—).
4n n

Ten s ohledem na zfejmé nerovnosti 0 < ﬁ < % al< % < 1 obsahuje jediné celé ¢islo
n + 2. Za predpokladu (1) proto pfirozena ¢isla m, n spliuji ptvodni nerovnosti, pravé
kdyz plati m? = n + 2.

Zbyva zjistit, ktera prirozena ¢isla m, n vazana vztahy n = m? — 2 spliiuji za predpo-
kladu m = 2 i druhou z podminek (1). Provedme jeji ekvivalentni tpravy:

2v/m2 —2—m >0,
o =25 m, |’

4(m? —2) > m?,

3m? > 8.

Posledni nerovnost je ovSem pro kazdé m = 2 uz splnéna.
Odpovéd. Hledané dvojice jsou pravé dvojice tvaru (m,n) = (m,m? — 2), kde m = 2
je libovolné prirozené cislo.

Za tiplné feseni udélte 6 bodu. Za nalezeni intervalu pro hodnotu m? (& v jiné formé vyfesenou soustavu
zadanych nerovnic s nezndmou m a parametrem n) spravnymi disledkovymi ipravami udélte 2 body, dalsi
2 body pak dejte za tivahu o celo¢iselnosti vedouci ke vztahu n = m? — 2; zbylé 2 body nalezi za zkousku,
pri které je pro nalezené dvojice nutno zdivodnit platnost puvodnich nerovnosti, a to vysvétlenim, proc
jsou provedené upravy umocnénim korektni. Neni-li pfi zkousce vyloucena hodnota m = 1, strhnéte 1 bod.

Stanovi-li feSitel obecné podminky, za nichz jsou v8echny provadéné tpravy danych nerovnosti ekvi-
valentni, pak udélte 5 bodti za odvozeni vztahu n = m? — 2 a 1 bod za nasledné ovéfeni, ze pro kazdé
m 2 2 dvojice (m,n) = (m, m? — 2) stanovené podminky spliiuje.



2. Nejdiiv dokdzeme prvni implikaci. Necht AP | BC, bod P je pak prisecikem
vysek trojuhelniku ABC'. Chceme dokazat, ze usecky AP a BC' jsou shodné, najdeme
proto dva shodné trojihelniky, v nichz si tyto tisecky jako strany odpovidaji.

Oznac¢me FE prisecik primky BP se stranou AC, tj. patu vysky z vrcholu B. Z pravo-
uhlého trojuhelniku ABE a dané velikosti thlu BAC snadno dopocitame, ze |<xPBD| =
= 45°. Trojthelnik PDB je tedy pravouhly a rovnoramenny, takze |DP| = |DB| (obr.).
Podobné trojihelnik ADC' je pravouhly a vzhledem k velikosti thlu pii vrcholu A i rov-
noramenny, proto |[DA| = |DC|. Podle véty sus jsou pak pravothlé trojuhelniky APD
a CBD shodné a jejich prepony AP, BC proto maji stejnou délku.

C

45" A
A D B

Zbyvé dokazat opa¢nou implikaci. Pfedpokladejme, ze |AP| = |BC'|. Protoze ADC je
rovnoramenny pravouhly trojuhelnik, plati |AD| = |C'D|, takze trojihelniky PAD a BC'D
jsou shodné podle véty Ssu. Mame tak |PD| = |BD|, proto |XABP| = 45°. Ozna¢me
opét F prisecik piimky BP se stranou AC. V trojuhelniku ABFE vychézi, ze thel BEA je
pravy, takze pfimka BP je vyskou trojihelniku ABC' (obr.) a bod P je tak jeho prusecik
vysek. Odtud plyne, Zze AP je vyska na stranu BC', tudiz je na ni kolma.

Jiné reseni. Je-li AP | BC, je bod P prusec¢ikem vysek trojiuhelniku ABC. Oznacme
a = |xBAC| = 45°. Podobné jako v jednom z feSeni druhé tilohy doméciho kola! mfizeme
odvodit, ze

|BC| - cos a
sin o

|AP| = = |BC| - cotga = |BC| - cotg45° = |BC|.

Necht naopak |AP| = |BC|. Ozna¢me @ prusecik vysek trojuhelniku ABC'. Z préaveé
dokézané implikace vime, ze |AQ| = |BC|. V8echny body vysky C'D maji ovSem navzajem
riznou vzdalenost od vrcholu A, proto mtze uvnitt tsecky C'D lezet nejvyse jeden bod P
s vlastnosti |AP| = |BC|, a tento bod musi byt totozny s bodem Q. Je tedy AP 1 BC.
Za Uplné feseni udélte 6 bodu. Pritom za Uplny dikaz kazdé z obou implikaci udélte 3 body. Za dikaz

prvni implikace vyuzivajici bez dikazu vztah |AP| = |BC| cotg o odvozeny v domécim kole udélte 3 body,
pokud zak uvede, ze pouziva vztah z reSeni domaciho kola, jinak dejte jen 1 bod.

1V uvedeném feSeni byla pii standardnim oznacéeni odvozena rovnost |CU| = c|cos~v|/sin~, kde U je
prusecik vysek trojuhelniku ABC.



V pripadé netplného dikazu nékteré z implikaci udélte body odpovidajici tomu, jak daleko se zak
dostal; napfiklad za odvozeni rovnosti | DP| = |DB| v pfipadé prvni implikace 1 bod, za odvozeni rovnosti
|AD| = |CD]| téz 1 bod.

Za oduvodnéné pozorovani, ze trojuhelnik ADC je rovnoramenny, udélte 1 bod i v pfipadé, ze zdk
toto pozorovani nepouzije k tspésnému dtkazu ani jedné z implikaci.

3. Zlomek lze kratit celym cislem d > 1, pravé kdyz je cislo d spoleénym délitelem
Citatele i jmenovatele uvazovaného zlomku. Pfedpokladejme tedy, zZe plati d | 3p— ¢ a zaro-
venl d | 5p+ 2q, kde p a ¢ jsou nesoudélni celd ¢isla. S¢itanim vhodnych nasobki dvojélent
3p — q a 5p + 2q dostaneme

2(3p—q) + (bp+2q) =11p a 3(5p+2q) —5(3p — q) = 11q.

Protoze obé ¢isla 3p — q a 5p + 2¢ jsou dle predpokladu nasobky c¢isla d, jsou jeho nasobky
i sestavend ¢isla 11p a 11q. Jinak feceno, ¢islo d je spoleénym délitelem cisel 11p a 11gq.
Cisla p a ¢ jsou vSak nesoudélnd a é&islo 11 je prvodéislo, takze ¢isla 11p a 11¢ maji jediného
spolecného délitele vétsiho nez 1, a tim je ¢islo 11. Musi tedy platit d = 11.

Reseni jesté neni u konce: musime ukazat, ze éislem 11 lze skuteéné nékteré z uva-
zovanych zlomkt kratit. Jak tedy najit dvojici nesoudélnych cisel p a ¢ tak, aby platilo
11 | 3p — q a zaroven 11 | 5p 4+ 2¢? S trochou trpélivosti objevime takové hodnoty p a ¢
zkusmym dosazovanim; staci vSak vypsat soustavu rovnic

3p—q=11lm a 5p+2q=11n,

najit jeji feseni (p, q) = (2m+n, 3n — 5m) a pak pohodlné dosazovat: dvojici nesoudélnych
Cisel p a g urcité dostaneme, kdyz bude ¢ = 3n — 5m = 1, tedy napt. pron =2 a m = 1,
kdy (p,q) = (4,1) a uvazovany zlomek je 11/22.

Odpovéd. Jediné celé ¢islo vétsi nez 1, kterym lze kratit néktery z uvedenych zlomki,
je cislo 11.
Za tplné feseni udélte 6 bodu, z toho 1 bod za pfevod na vztahy d | 3p — ¢ a d | 5p + 2q, dalsi 2 body za

odvozeni vztahii d | 11p a d | 11q, dalsi bod za zavér d = 11 a zbyvajici 2 body za uvedeni vyhovujiciho
prikladu dvojice nesoudélnych cisel p a q.



