58. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie A

. Jisté ¢tyfmistné prirozené ¢islo je délitelné sedmi. Zapiseme-li jeho ¢islice v opacném
poradi, dostaneme vétsi ¢tyfmistné cislo, které je rovnéz délitelné sedmi. Navic pri
déleni cislem 37 davaji obé zminéna c¢tyimistna cisla stejny zbytek. Urcete ptvodni
Ctyfmistné cislo.

. Na odvésnach délek a, b pravoihlého trojuhelniku lezi po rfadé stiedy dvou kruznic
ko, ky. Obé kruznice se dotykaji pfepony a prochazeji vrcholem proti preponé. Polo-
meéry uvedenych kruznic ozna¢me g,, op. Urcete nejvétsi kladné realné cislo p takové,

7e nerovnost
1 1 1 1
—+—2 p(— + —)
Oa O a b
plati pro vSechny pravothlé trojihelniky.

. Urcete velikosti vnitinich ahlt «, 3, v trojahelniku, pro néz plati

2sin Bsin(a+ 3) —cosa = 1,
2sinysin(f 4+ ) — cos 5 = 0.

. Uvnitt strany BC' ostrouhlého trojihelniku ABC' zvolme bod D a na tsecce AD
bod P tak, aby nelezel na téznici z vrcholu C. Piimka této téznice protne kruznici
opsanou trojuhelniku CPD v bodé, ktery oznacime K (K # (). Dokazte, ze kruznice
opsana trojuhelniku AK P prochazi kromé bodu A dalsim pevnym bodem, ktery na
vybéru bodi D a P nezavisi.

Krajské kolo kategorie A se kona
v autery 20. ledna 2009

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feseni tuloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tulohu miize soutézici ziskat
6 bodtli, ispésnym TreSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 boda
nebo vice. Povolené pomticky jsou psaci a rysovaci potteby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zaktum sdéli pred zahajenim soutéze.



58. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tloh krajského kola kategorie A

1. Oznac¢me hledané cislo n = abed = 1000a + 1000 4+ 10c + d a ¢islo s opacnym
poradim cislic £ = dcba = 1000d 4+ 100c + 10b + a. Protoze obé ¢isla k, n dévaji stejny
zbytek pfi déleni ¢islem 37, je jejich rozdil

k —n = (1000d + 100c + 10b + a) — (1000a + 1006 + 10¢ 4 d) =

=999(d —a) +90(c — b) =37-27(d — a) + 90(c — b) 1)
délitelny ¢islem 37, odkud 37 | 90(c — b). Jelikoz 37 je prvocislo a ¢islo 90 neni jeho
nasobkem, musi platit 37 | ¢ — b. To je pro ¢islice b, ¢ mozné jediné v pfipadé, kdy b = c.
Naopak, je-1i b = ¢, plyne z vyjadfeni (1), Ze bez ohledu na hodnoty ¢islic a, d je rozdil k—n
délitelny cislem 37, takze ¢isla n a k skutecné davaji pii déleni 37 stejny zbytek. Mizeme
tedy predpokladat, ze n = abbd a k = dbba, a dile se uz zabjvat pouze podminkami tlohy
o délitelnosti sedmi.

Z podminek 7 | n, 7 | k plyne

7| k—n=37-27(d — a)

(do vyjadreni (1) jsme dosadili b = ¢), odkud vzhledem k nesoudélnosti ¢isla 7 se sou¢inem
37-27 dostavame, ze 7 | d — a. Protoze podle zadani plati k£ > n, plati rovnéz d > a; takové
¢islice d, a spliuji podminku 7 | d — a jediné v pfipadé, kdy d — a = 7. Konkrétné je tedy
buda=1ad=8,neboa=2ad=29. (Moznost a =0, d =7 je vylouCena, protoze a je
prvni ¢islici ¢tyFmistného ¢isla n.)

V ptipadé a = 1, d = 8 budou ¢isla

n = 1bb8 = 1008 + 110b = 7 - (144 + 15b) + 5b,
k = 8bb1 = 8001 + 110b = 7 - (1143 + 15b) + 5b

délitelnd sedmi, pravé kdyz bude platit 7 | 5b neboli b € {0,7}. Dostavame tak prvni dvé
feSenin =1008 an = 1778.

Rovnéz v pripadé a = 2 a d = 9, kdy
2 bb9

bb2

009 + 110b = 7 - (287 + 15b) + 50,

n 2
k 9002 + 110b = 7 - (1286 + 15b) + 5b,

vyjde stejnd podminka 7 | 5b, kterd vede ke zbylym dvéma feSenim n = 2009 a n = 2779.
Hledané ¢tytciferné ¢islo je kterékoliv z ¢isel 1008, 1778, 2009, 2779 (a zZadné jiné).

Jiné resSeni. Zachovejme oznaceni ¢isel n, k a jejich ¢islic z pavodniho feSeni. Zacne-
me-li feseni analjzou podminek 7 | n a 7 | k, zjistime s ohledem na zbytky fad 103, 102,
10%, 10° pii déleni sedmi (jez jsou po fadé 6, 2, 3, 1), ze tyto podminky lze zjednodusit do
tvaru

7|6a+2b+3c+d, resp. 7|6d+2c+3b+a.
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Seétenim obou vyrazt dostaneme 7 | 5(b + ¢) neboli 7 | b + c. Zjistime-1i stejné jako
v puvodnim FeSeni, ze plati 37 | k—n < b= ¢, z podminky 7 | b+c vyplyne b = ¢ € {0,7};
z obou zbylych podminek 7 | 6a +d a 7 | 6d + a, jez jsou obé ekvivalentni jednomu vztahu
7| d — a, pak s ohledem na d > a > 0 najdeme obé vyhovujici dvojice ¢islic (a,d) = (1, 8)
a (a,d) = (2,9).

Za Uplné feseni udélte 6 bodil, z toho 2 body za stanoveni podminky b = ¢, 2 body za odvozeni vztahu
d—a=17,1bod za zdivodnéni 7 | b (= c) ¢ za zjisténi 7 | b+ ¢, 1 bod za spravny vypis vSech &tyt Feseni.

2. Ozna¢me vrcholy daného trojuhelniku A, B, C' tak, aby vrcholy A, B lezely po-
stupné proti odvésnam délek a, b.

Nejdrive vypocitame velikosti poloméri obou kruznic k, a k. Oznaéme A’ obraz
bodu A v osové soumérnosti podle ptimky BC'. Kruznice k, je vepsana trojuhelniku A’ AB
(obr.1). Rovnoramenny trojuhelnik ABA’ mé obvod o = 2(b + ¢) a obsah S = ab, pro
polomér p, kruznice k, tak podle znamého vztahu vychézi

2S ab

Podobné vypocitame i polomér kruznice ky: vyjde g, = ab/(a + c).

B
c a c
kq
ky
Al b C b A
Obr. 1

Pro ¢islo p a pro libovolny pravouhly trojihelnik s odvésnami a, b a pfeponou ¢ ma
platit

i-l-i b+c a+c
p< o o _ Tab " gh _atb+2 2 . WIAP
= 1 1 a+b a+b a+b a+b

a b ab

Protoze v piipadé a = b mé posledni vjraz hodnotu 1 + v/2, musi kazdé vyhovujici
¢islo p splitovat nerovnost p < 14+/2. Ukazeme-li nyni, Ze pro libovolné dvé kladné hodnoty

a, b plati
JaZ £ b2
2vat 4+ > /2,

a+b (1)

bude v§se odvozena nerovnost znamenat, ze p = 1 + /2 je hledané realné ¢islo (a tiloha
tak bude vyfeSena).



Nerovnost (1) pro libovolna kladné a, b snadno prevedeme ekvivalentnimi tipravami
na nerovnost, kterd zfejmé plati:

2v/a? + b2 > V2(a +b),

4(a® +b%) 2 2(a +b)?,

4a? + 4% > 2a® + 4ab + 202,
2(a —b)* = 0.

Misto takové provérky bylo mozné vyuzit Cauchyovu nerovnost 2(a? + %) = (a + b)? nebo
nerovnost mezi kvadratickym a aritmetickym primeérem

la? + b2 S a+b
2 = 2

Obé tyto klasické nerovnosti jsou ziejmé pouze obménénymi zapisy nerovnosti (1).
Odpovéd. Hledané &slo p mé hodnotu 1 + v/2.

Pozndmka. Velikost polomért o, a o0y je mozné vypocitat i jinak: Dvojim vyjadienim
sinu thlu ABC' z pravothlych trojahelnika S,BT a ABC (obr.2) dostaneme

s b

a— 0, C

Y

odkud plyne o, = ab/(b+ ¢). Analogicky vypocitame i gp.

B
T
"= 0a
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C b A

Obr. 2

Za tuplné tfeseni udé€lte 6 bodi, z toho 2 body za vypocet velikosti polomérd g, a gp, 1 bod za nalezeni
hodnoty p = 1 + v/2 a 3 body za dikaz nerovnosti ze zadani pro p = 1 + /2, pfitom ¥4dné pojmenované
klasické nerovnosti neni nutné dokazovat.

3. Z rovnosti a 4+  + v = 1 a ze znamych goniometrickych vzorct dostavame
sin(a + ) = sin~,
cosa = — cos(3 + ) = — cos 3 cosy + sin Fsin 7.

Dosadme tato vyjadfeni hodnot sin(« + (3) a cos « do prvni rovnice ze zadani a vysledek
upravine:

2sin Bsiny — (—cos fcosy + sin fsiny) = 1,
cos 3 cos~y + sin Bsiny = 1,
cos(f —~) =1.



Posledni rovnost nastane, pravé kdyz 3 = 7, nebot rozdil dvou vnitinich hl trojihelniku
lezi v intervalu (—m,nt), v némz mé funkce kosinus hodnotu 1 jediné v bodé nula. Tak
jsme ukazali, Zze prvni zadana rovnice je pro vnitini thly trojihelniku splnéna, prave kdyz
f=n.

Nyni snadno vyfesime i druhou ze zadanych rovnic, kdyz do ni za v dosadime [3:

2sin #sin2F — cos 3 =0,
4sin? fcos 3 — cos B = 0,
(4sin? 3 — 1) cos 3 = 0.

Je tedy bud cos3 = 0, nebo sinf = :t%. Rovnost 3 = ~ vsak pro uhly trojuhelniku
znamena, ze uhel (3 je ostry, takze cos(3 > 0, a proto musi platit sin(3 = % (hodnota
sin § = —% je pro thel § z intervalu (0, t) vyloucena). Tak dochdzime k jedinym moZnym
hodnotam 3 = v = 30°, z nichz snadno dopoc¢teme o = 120°. Pti uvedeném postupu neni
zkouska nutna: prvni zadana rovnice plati diky rovnosti § = v a druhou rovnici jsme za
predpokladu (8 = ~ Tesili ekvivalentnimi Gpravami.

Jiné fesSeni. Podobné jako pfi feSeni tlohy doméciho kola vyuzijeme zndmé gonio-
metrické vzorce k odvozeni rovnosti

2sinysin(z + y) — cosx = 2siny(sinz cosy + cosxsiny) — cosx =
= 2sinycosysinz + (2sin’y — 1) cosz =
= sin 2y sinx — cos 2y cos T =
= —cos(z + 2y)

pro libovolna realna cisla z, y. Diky tomu mutzeme soustavu rovnic ze zadani prepsat do
tvaru

cos(a+20) = —1, (1)
cos( + 2vy) = 0. (2)

Vnitini thly libovolného trojtahelniku lezi v intervalu (0, ), z ¢ehoz plynou nerovnosti
0 < a+ 28 < 3n.! Z nich plyne, Ze rovnice (1) je splnéna, pravé kdyz o + 268 = .
Porovnanim s obecné platnou rovnosti o + 3 + 7 = n dostavame ekvivalentni podminku
~v = f3, za niz (2) ptrejde do tvaru

cos 303 = 0. (3)

Protoze thel ( je ostry (nebot je shodny s thlem v a trojihelnik nemtize mit dva pravé
nebo dva tupé vnitini thly), plati nerovnosti 0 < 38 < %TE, pii kterych je rovnice (3)
splnéna, prave kdyz 33 = %TE neboli =~ = %n. Stejné jako v prvnim feSeni dopocitame
a=n—p0—7= %n. Zkouskou (ani pii tomto postupu vSak neni nutnd) snadno ovéfime,
ze nalezend trojice uhli «, G, v spliiuje vSechny podminky zadani dlohy.

! Plati dokonce o + 203 < 2x, nebot a + 28 < 2(a+ 8+ v) = 2x.
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Podminkam tlohy vyhovuji pouze trojuhelniky, jejichz vnitini thly maji velikosti o =
=120°, B =~ = 30°.

Za uplné fesSeni udélte 6 bodu. Pfi prvnim postupu udélte 3 body za odvozeni vztahu 8 = ~ z prvni
rovnice, 1 bod za tGpravu druhé rovnice na soudinovy tvar ¢i zdkladni goniometrickou rovnici (jakou je
napf. cos 30 = 0) a zbyvajici 2 body za néasledné urceni (se zdivodnénim jednoznac¢nosti) velikosti vSech
t¥i ahla.

P#i druhém postupu udélte 2 body za odvozeni soustavy rovnic (1) a (2) (musi byt v zdkladnim
tvaru), dalsi 2 body za zdivodnéni vztahu 8 = v a zbyvajici 2 body jako pfi prvnim postupu.

Vyzaduje-li fesitelv postup zkousku, za jeji absenci strhnéte 1 bod. Rovnéz tak strhnéte 1 bod
pokazdé, kdyz je nékterd z hodnot 8 — v, a + 23, 30 apod. urena z pfislusné zékladni goniometrické
rovnice bez zminky potfebnych nerovnosti pro zastoupeny argument.

4. Oznacme ¢ velikost thlu, ktery svird primka t., na niz lezi téznice z vrcholu C,
s primkou strany BC' daného trojuhelniku. Vzhledem k definici bodu K budou stejny
thel ¢ svirat i pfimky K P a AD. To vSak znamend, Ze na kruznici opsané trojuhelniku
AK P bude lezet i takovy bod M pfimky t., v némz piimka AM protne primku ¢. pod
tthlem . Takovou vlastnost zfejmé ma bod M soumérné sdruzeny s bodem C' podle stfedu
strany AB (ktery na volbé bodi D a P rovnéz nezavisi, obr. 3).

B M

Obr. 3

Dokazeme nyni shora uvedené skutecnosti podrobnéji. Oznac¢me () prisecik téznice t.
s tseckou AD (Q je tedy ,zakédzand“ poloha bodu P). Bod P lezi bud uvniti tsecky DQ
(obr. 3), nebo uvnitt tsecky QA (obr.5).

V prvnim ptipadé lezi bod () vné kruznice opsané trojihelniku C'PD, bod K tedy
padne dovnitt polopiimky QC. Pokud bod K lezi uvnitt tsecky QC, jsou body C' a P
protilehlymi vrcholy tétivového étyfuhelniku CDPK, a tudiz | APK| = ¢. Navic body P
a M lezi vzhledem k pfimce AK v téze poloroving, takze ze shodnosti thla AMK a APK
vyplyva, ze ¢tyiuhelnik AM PK je tétivovy, proto bod M skutecné lezi na kruznici opsané
trojuhelniku AK P.

Pokud bod K uvnitt tsecky QC nelezi a je K # C (obr.4), je | xKPD| = |xKCD| =
= 180° — ¢, takze | XK PA| = ¢ = |xKMA)|. (Posledni rovnost samoziejmé plati i pro
K = C.) Protoze body P a M lezi v téze poloroviné urcené piimkou K A, lezi i v tomto
pripadé bod M na kruznici opsané trojuhelniku AK P.
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Obr. 4

Ve druhém pripadé lezi bod K uvniti polopfimky QM. Pokud bod K lezi uvnitf
usecky QM (obr.5), lezi body P a M v opaé¢nych polorovinidch vzhledem k pfimce AK
a z rovnosti obvodovych thlt DCK a DPK nad tétivou DK plyne |XDPK| = ¢ =
= | X AM K|, coz zarucuje, ze ¢tyiuhelnik AM K P je tétivovy, takze bod M lezi na kruznici
opsané trojuhelniku AKP.

Pokud bod K uvnitf tsecky QM nelezi (obr.6), vychazi |xKPA| = |[xKMA| =
= 180° — ¢. Protoze body P a M lezi v téze poloroviné urcéené primkou K A, lezi i v tomto
pripadé bod M na kruznici opsané trojuhelniku AK P.

Obr. 5 Obr. 6

Jiné Feseni. Ozna¢me body @) a M stejné jako v prvnim feseni. Pro mocnost bodu @
ke kruznici opsané bodum C', P, D, K (bez ohledu na polohu bodu P) plati |QK |- |QC| =
= |QP|-|QD|, takze |QK| : |QP| = |QD| : |QC|. Z podobnosti trojihelnikia QDC a QAM,
jez plyne z rovnobéznosti pfimek BC' a AM, dostavame |QD| : |QC| = |QA| : |QM|. Plati

tedy
QK| _ QD] _ |Q4]
QP |QC| QM

takze |QK|-|QM| = |QP]- QA (1)



Jak uz vime, lezi bod @ bud uvnit¥, anebo vné obou tsecek AP a KM, proto z pravé
ziskané rovnosti vyplyva, ze bod M lezi na kruznici uréené body A, P, K. Oznacime-li
totiz M’ druhy prusecik pfimky QK s touto kruznici (M’ # K), plyne z mocnosti bodu @
vUéi této kruznici rovnost |QK| - |QM'| = |QP| - |QA|, takze podle (1) je |QM'| = |QM|,
a musi tudiz byt M’ = M.

Pozndmky. V zadném z obou feSeni jsme nevyuzili pfedpoklad, Ze dany trojuhelnik
ABC' je ostrouhly. Za tohoto predpokladu lezi bod K vzdy uvnitt tsecky C'M. Lze to
ukéazat iivahami o obvodovych tihlech podobné, jako jsme ukazali, Ze tvrzeni tlohy plati
i v pripadech, kdy bod K padne mimo tuto tusecku. Jiny diitkaz dostaneme nasledujici
uvahou:

Je-li trojuhelnik ABC' ostrouhly, plati ¢ > ¢, kde jsme jako 1 oznacili velikost thlu
CDA. Tato nerovnost ¥ > ¢ plyne ze zfejmé nerovnosti ¢ = § + |<DAB| > [ a z nerov-
nosti 3 > ¢, kterd je ekvivalentni nerovnosti t. > %|AB | (proti vétsi strané trojuhelniku
lezi vétsi uhel), coz je nerovnost |CM| > |AB| mezi délkami thlopficek rovnobézniku
C' AM B, jehoz vnitini uhel pii vrcholu C je dle pfedpokladu ostry (tuto nerovnost ziskdme
snadno pouZitim kosinové véty: |AB|? < |AC|? + |CB|? = |AC|?> + |[AM|? < |CM|?).

Z nerovnosti ¥ > ¢ pak pro bod P uvnitt tsecky D@ pro délky stran trojuhelniki
QPK, QCD (obr.7) vychazi, ze |QK| < |QP| < |@D| < |QC| (proti vétsimu thlu v troj-
thelniku lezi vétsi strana), takze bod K lezi uvnitt tsecky QC. Podobné pro bod P uvnit#
tsecky QA dostaneme |QK| < |QP| < |QA| < |QM]|, takze bod K lezi uvniti tsecky QM.

B M

Obr.7

Budeme-li thel ¢ chapat jako orientovany tihel dvou pfimek (tj. tthel, o ktery musime
prvni pfimku oto¢it, aby splynula nebo byla rovnobézné s druhou pfimkou), vyplyne tvrzeni
ulohy z ivah v ivodnim odstavci a z nasledujici charakterizace kruznice: Body A, B, C, D
lezi na kruznici, pravé kdyz se orientovany uhel ACB rovnd orientovanému tuhlu ADB.
Za uplné feseni udeélte 6 bodt, z toho 2 body za objeveni pevného bodu M. Pokud zak urci bod M a do-
kaze pozadovanou vlastnost jen v jednom z rozebiranych pfipadii, udélte 5 bodi. Pokud fesitel nedokéaze,
ze bod K (diky pfedpokladu ostrothlosti trojuhelniku ABC) padne dovniti tsecky C'M, ani nedokdze

obecnéjsi tvrzeni bez uvedeného predpokladu, strhnéte dva body. Za opomenuti moznosti K = C zadné
body nestrhavejte. Reseni jiného typu nez uvedené hodnotte v souladu s timto schématem.



