58. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
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Ulohy domdci &sti |. kola kategorie A

1. V oboru redlnych cisel reste soustavu rovnic

2sinx cos(z +y) +siny =1,
2sinycos(y + =) +sinx = 1.

RESENI. Pouzitim znédmych vzorct
cos(x +y) =cosxcosy —sinzsiny, sin2z =2sinxcosz, cos2x=1-—2 sin’ x
dostaneme tpravou levé strany prvni rovnice

2sinx cos(z + y) + siny = 2sinz(cos x cosy — sinzsiny) + siny =
= 2sinz coszcosy + (1 — 2sin’® z) siny =
=sin2x cosy + cos2xsiny =
= sin(2z + y).

Podobné je levé strana druhé rovnice rovna sin(2y + ). Dana soustava je tedy ekviva-
lentni soustave
sin(2z +y) =1,

sin(2y + x) = 1. 1)

Protoze funkce sinus nabyva hodnotu 1 pravé v bodech tvaru %n + 2kn, kde k je
celé ¢islo, budou Fesenim soustavy pravé ty dvojice (x,y), pro néz existuji celd ¢isla k,
takova, ze

20 +y=3n+2kn, 2y+z=3in+2n (2)

Odtud bud ode¢tenim vhodnych nasobk rovnic (napf. od dvojnasobku prvni odec¢teme
druhou), anebo pfimym vyjadfenim jedné proménné z prvni rovnice a dosazenim do
druhé rovnice po upravé dostaneme

r=3n+22k—Uln, y=¢n+ 22 —k)m
Resenim soustavy jsou tedy dvojice (%n + %(2]4 —Dr, %TE + %(21 — k)), kde k, [ jsou
libovolnéa celé ¢isla. Neni nutné délat zkousku, nebot z uvedeného postupu vyplyva, ze

takovéto dvojice (z,y) spliuji vztahy (2), a tedy i soustavu (1), ktera je zadané soustavé
ekvivalentni.

Poznamka. Uvedeny vysledek se da zapsat i jinak. Vzhledem k tomu, ze y — x =
= $(60 — 6k)n = 2(I — k)m, mizeme pro m = | — k, n = 2k — | psat z = it + Znm,
y = x + 2mmn, feSenim jsou tedy dvojice (%n + %mc, %n + %mc + 2mm), kde m, n jsou
libovolna cel ¢isla. (Pokud k, I probihaji vSechny mozné dvojice celych ¢isel, plati to
i pro ¢isla m, n.)



JINE RESENI. Pokud je feSenim dané soustavy dvojice (z,y), jsou diky periodicité
funkci sinus a kosinus s periodou 2n ziejmé fesenim i vSechny dvojice (z + 2kn, y + 2ir)
(k, I jsou libovolna celd ¢isla). Budeme tedy soustavu fesit jen v oboru (0, 2n) a na konci
nalezend feSeni ,posuneme® o (2km, 2(1t), abychom ziskali obecné Feseni.

Odectenim rovnic soustavy ziskdme po rozkladu levé strany na soucin rovnici

(sinz — siny)(2cos(z +y) —1)=0.

Rozlisime dva pripady podle toho, ktery z ¢initeld je nulovy.
I. Jestlize sin = sin y, mame vzhledem k podmince x,y € (0, 21t) t¥i moZnosti: bud
x =y, anebo  + y = 7, anebo x + y = 3 (obr. 1).
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Obr. 1

Pro x = y po dosazeni do piivodni soustavy ziskdme jedinou rovnici
2sinx cos 2z +sinx = 1.

7 ni pouzitim vzorce cos2z = 1 — 2sin®x a po substituci sinz = ¢ ekvivalentnimi
upravami postupné dostaneme
2sinz(1 — 2sin2) +sinz =1,
2t(1 —2t%) +t =1,
A3 —3t+1=0,
(t+1)(2t—1)2 =0.

Pfi posledni tpravé jsme ,,uhodli“ kofen ¢t = —1 a rozklad na soucin ziskali vydéle-
nim mnoho¢lenu 4¢3 — 3t + 1 kofenovym ¢initelem ¢ + 1. Vzhledem k pouzité substituci
t = sinz jsou feSenim posledni rovnice ta z € (0, 2x), pro kterd bud sinz = —1, anebo

1

sinz = 3, takze r € {%n, %n, %n} Ve zkoumaném oboru jsou fesenim dané soustavy
i 11 5.5 3.3

dvojice (gm, 5m), (g, g.rc) a (3m, 3m). / / /
Proz+y = n ¢  +y = 31 mdme cos(z + y) = —1. Dosazenim do puvodni

soustavy (vzhledem k predpokladu sinz = siny) ziskdme jedinou rovnici sinz = —1,

a tedy i siny = —1. Ve zkoumaném oboru tak dostdvame jediné feSeni z = y = %TE,

které jsme nasli uz prve.

IL. Jestlize 2 cos(z+y)—1 = 0 neboli cos(z+y) = 1, jex+y = ﬂ:%n+2kn pro néjaké
celé k a nékteré znaménko. Po dosazeni do ptivodni soustavy dostaneme jedinou rovnici
sin x+siny = 1, kterd diky periodé 2n funkce sinus a nasledujicimu uziti znamého vzorce
sin(a 4+ b) = sina cos b + cos asin b, podle néhoz

siny = sin(+in+ 2kt — z) = sin(+in — ) =

= sin(+in) cosz — cos(+in)sinz = i? cosz — 3 sinw,
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prejde do tvaru (zminény vzorec uplatnime jesté jednou)
1l =sinz +siny = j:@ cosz + 3 sinz = sin(z + in).

Ve zkoumaném oboru tak dostavame x + %TE = %n, takze bud (pfi ,hornim* znaménku)

T = %n, coz vzhledem k rovnosti y = %n —x + 2kn d& jediné y = %TE — %n = %n), nebo
(pfi ,dolnim“ znaménku) =z = %Tc a analogicky dostaneme jediné y = gn. V piipadé II

tedy neexistuji jina reseni nez ta, jez jsme objevili uz v pripadeé I.

ot

Zdvér. Resenim v oboru (0,2r) jsou dvojice (37, #1), (37, 21), (3n, 2n). V oboru
realnych cisel to pak jsou dvojice

(im+2km, in+2ln), (Zn+2km 2n+2n), (n+ 2km, 3n+2in),

kde k a [ jsou libovolna cela cisla.

Poznamka. Naznacme jesté jeden mozny zacatek reseni zalozeny na tom, ze z rov-
nic zadané soustavy vylou¢ime spoleény ,slozity“ ¢len cos(z + y). Dosdhneme toho,
kdyz prvni rovnici vynasobime sin y, druhou rovnici vynasobime sin x a vzniklé rovnice
odec¢teme. Dostaneme tak rovnici

r =siny —sinz, po tpravé (sinz —siny)(1 —sinx —siny) = 0.

sin® y — sin
Musi tedy platit sinx = siny nebo sinx+siny = 1. V prvnim ptipadé dale postupujeme
jako v predchozim feSeni, ve druhém ptipadé po dosazeni siny = 1 — sinxz do prvni
rovnice dané soustavy dostaneme prvni z rovnic

(2cos(z+y) —1)sinz =0, (2cos(z+y)—1)siny =0,

druhou pak odvodime obdobné. Protoze aspon jeden sc¢itanec v rovnosti sinx+siny = 1
musi byt nenulovy, vedou predchozi rovnice k zavéru, ze cos(x + y) = %, takze opét
mizeme postupovat stejné jako v predchozim resSeni.

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:
N1. Dokazte platnost znamych souctovych vzorcu

cos(a + b) = cosacosb — sinasinb, sin(a + b) = sina cosb + cos a sin b.

[Prvni vzorec se d&4 dokézat napf. vhodnym pouZitim kosinové véty pro trojuhelnik,
jehoz dva vrcholy lezi na jednotkové kruznici, pficemz treti vrchol je jejim stfedem.
Druhy vzorec se da snadno odvodit z prvniho.]
D1. V oboru realnych ¢isel vyteste rovnici
1—|—sinm+Tc ~sinx_Tc =0
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[55-A-S-3]
D2. Dokazte, ze cos 36° = i(l—l—\/g). [Je-li @ = 36°, je sin 2a. = sin 3a nebot 2a+3a = 180°.
Protoze sin 2o = 2sinacosa a

sin 3ae = sin(2a 4+ a) = sin 2a.cos a + cos 2asina =
=2sinacos? a4 (2cos? a — 1) sina = sina(4 cos® a — 1),

dostavame 2 sin a cos @ = sin (4 cos? a — 1). Po vydéleni nenulovym ¢islem sin « mame
4cos’>a—2cosa—1=0.Cislot = i(l +1/5) je jedingm kladnym feSenim kvadratické
rovnice 4t — 2t — 1 = 0.]



2. Je dadn tétivovy ctyrihelnik ABCD. Dokazte, Ze spojnice pruseciku vysek trojihel-
niku ABC' s prusecikem vysek trojuhelniku ABD je rovnobéznd s primkou CD.

RESEN{. Ozna¢me k kruZnici opsanou ¢tyfihelniku ABCD. Pruseéiky vysek troj-
thelnikt ABC a ABD ozna¢me postupné U a V (obr. 2).
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Obr. 2

Nékolik znamych vlastnosti priiseciku vysek souvisejicich s opsanou kruznici je za-
chyceno v navodnych a doplnujicich tlohach. V dané situaci sa nam bude hodit, Ze
obraz U’ bodu U v osové soumérnosti podle strany AB lezi na kruznici k, ktera je
trojuhelniku ABC opsana. (To plati i pro tupouhly trojiuhelnik ABC.) Podobné lezi na
kruznici k i obraz V' bodu V' v téze osové soumérnosti.

Predpokladejme, ze trojuhelniky ABC a ABD jsou ostrouhlé. Body U a V tedy lezi
v poloroviné ABC'. Obé kolmice CU’ a DV’ na stranu AB jsou rovnobézné, takze Ctyt-
thelnik CU'V'D je tétivovy lichobéznik, ktery je nutné rovnoramenny.! Odtud a z vlast-
nosti osové soumérnosti dostavame rovnosti

|xCDV'| = |xU'V'D| = |xUVV'|.

Protoze body C a U lezi v téZe poloroviné vzhledem k piimce V'D, jsou piimky CD
a UV rovnobézné, coz jsme méli dokazat. (V posledni Gvaze jsme vyuzili, ze body D,
V', V' lezi na pfimce v tomto poradi.)

V pripadé, kdy je aspon jeden z trojihelnikit ABC' a ABD tupotuhly, je argumentace
velmi podobna. Body C, D, V', U’ vidy vytvoii rovnoramenny lichobéznik, i kdyZ ne
nutné v uvedeném poradi.

JINE RESENI. Pokud je AB prumérem kruznice k opsané danému tétivovému éty¥-
thelniku ABCD, jsou ziejmé oba trojuhelniky ABC a ABD pravouhlé, takze plati
U=C,V =D a neni co dokazovat.

V opa¢ném pripadé uvazme osu o kruznice k rovnobéznou se stranou AB, o # AB.
Jak uz vime, obrazy U’ a V' bodi U a V v osové soumérnosti podle strany AB lezi
na kruznici k£ opsané obéma trojihelnikim ABC a ABD. Obé tétivy CU’ i DV’ jsou
kolmé na osu o, takze body C a D jsou obrazy bodu U’ a V' v osové soumérnosti podle

1 Viz tlohu N1.



osy o. To znamena, ze iseCka C'D je obrazem tsecky UV ve slozeni obou uvedenych oso-
vych soumérnosti. Slozenim dvou osovych soumérnosti s rovnobéznymi osami je ovSsem
posunuti, takze C'D || UV. Tim je tedy tvrzeni tlohy dokazéano.

Jsou to opravdu tétivy? Pokud je pfislusny trojiuhelnik ABC' ¢ ABD ostrouhly,
neni o tom pochyb. Podobné i v pfipadé tupého thlu pfi vrcholu C' (a tedy i D); v obou
pripadech jsou body C, U’ i D, V' oddéleny pfimkou AB. Zbyva moznost, kdy je tupy
thel pfi jednom z vrcholt A nebo B (s ohledem na symetrii rozebereme pouze druhou
moznost, obr. 3). Je-li C' = U’, je trojuhelnik UC A soumérny podle pfimky AB, takze
|xBCU| = |xUAB| = |xCAB|. Z rovnosti obvodového (CAB) a tsekového (BCU)
uhlu tétivy BC nyni plyne, ze vyska CU je teénou opsané kruznice, bod C' = U’ tak
lezi na ose o (je samodruznym bodem zminéné osové soumérnosti) a postup popsany
v predchozim odstavci je naprosto korektni.

c=U

Obr. 3

JINE RESENI. Uvazujme tétivu AB dané kruznice k. Pro libovolny bod C na jednom
z obloukt AB kruznice k oznac¢me U prusecik vysek piislusného trojuhelniku ABC.
Ukéazeme, ze délka tsecky CU nezavisi na poloze bodu C' na zvoleném oblouku AB.

Pokud je AB prumér dané kruznice, je C = U a uvedené tvrzeni ziejmé plati.
V opac¢ném piipadé je U # C. Ozna¢me K patu vysky z vrcholu A na stranu BC a L
patu vysky z vrcholu C na stranu AB. Vysky AK a C'L ziejmé sviraji stejny thel jako
primky BC a AB, k nimz jsou kolmé. To znamena, ze thly CUK a ABC maji stejny
sinus. Z pravouhlych trojuhelniki UKC a AKC tak mame (pfi oznaceni velikosti stran
a thli obvyklym zptsobem)

|CK]| _ blcosy|  c|cos]

sin|xCUK|  sinp siny ’

ICU| =

pficemz posledni rovnost plyne ze sinové véty pro trojuhelnik ABC'. Délka tsecky CU
tedy zavisi jen na délce usecky AB a na velikosti pfislusného obvodového uhlu ACB.
Protoze tisecka AB i oblouk kruznice jsou dany, délka tisecky C'U se neméni.

Vrcholy C' a D daného ¢tyiuhelniku lezi na témze oblouku AB opsané kruZnice.
Podle predchozi tivahy jsou tedy tsecky CU a DV stejné dlouhé. Coby vysky na tutéz
stranu jsou navic rovnobézné, a to souhlasné (podle toho, zda je thel v ostry nebo tupy,
mé vektor CU stejny smér jako CL ¢i opac¢ny). Ctyiahelnik CDVU je tedy rovnobéznik,
coz znamena, ze primky C'D a VU jsou rovnobézné.

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

N1. Dokazte, ze kazdy lichobéznik, kterému lze opsat kruznici, je rovnoramenny. [Rameno
LM libovolného lichobézniku KLMN je vidét z vrcholu K pod stejnym thlem jako
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N2.

N3.

N4.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

Dé6.

Dr7.

D8.

D9.

rameno KN z vrcholu M. Je-li lichobéznik K LM N tétivovy, predchozi véta znamena,
ze tétivy LM a KN opsané kruznice musi byt shodné; jsou to v8ak pravé obé ramena.|
Necht ABC je ostrouhly trojuhelnik s prise¢ikem vysek V a opsanou kruznici k. Do-
kazte, %e obraz V'’ bodu V v osové soumérnosti podle pfimky AB lezi na kruZnici k.
Maji stejnou vlastnost i tupouhlé trojuhelniky? [Staci vyjadrit velikost tthlu AV B
z trojahelniku AV B, v némz zbylé dva thly dopocitdme z vhodnych pravouhlych troj-
thelnikt. Tento tthel m4 velikost 180° — |x AC B|, odkud plyne, ze ¢tyfthelnik ACBV’
je tétivovy. Obraz pruseciku vysek v osové soumérnosti podle strany lezi na opsané
kruznici i v pfipadé€, ze trojuhelnik je tupotihly. Tvrzeni dokazeme podobné vypoctem
velikosti vhodnych Ghli.]

Oznac¢me V prusecik vysek ostrothlého trojuhelniku ABC'. Dokazte, ze kruznice opsané
trojuhelnikim ABV, BCV,C AV jsou shodné, a porovnejte jejich polomér s polomérem
kruznice opsané trojuhelniku ABC. [VSechny t¥i kruznice jsou obrazem kruznice opsané
trojuhelniku ABC' v osové soumérnosti podle prislusné strany. Je to pfimy dutsledek
predchézejici ndvodné tlohy.]

Je dan trojuhelnik ABC' s pruse¢ikem vysek V. Vyjadiete velikost tisecky C'V pomoci
délek stran a velikosti thla trojahelniku ABC. Snazte se, aby vaSe vyjadfeni bylo co
nejjednodussi. [Viz posledni uvedené feseni soutézni tlohy. Moznych postupt i vyjid-
feni je vice.]

Necht ABC je ostrouhly trojihelnik s pruse¢ikem vysek V a opsanou kruznici k. Dokaz-
te, Ze obraz bodu V ve stfedové soumérnosti podle stfedu tsecky AB lezi na kruznici k
a je jejim nejvzdalenéjs§im bodem od vrcholu C. Mayji stejnou vlastnost i tupothlé troj-
thelniky? [Uvazte, ze body A, B, V se zminénym obrazem tvofi vrcholy rovnobézniku,
o velikosti jeho vnitiniho thlu AV B jiz vite z Glohy N2.]

V roviné jsou dany tfi navzajem rizné shodné kruznice se spole¢nym bodem V. Druhé
pruseéiky dvojic téchto kruznic (rtizné od bodu V') oznaéme A, B, C. Dokazte, ze bod V
je prusec¢ikem vysek trojuhelniku ABC. [VyuZijte toho, ze kazdé z tétiv AV, BV, CV
odpovidaji ve dvou z danych kruznic stejné obvodové uhly, k diikkazu poznatku, Ze jak
uhly AV B a ACB, tak thly AVC a ABC i thly BVC a BC A se doplnuji do pfimého
dhlu (rozliste ptripady rtznych poloh bodu V vuéi trojuhelniku ABC). Pfi zadaném
trojuhelniku ABC mé tuto vlastnost jediny bod V — prisecik jeho vysek.]

Je dén trojuhelnik ABC'. Dokazte, Ze osa ithlu AC'B a osa strany AB se protinaji na
kruznici opsané trojahelniku ABC'. [Stfed M oblouku AB lezi na ose thlu AC B, nebot
z rovnosti |AM| = |BM]| plyne, ze obé tétivy AM a BM jsou z bodu C vidét pod
stejnym thlem.]

V tétivovém ctyriuhelniku ABCD ozna¢me L, M stifedy kruznic vepsanych postupné
trojuhelnikim BC' A, BC' D. Dale oznacme R prusecik kolmic vedenych z bodi L a M
postupné na pfimky AC a BD. Dokazte, Zze trojuhelnik LM R je rovnoramenny. [56—
A-TI1-2]

Na kruznici o poloméru r lezi pét raznych boda A, B, C, D, E v tomto poradi, pricemz
plati |AC| = |BD| = |CE| = r. Dokazte, ze trojuhelnik, jehoz vrcholy jsou ortocentra
trojthelniki ACD, BCD a BCE, je pravouhly. [C-P-S trojstietnuti 2006/1]

Dokazte, Ze vSechny stfedy stran a paty vysek v libovolném trojihelniku lezi na jedné
kruznici. (Tato kruZnice je zndma jako Feuerbachova kruZnice nebo kruznice deviti
bodi — kromé zminénych Sesti bodi@ na ni totiz jesté lezi stfedy tisecek spojujicich
prisecik vysek s jednotlivymi vrcholy trojihelniku.) [Uvazte obraz kruznice opsané ve
stejnolehlosti se stfedem v pruseéiku vysek a koeficientem 1/2 a vyuzijte vysledku tloh
N2 a D1, viz str. 28-29 brozury O podobnosti v geometrii, SMM 7.]

Je dan trojuhelnik ABC a bod P v jeho roviné. Ozna¢me D, E, F paty kolmic z bodu P
na pfimky AB, BC, CA. Dokazte, Zze pokud bod P lezi na kruZnici opsané trojihel-
niku ABC, lezi body D, E, F v ptimce. (Tato pfimka sa nazyva Simsonovou primkou
bodu P.) M4 stejnou vlastnost i néjaky bod P lezici mimo kruznici opsanou trojuhel-
niku ABC? [Viz Svréek — Vanzura: Geometrie trojihelnika, str. 53.]

Necht P je bod na kruznici opsané trojuhelniku ABC. Ozna¢me V priseéik vysek
trojuhelniku ABC'. Dokazte, Ze prusecik Simsonovy pifimky bodu P s tseckou PV
je stfedem tusecky PV a lezi na Feuerbachové kruznici trojihelniku ABC. (Re-
Seni této narocné ulohy je mozno najit na strdnce http://mathforum.org/library/
drmath/view/61688.html.)

Necht PQ je libovolny priimér kruznice opsané trojuhelniku ABC. Dokazte, ze Simso-
novy primky bodi P a @ jsou na sebe kolmé a protinaji se na Feuerbachové kruznici
trojuhelniku ABC. (Druh4 ¢ast této ulohy je vskutku naroéna.)



3 V. v (X4 N / v/ I v x 3 v/
3. Najdéte vsechny dvojice prirozenych cisel x, y takove, Ze je prvocislo.
x
RESENI. Piedpokladejme, Ze piirozens éisla x, y a prvoéislo p vyhovuji rovnici

.’Ey2

= . 1
iy P (1)
Nejvetsi spolecny délitel ¢isel x, y oznac¢me d. Potom x = da a y = db, kde prirozena cisla
a, b jsou (jiz) nesoudélna. Po dosazeni do rovnosti (1), odstranéni zlomku nasobenim
a po vydéleni kladnym cislem d dostaneme

d?ab® = p(a + b). (2)

Cisla a a b jsou nesoudéln4, proto jsou takova i ¢isla b?, a+b z réiznych stran rovnosti (2).2

To podle znamého pravidla® znamen4, ze b2 | p. Prvocislo p ma pouze dva délitele: ¢isla
1 a p, druhé z nich vSak neni druhou mocninou, proto nutné plati b = 1. Po dosazeni
do (2) obdrzime

d*a = p(a+1). (3)

Zopakujme podobnou tvahu jako diive. ProtoZze a déli levou stranu rovnosti (3), déli
i jeji pravou stranu, coz vzhledem ke ziejmé nesoudélnosti cisel a, a + 1 vede k zavéru,
ze a | p. Plati proto bud a = 1, nebo a = p. Oba piipady nyni posoudime oddélené.

Po dosazeni a = 1 do (3) dostaneme d? = 2p. Protoze p je prvocislo, ¢islo 2p je
druhou mocninou jediné v piipadé p = 2. Potom rovnéz plati d = 2 a vysledek vede
k prvni vyhovujici dvojici x = da = 2, y = db = 2.

Po dosazeni a = p do (3) a vydéleni kladnym p dostaneme d?> = p + 1 neboli
p = (d+1)(d—1). Takovy rozklad prvocisla p na dva ¢initele (d — 1 < d + 1) je jediny:
d—1=1ad+1=p. Odtud dostavame d = 2, p = 3, takze druha vyhovujici dvojice
jex=da=dp=6ay=db=2.

I kdyz mtuzeme provést zkousku obou feSeni snadnym dosazenim do rovnice (1),
pii nasem postupu takova kontrola neni nezbytnd, nebot jsme rovnici v daném oboru
upravovali ekvivalentné.

Odpovéd': Uloze vyhovuji pravé dvé dvojice (z,y), a to (2,2) a (6,2).

NAVODNE A DOPLNUJIiCI ULOHY:

N1. Jsou-li éisla a, b nesoudélnd, tj. nsd(a,b) = 1, pak také plati: a) nsd(b,a + b) = 1;
b) nsd(b?,a+b) = 1; c) nsd(a+b,a® +b?) = 1, je-li ¢islo a+b liché. Dokazte. [a) Kdyby
Cisla b a a + b méla spolecného délitele d > 1, ¢islo d by délilo i jejich rozdil, ktery se
rovna &islu a, tedy éislo d by délilo jak a, tak i b, spor. b) Kdyby ¢isla b? a a + b méla
spoleéného délitele d > 1, méla by i spole¢ného prvocinitele p, ktery by délil nejen b2,
ale ib, takze ¢isla b a a+b by byla soudélnd, coz by odporovalo vysledku a). ¢) Z rovnosti
(a+b)? — (a® + b?) = 2ab plyne, ze kdyby ¢isla a + b, a® + b2 méla spole¢ného lichého
prvocinitele, byl by to i prvocinitel sou¢inu 2ab, a tedy i prvocinitel aspon jednoho
z ¢isel a, b, coz by opét odporovalo vysledku a).]

N2. Plati-li pro celd k, I, m vztahy nsd(k,l) = 1 a k | Im, pak k | m; dokazte. [Z k | Im
plyne Im = kt pro vhodné celé t. Z porovnani rozkladu na prvocinitele ¢isla Im = kt
pri nesoudélnosti Cisel k, | plyne, ze kazdy prvocinitel ¢isla k musi byt prvocinitelem
¢isla m (presnéji: kazdy prvocinitel p ¢isla k je v rozkladu ¢&isla m zastoupen tolikrat,
kolikrat je zastoupen v rozkladech k a ¢ dohromady). To znameni, ze k | m.]

D1. Uréete viechny dvojice prvoéisel p, ¢, pro které plati p + ¢ = ¢ + p3. [55-B-11-1]

D2. Najdéte vsechny dvojice prvocisel p, g, pro které plati p + ¢ = q + 145p2. [55-C-11-4]

2 Viz tlohu N1.
3 Viz tlohu N2.



4. UvazZujme nekonecnou aritmetickou posloupnost
a,a+d,a+2d,..., (%)

kde a, d jsou prirozend (tj. kladnd celd) ¢isla.

a) Najdéte priklad posloupnosti (x), kterd obsahuje nekoneéné mnoho k-tgch moc-
nin prirozenych cisel pro vsechna k = 2,3, ...

b) Najdéte priklad posloupnosti (x), kterd neobsahuje Zidnou k-tou mocninu p¥i-
rozenéeho cisla pro Zddné k = 2,3, ...

c) Najdéte priklad posloupnosti (x), kterd neobsahuje Zddnou druhou mocninu pri-
rozenéeho cisla, ale obsahuje nekonecné mnoho tretich mocnin prirozenych cisel.

d) Dokazte, Ze pro vSechna prirozend ¢isla a, d, k (k > 1) plati: Posloupnost (x)
bud neobsahuje Zddnou k-tou mocninu prirozeného ¢isla, anebo obsahuje neko-
necné€ mnoho k-tych mocnin prirozenych cisel.

RESEN{. a) Polozme naptiklad a = 1, d = 1. Posloupnost (*) pak m4 tvar
1,2,3.4, ...,

tj. obsahuje vSechna prirozena ¢isla. Mezi nimi je samoziejmé nekone¢né mnoho k-tych
mocnin pro kazdé k. (Vyhovujici a, d v této trividlni ¢asti tlohy je moZné zvolit i mno-
hymi jinymi zpisoby.)

b) PoloZzme napiiklad a = 2, d = 4. Posloupnost (*) pak mé tvar

2,6,10,14, . . .,

tj. je tvorena sudymi ¢isly tvaru 4n+2, kden = 0,1, 2, ... Tato posloupnost proto urcité
neobsahuje zadnou k-tou mocninu lichého cisla. VSimnéme si, ze k-t4 mocnina libovol-
ného sudého &isla je délitelna &islem 2%, tedy i ¢islem 4 (uvaZzujeme pouze exponenty
k =2 2), tuto vlastnost vSak nema zadné ¢islo tvaru 4n + 2. Zvolend postupnost proto
neobsahuje k-tou mocninu zadného prirozeného ¢isla, at je k = 2,3, ... zvoleno jakkoliv.

(Podobné je mozné zdivodnit, ze tloze b) vyhovuje kazda posloupnost, kterou
dostaneme volbou a = p, d = p? pro libovolné prvoéislo p; popsany piipad odpovida
hodnoté p = 2.)

c¢) Polozme naptiklad a = 8, d = 16. Posloupnost (*) pak ma tvar
8,24,40,56, ...,

tj. je tvofena lichymi nasobky osmi tvaru 8(2n+1), kde n = 0,1, 2, . ... Vysvétlime, pro¢
zvolend posloupnost neobsahuje zddnou druhou mocninu prirozeného cisla. Kazdy jeji
¢len 8(2n 4 1) ma totiz prvodislo 2 ve svém rozkladu na prvocinitele zastoupeno ttikrat
(8 = 23 a ¢islo 2n + 1 je liché), zatimco kazda druhd mocnina mé ve svém rozkladu sudy
pocet vyskytt jakéhokoliv prvocisla.

Na druhé strané, ve zvolené posloupnosti jsou zastoupeny vsechny tfeti mocniny
8-13,8-33,8-53, ..., protoze tieti mocnina lichého ¢isla je opét éislo liché, tedy tvaru
2n + 1, a v8echna ¢isla tvaru 8(2n + 1) nase posloupnost obsahuje.

Zvolena posloupnost tedy tloze c) vyhovuje. (Opét jsme mohli ¢isla a a d zvolit
jinak, napt. obecnéji a = p? a d = p*, kde p je libovolné prvocislo.)
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d) Pfedpokladejme, Ze pro dané k > 1 se v posloupnosti (x) vyskytuje aspon jedna
k-t4 mocnina, feknéme éislo m”, kde m je p¥irozené. Ze vzorce pro obecny ¢len arit-
metické posloupnosti pak plyne, Ze pro nékteré celé nezadporné cislo n plati rovnost
mF = a + nd. Ukazme, 7e pak v posloupnosti () lezi (spolu s mocninou m*) vsechny
mocniny (m + d)*, (m + 2d)*, (m + 3d)¥, ... (kterych je nekone¢né mnoho).

Vezméme rovnou obecny ¢len z vypsanych k-tjch mocnin, tedy mocninu (m +td)*,

kde t je celé kladné ¢islo. Podle binomické véty plati

(m+td)* = m* + kmF~1td + (5)mF=202d2 + ..+ kmt*—1db 1 4 ¢k dh =
=mF +d- (km* 't + §)mF22d + ..+ kmtF1dP 2 + thgh L) =
=mF4+d-M = (a+nd)+dM =a+d(n+ M).

Protoze M (vyraz ve velké zévorce) je ziejmé piirozené ¢&islo, hodnota (m + td)¥ =
= a+d(n+ M) je ¢lenem posloupnosti (x) pro kazdé ptirozené t. Tim je pozadovana
vlastnost nasi posloupnosti dokazana.

Poznamenejme, zZe namisto binomické véty jsme v poslednim odstavci mohli vy-
uzit kongruence?. Kazd4 aritmetickd posloupnost (*) je totiz tvoifena pravé témi celymi
¢isly z, pro néz plati * = a (mod d) a = = a. Jak je zndmo, plati implikace: jestlize
r = y (mod d), pak ¥ = y*¥ (mod d) pro kazdé ptirozené k. Diky tomuto pravidiu
o umocnéni muzeme celé feseni tlohy d) pojmout takto: ma-li pro dané k kongruence
2* = a (mod d) né&jaké feseni z = m s vlastnosti m = a, je jejim feSenim i kazdé takové
x, pro néz x = m (mod d). (V pivodnim feSeni bychom mohli tedy vzit i napf. mocninu
(m — d)*, kdyby platilo a + d < m.)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Dokazte, ze aritmetickd posloupnost 12,20,... obsahuje nekonecné mnoho druhych
mocnin pfirozenych éisel, neobsahuje vSak zadnou jejich tfeti mocninu. [Dané posloup-
nost obsahuje druhé mocniny ¢isel 4k + 2. Kazdé ¢islo dané posloupnosti je délitelné
Gtyfmi, ne vSak osmi (¢islem, jehoz ndsobky jsou tfeti mocniny vSech sudych éisel).]

N2. Tvrzeni z ¢asti d) dokazte nejprve pro pfipad k = 2, tj. dokazte, Ze posloupnost ()
bud neobsahuje zddnou druhou mocninu, nebo jich obsahuje nekoneé¢né mnoho.

D1. Najdeéte ptiklad takové posloupnosti (), ze souéin jejich prvnich 2009 ¢lent je druhou
mocninou pfirozeného ¢isla. [Polozime-li d = a, bude souéin prvnich 2009 élent roven
¢islu 2008! - a2999 | coz je druha mocnina napt. pro a = 2 008!.]

5. V kaZdém vrcholu pravidelného 2008uhelniku leZi jedna mince. Vybereme dvé mince
a premistime kazZdou z nich do sousedniho vrcholu tak, Ze jedna se posune ve sméru
a druhd proti sméru chodu hodinovych rucicek. Rozhodnéte, zda je mozZno timto
zpusobem vsechny mince postupné presunout:
a) na 8 hromddek po 251 minci,

b) na 251 hromddek po 8 mincich.

4 S timto zpisobem pocitani se zbytkovymi t¥idami se lze sezndmit v brozure A. Apfelbecka: Kon-
gruence, Mlad4 fronta, edice Skola mladych matematikii, Praha 1968.
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RESEN{. O¢islujme vrcholy daného mnohotihelniku po fadé ¢éisly 1, 2, ..., 2008.

a) PopiSeme rovnou jeden z postupii jak pfesouvat mince, abychom je dostali na 8
hroméadek po 251 mincich.

Nejprve mince z prvnich 251 vrcholi s ¢isly 1,2, ..., 251 postupné shromazdime na
jedné hromadce ve vrcholu s ¢islem 251, pfitom jejich pohyb budeme vyvazovat zfejmym
LSymetrickym® presouvanim minci z poslednich 251 vrcholti s ¢isly 1 758,1759,...,2008
do vrcholu s ¢islem 1 758. Takto vytvorime prvni dvé pozadované hromadky. Podobnym
zpusobem pak shromézdime mince z vrcholi 252 az 502 na jedné hromédce ve vr-
cholu s ¢islem 502. Jejich pohyb opét symetricky vyvazime vytvorenim stejné pocetné
hroméadky ve vrcholu s ¢islem rovnym rozdilu 1757 — 250, tedy s ¢islem 1507. Postup zo-
pakujeme jesté dvakrat; posledni dvé hromadky s 251 mincemi dostaneme v sousednich
vrcholech s ¢isly 1004 a 1005.

b) Dokézeme, zZe zadny postup ke kyzenému cili nevede.

Pfifadme kazdé minci ¢islo vrcholu, v némz se (aktualné) nachazi. Vsimnéme si, jak
se zmeéni soucet S vSech 2008 ¢isel pritazenych jednotlivym mincim, kdyz povolenym
zplusobem presuneme libovolnou dvojici minci. Nenastane-li pfitom pfesun mince mezi
vrcholy s ¢isly 1 a 2008, hodnota souctu S se ziejmé nezméni, nebot jedné z presouvanych
minci se prifazené ¢islo o 1 zvétsi, druhé presouvané minci se prifazené ¢islo o 1 zmensi
(Cisla pfifazend ostatnim mincim, jeZ zustaly na misté, se nezméni). Pokud vSak pfesun
mezi vrcholy s ¢isly 1 a 2008 nastane a nejde-li pfitom o bezvyznamnou vymeénu mince
z vrcholu 1 za minci z vrcholu 2 008 a naopak, soucet S se zméni na hodnotu S =+ 2 008,
nebot ¢isla pfifazend piesouvanym mincim se bud obé zvétsi, nebo obé zmensi, a to
v obou piipadech o hodnoty 1 a 2007.

Nase tivahy o aktudlnich hodnotach souctu S pfifazenych vSem mincim mutizeme
shrnout takto: po libovolném poctu presunt dvojic minci se hodnota S z pocatecni
hodnoty Sp =142+ ...+ 2008 dostane na hodnotu S = Sy + 2008k, kde k je vhodné
celé ¢islo. Snadno ur¢ime hodnotu Sy = 1004-2 009. Kdybychom pfipustili, ze po ur¢itém
poctu presunii dvojic minci vznikne 251 hromadek po 8 mincich ve vrcholech, jejichz
¢isla oznacime vq,vs, ..., V251, musela by platit rovnost

1004 - 2009 + 2008k = 8(vy +va + ...+ v251),

kterou vSak nespliuje zadné celé ¢islo k, nebof jeji prava strana je nasobkem osmi,
zatimco leva strana nikoliv (¢islo 2 008k nasobkem osmi je, ¢islo 1004 - 2009 nikoliv).
Tim je tvrzeni o neexistenci hledaného postupu dokéazano.

Dodejme pro zajimavost, Ze tivaha o sou¢tu S neni v rozporu s vysledkem ¢asti a).
Postupu popsanému v feSeni a) odpovidé rovnice

1004 - 2009 + 2008k = 251(vy + va + ... + vg),

a to dokonce s hodnotou k = 0 (Zaddny pfesun mince mezi vrcholy s ¢isly 1 a 2008 jsme
neprovedli). Z uvedené rovnice s hodnotou k& = 0 plyne, Ze ¢isla vrcholii osmi kone¢nych
hroméadek museji spliovat rovnici

v +ve+...+vg =4-2009,

at volime jakykoliv postup bez pfesunu mince mezi vrcholy 1 a 2 008. P¥i nasem postupu
za rostouciho poradi ¢isel v; plati

V1 + vg = vy + v7 = v3 + v4 = v5 + vg = 2009.
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NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Na stole je n pohart, vSechny jsou postaveny dnem vzhiru. V jednom kroku smime
otoéit libovolnych k pohart naopak (k je dané, neménné). Je mozné, aby po koneéném
poctu krok®i bylo viech n pohdréi postaveno dnem dol@i? Reste nejprve pro n = 9
ak=05 potompron=9ak=4.[Pron=9ak=>5 to zfejmé mozné je. Pron =9
a k = 4 to mozné neni, protoze obecnéji plati: pfi sudém k a libovolném n se neméni
parita poétu pohédrti postavenych dnem vzhiiru (tj. tento poéet je bud neustéle sudé,
nebo neustéle liché ¢islo).]

N2. V kazdém vrcholu c¢tverce je jedna mince. Vybereme dvé z nich a pfemistime je do
sousednich vrchold podle pravidla ze soutézni tlohy. Rozhodnéte, zda je takto mozné
pfemistit v8echny 4 mince do jednoho vrcholu. [Neni to mozné: podobné jako v Feseni
soutézni ulohy uvazujte soucet ¢isel vrchold prirazenych mincim podle jejich aktualni
pozice a vyuzijte délitelnost étyfmi.]

N3. Ptedchozi tlohu zobecnéte pro ptripad n minci, po jedné ve vrcholech pravidelného
n-thelniku. Dokazte, Ze pfesun vSech minci na jednu hromadku je mozny, pravé kdyz
je n liché. [Postup pfi lichém n = 2k + 1 je zfejmy (do vrcholu s ¢islem k + 1 postupné
pfesuneme dvojice minci z vrchold s ¢isly 1 a 2k + 1, 2 a 2k, ..., k a k + 2), pii
sudém m neni pocatecni soucet Cisel vrchold prifazenych mincim podle jejich pozic
nasobkem c¢isla n; pfi presunech dvojic minci se neméni zbytek takového souctu pti
déleni ¢islem n.

D1. Na hranici kruhu stoji 2 jednicky a 48 nul v poradi 1,0,1,0,0,...,0. V jednom kroku je
povoleno pricist ¢islo 1 ke kterymkoliv dvéma sousednim ¢islim. Mazeme po nékolika
krocich dosdhnout toho, aby vSech 50 ¢isel bylo stejnych? [Neni to mozné; oznacte ¢isla
po tadé x1,xa,...,x50 a vysvétlete, pro¢ vyraz r1 — x2 + 3 — x4 + ... + 49 — T50
neméni svou hodnotu (nezapomerite na moznou zménu sousedlt z1 a x50).]

6. Je ddn trojuhelnik ABC'. Uvnitr stran AC, BC' jsou ddny body E, D tak, Ze |AE| =
= |BD|. Oznaéme M stred strany AB a P prusecik primek AD a BE. Dokazte, Z
obraz bodu P v stredové soumérnosti se stredem M lezi na ose uhlu ACB.

)

RESENI. Oznaéme Q obraz bodu P ve stfedové soumérnosti se stiedem M. Bod Q
bude lezet na ose thlu ACB, pravé kdyz bude mit stejnou vzdalenost od obou primek
AC a BC. Vzhledem k tomu, ze tisecky AF a BD maji stejnou délku, vidime, ze bod @
bude stejné vzdalen od primek AC a BC', pravé kdyz trojuhelniky AEQ a BD( budou
mit stejny obsah (obr.4). Rovnost jejich obsahu ted dokdzeme.

Q
Obr. 4

Z konstrukce bodu @ plyne, ze AQBP je rovnobéznik, tj. pfimka QB je rovnobézna
s pfimkou AD, proto maji trojihelniky @ BD a (QBA stejny obsah (maji shodné vysky
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na spole¢nou zékladnu @ B). Podobné z rovnobéznosti piimek QA a BE plyne rovnost
obsahtl trojihelnikit QAFE a QAB. Tim je rovnost obsahi trojuhelniki AEQ a BDQ
dokazéana, a tudiz je dokazéano i tvrzeni tlohy.

JINE RESENI. Oznac¢me C’ obraz bodu C a () obraz bodu P ve stiedové soumérnosti
podle stfedu M. Déale oznaéme K prusecik ptimek C'B a AD. Pruse¢iky pfimky C’P
s pfimkami AB a AC ozna¢me N a L (obr.5).

Obr. 5

Mame dokéazat, ze bod @ lezi na ose thlu ACB, coz je diky vlastnostem stredové
soumérnosti ekvivalentni tomu, ze bod P lezi na ose thlu AC'B (vnitiniho thlu v troj-
thelniku AC’B). Je zndmo (viz druhou navodnou tlohu), Ze toto nastane, pravé kdyz
bod N rozdéli tsecku AB v poméru délek tsecek AC’ a BC’. Pokusime se tedy urcit
pomér |AN|: |BN|.

Oznacme |BD| = |AE| =z, |CD| = y a |AC| = b. Trojthelniky ADC a K DB jsou
podobné, proto

|BK| |BD| =

= = —, takze = —.
|AC|CD] |BC'|

|BK| =z

Ze stejnolehlosti se stfedem v bodé P tak plyne

| ‘ ‘ | x ~ /
= = — k FEL| = AL| = = |BC| = |AC"|.
Ll BO| 3 takze |EL|=vy a |AL|=z+y=|BC|=|AC’|

Koneéné z podobnosti trojiuhelnikit ANL a BNC’ dostavame

|AN|  |AL| _ |AC'|
IBN| |BC’| |BC'|’

To, jak jsme pred vypoctem poméru |AN|: |BN| zminili, znamen4, Ze pfimka C'N =
= C'P je osou thlu AC'B. Tim je tvrzeni tlohy dokézéano.
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NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

D1.

D2.

D3.

D4.

Db5.

D6.

Dokazte, ze osa vnit¥niho dhlu v trojihelniku déli protilehlou stranu v poméru délek
pfilehlych stran. [Oznaéme K prusecik osy thlu ACB se stranou AB, pouzijeme sinovou
vétu v trojuhelnicich CKA a CKB a vyuzijeme toho, Zze thly AKC a BKC jsou
doplitkové a thly ACK a BCK maji stejnou velikost. Jind moznost: pomér |AK| : |BK|
je stejny jako pomér obsahti trojuhelnikit AKC a BKC, nebot tyto dva trojuhelniky
maji shodné vysky z vrcholu K]
Je dan trojuhelnik ABC. Najdéte mnozinu bodu X takovych, ze trojuhelnik ABX mé
stejny obsah jako trojuhelnik ABC. [Dvojice pifimek rovnobéznych s pfimkou AB ve
vzdalenosti vrcholu C od strany AB.]
Je dan lichobéznik ABCD se zédkladnami AB a C'D. Dokazte, ze prusecik ahlopricek AC
a BD, prusecik pfimek AD a BC a stfedy zakladen daného lichobézniku lezi v pfimce.
[Uvazujme stejnolehlost, kterd zobrazi tsecku AB na tGsec¢ku C'D. Takové stejnolehlosti
jsou dvé a jejich stfedy jsou ty dva pruseciky ze zadani tulohy. Protoze stejnolehlost
zachovava pomeéry, kazda z uvazovanych stejnolehlosti zobrazi stfed tusecky AB na
stfed tsecky C'D a jeji stied tak lezi na spojnici stfedt zakladen.]
Je dan konvexni ¢tyfahelnik ABCD. Stiedy jeho stran oznac¢me postupné K, L, M, N.

a) Dokazte, ze KLMN je rovnobéznik.

b) Uréete pomér obsahti étyfuhelnikt KLMN a ABCD.
Dokazte, ze téznice v trojuhelniku se protinaji v jednom bodé€ a rozdéli trojihelnik na
Sest Casti se stejnym obsahem.
Dokazte, ze pokud =z, y, z jsou délky téznic trojuhelniku ABC, existuje trojahelnik
s délkami stran rovnymi z, y, z. Jaky obsah ma tento trojihelnik, je-li obsah trojihel-
niku ABC roven S?7 [Vyuzijte stfedovou soumérnost napi. podle stfedu strany BC.
Obsah je 3/45.]
Je dén trojuhelnik ABC. Uvnitf jeho stran BC, CA, AB uvazujme postupné body
K, L, M takové, ze usecky AK, BL, C'M se protinaji v bodé U. Maji-li trojahelniky
AMU a KCU obsah P a trojuhelniky M BU a CLU obsah @, potom P = . Dokazte.
[49-A—S-2]
Je dan trojuhelnik ABC a body K, L, M lezici postupné uvniti stran BC, CA, AB
tak, ze pfimky AK, BL, C'M maji spole¢ny bod X.

a) Dokazte, ze pomér |AM| : |BM| je stejny jako pomér obsaht trojuhelnikd ACX

a BCX.
b) Dokazte, ze
|AM| |BK| |CL]
|BM| |CK| |AL|

(Toto tvrzeni je ¢asti Cevovy véty. Porovnejte tuto vétu s Menelaovou vétou.
Vsimnéte si, Ze Casto je vyhodné ve vypoctech i ditkazech prevést pomér vzda-
lenosti na pomér obsaht. Pouzijte tento pfistup v druhé ndvodné tloze.) [Viz
Svréek — Vanzura: Geometrie trojihelnika, str. 28-32.]
Jsou-li K, L, M po fadé vnitini body stran BC, CA, AB daného trojuhelniku ABC
takové, ze kruznice vepsané dvojicim trojuhelniki ABK a CAK, BCL a ABL, CAM
a BCM maji vnéjsi dotyk, pak se pfimky AK, BL, CM protinaji v jednom bodé.
Dokazte. [49-A-1-2]
Urcete vSechny konvexni ¢tyfahelniky ABCD s néasledujici vlastnosti: Uvniti ¢tytahel-
niku ABCD existuje bod E takovy, ze kazda pfrimka, kterd prochézi timto bodem
a protina strany AB a CD ve vnitfnich bodech, déli ¢tyfahelnik ABC'D na dvé casti
se stejnym obsahem. Svou odpovéd zduvodnéte. [49-A-11-4]
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