57.ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie C

. Trojahelnik ABC' spliiuje pfi obvyklém znaceni délek stran podminku a < b < c.
Vepsana kruznice se dotyka stran AB, BC' a AC po fadé v bodech K, L a M. Dokazte,
ze z useCek AK, BL a C'M lze sestrojit trojuhelnik, pravé kdyz plati b + ¢ < 3a.

. Klarka udélala chybu pti pisemném nasobeni dvou dvojmistnych cisel, a tak ji vyslo
¢islo 0 400 mensi, nez byl spravny vysledek. Pro kontrolu vydélila ¢islo, které dostala,
mensim z nasobenych cisel. Tentokrat pocitala spravné a vysel ji neaplny podil 67
a zbytek 56. Ktera ¢isla Klarka nasobila?

. Dokazte, ze pokud ve skupiné Sesti osob existuje aspon deset dvojic zndmych, pak v ni
lze nalézt tTi osoby, které se znaji navzajem. Vztah ,znat se“ je vzajemny, tzn. jestlize
osoba A zna osobu B, pak také B zna A. Ukazte, ze takova trojice existovat nemusi,
jestlize ve skupiné Sesti osob je méné nez deset dvojic znamych.

. Najdéte vSechny trojice celych ¢isel x, y, 2z, pro néz plati

T+ yV3+ VT =y + 2V3 + VT

Krajské kolo kategorie C se kona
v atery 1. dubna 2008

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feseni tuloh
4 hodiny cistého ¢asu. Za kazdou tulohu miize soutézici ziskat
6 bodtli, ispéSnym TreSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomticky jsou psaci a rysovaci potteby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zakium sdéli pred zahajenim soutéze.



57.ro¢nik matematické olympiady

Reseni tloh krajského kola kategorie C

1. Oznaéme z = |AK| = |AM|, y = |BL| = |BK]|, z = |CM| = |CL| (obr.1) shodné

Obr.1

useky tecen z jednotlivych vrcholt trojuhelniku k vepsané kruznici. Ziejmé plati:
a=y+z b=z+4+z c=zx+y. (1)
Z uvedenych rovnosti vidime, ze dand podminka
b+c<3a (2)

je ekvivalentni nerovnosti
r<y+z, (3)

coz je nutna podminka existence trojihelniku se stranami délek z, y a z.

Dosazenim z (1) do podminek b < ¢ a a < b zjistime, Ze z < y a y < x. To znamen4,
ze dalsi dvé trojuhelnikové nerovnosti y < z 4+ z a z < x 4+ y jsou automaticky splnény,
takze nerovnost (3), a tim i (2) je podminkou postacujici. Tim je tvrzeni tlohy dokézano.

Za Uplné feseni udélte 6 bodd, z toho 1 bod za nalezeni rovnosti (1), 2 body za zjisténi ekvivalence vztaht
(2) a (3) a 3 body za dukaz, ze podminka (3) je nejen nutné, ale i postacujici.

2. Oznac¢me x mensi a y vétsi z nasobenych ¢isel. Podle zadani plati xy —400 = 67x +
+ 56, neboli
x(y — 67) = 456. (1)

Cislo x je tedy dvojmistny délitel ¢isla 456 = 23 - 3-19. Ze zadani navic plyne, ze &islo z je
vétsi nez prislusny zbytek 56. Nejmensi takové x je x = 3-19 = 57. Pro kazdy dalsi takovy
délitel plati z 2 4-19 =76 ay — 67 < 2-3 = 6, takze y < 73 < x, coz odporuje zvolenému
oznaceni z < y. Je tedy x = 57 a y = 75. Snadno ovéiime, zZe tato ¢isla vyhovuji zadani
ulohy.
Zaver. Klarka nasobila ¢isla 57 a 75.

Za Uplné feseni udélte 6 bodu. Takové je samoziejmé i feSeni, jez proveéfi viech 16 délitelt ¢isla 456 v (1).
Za nalezeni{ rovnice (1) & jiného ekvivalentniho vztahu udélte 3 body, 2 body za analyzu jejich FeSeni

a 1 bod za zkousku, tj. ovéfeni, ze dvojice (x,y) = (57,75) spliiuje vSechny podminky tlohy. Za pouhé
uhodnuti hledanych éisel (bez sestavovani rovnice) a provedeni zkousky udélte celkem 2 body.



3. Nazvéme A osobu (pfipadné jednu z osob), kterdA ma v dané skupiné nejvice
znamych, a tento pocet znamych ozna¢me n. Ziejmé je n < 5.

Je-li n = 5, existuje mezi zbyvajicimi osobami aspon pét dalSich dvojic znamych.
Kterakoliv z téchto dvojic pak tvori s osobou A trojici znamych.

Je-li n = 4, existuje osoba B, ktera se s A nezna, a ta ma rovnéz nejvyse Ctyri znamé.
Proto se mezi zndmymi osoby A vyskytuji asponn dvé dvojice znamych. Osoba A s jednou
z téchto dvojic tvori opét trojici znamych.

Situace n < 3 nemtize nastat, protoze celkovy pocet dvojic zndmych ve skupiné je pak
nejvyse = -6n < 9.

Priklad skupiny Sesti osob s deviti dvojicemi, ale s zadnou C
trojici znamych, je znazornén grafem na obr.2. V ném body A, f f
B, C, D, E a F predstavuji jednotlivé osoby a dvojice znamych
jsou vyznaceny useCkami. Pritom zadné tfi z Gsecek netvorii troj-
thelnik. Pokud je ve skupiné méné nez devét dvojic znamych, se-
strojime vhodny priklad odstranénim ptislusného poctu tsecek
z obr. 2 (pfitom uréité zadny trojuhelnik nevznikne). E i

Jiné reseni. Je-li v Sestici osob aspon 10 dvojic znamych, je
v ni nejvyse 5 dvojic neznamych, nebot vSech dvojic je prave 15. | |
Budeme proto naopak piedpokladat, Ze v kazdé trojici se najde A B
dvojice neznamych, a dokazeme, ze v celé Sestici je takovych Obr. 2
dvojic alespon 6. Za uvedeného predpokladu miizeme oznaceni
osob zvolit tak, aby v trojicich ABC a DEF byly dvojice nezndmych AB a DE. Pak
dalsi ¢tyfi rtizné dvojice neznamych najdeme (po jedné) v trojicich ACD, AEF, BCE,
BDF (ptesvédcte se, ze kazda dvojice se vyskytuje nejvyse v jedné z uvedenych ¢yt trojic
a zaddna z téchto trojic neobsahuje ani dvojici AB, ani dvojici DFE).

Priklad pro mensi pocet dvojic znamych sestrojime stejné jako v predchozim reseni.

Za Uplné feseni udélte 6 bodu. Za dikaz existence trojice znamych pro asponn 10 dvojic zndmych udélte
3 body. Dalsi 3 body udélte, jestlize fesitel nalezne pro 9 dvojic znamych piiklad, v némz neni trojice
znamych, a ukaze, jak postupovat pro mensi pocet dvojic znamych. Uvede-li pouze ptiklad pro 9 dvojic
znamych, strhnéte bod. Uvede-li pouze pfiklady pro nékteré pocty dvojic mensi nez 9, strhnéte 2 body.

4. Rovnici pfepiSeme na tvar
z—y=(2=yV3+(z—2)VT
a umocnime. Po jednoduché tpraveé dostaneme
(x—9)? =3(z = y)* = T(z — 2)* = 2(z — 2) (= — y) V2L (1)

Pro x # z a y # z nemuze rovnost (1) platit, protoze jeji prava strana je v takovém pfipadé
¢islo iraciondlni, kdezto leva je Cislo celé. Rovnost tedy mtze nastat, jen kdyz x = z nebo
Y=z

V prvnim pfipadé po dosazeni x = z do ptivodni rovnice dostaneme z —y = v/3(z —y).
Odtud z =y = z.

Ve druhém pripadé, kdy y = z, dojdeme analogicky k témuz vysledku.

Zdvér. Resenim dané rovnice jsou véechny trojice (z,y, z) = (k, k, k), kde k je libovolné
celé cislo.
Za Uplné feseni udélte 6 bodi, z toho 1 bod za pouhé uhodnuti kofenii x =y = z € Z a 5 bodu za spravny
dtkaz, Ze jina feSeni rovnice nema.



