57.ro¢nik matematické olympiady

Ulohy klauzurni casti skolniho kola kategorie A

1. V oboru realnych c¢isel reste soustavu rovnic
1'2 —Yy= 227
y2 — k= 33'2,

22— =12

2. Podstavy hranolu tvori dva shodné konvexni n-ithelniky. Pocet v vrcholt tohoto télesa,
pocet s jeho sténovych thlopricek a pocet t jeho télesovych thlopiicek tvori v jistém
poradi prvni tii ¢leny aritmetické posloupnosti. Pro ktera n to plati?

(Pozndmka: Sténami hranolu rozumime boé¢ni stény i podstavy. Télesova thlopticka
je tsecka, jez spojuje dva vrcholy hranolu, které nelezi v téze sténé.)

3. V roviné je dan tthel X SY a kruznice k o stfedu S. Uvazujme libovolny trojihelnik
ABC' s vepsanou kruznici k, jehoz vrcholy A a B lezi po fadé na polopfimkach SX
a Y. Urcete mnozinu vrchold C vsech takovych trojuhelniki ABC.

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie A se kona
v atery 4. prosince 2007

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tuloh
4 hodiny cistého ¢asu. Za kazdou tulohu miize soutézici ziskat
6 bodtli, ispésSnym TreSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomticky jsou psaci a rysovaci potfeby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zakium sdéli pred zahajenim soutéze.



57.ro¢nik matematické olympiady

Reseni tloh klauzurni ¢4sti $kolniho kola kategorie A
1. Sectenim vsSech tii rovnic po zruseni kvadratickych ¢lentt dostaneme
r+y+z2=0. (1)

Odtud vyjadiime z = —x — y a dosadime do prvni rovnice soustavy. Obdrzime 2% — y =
= (—x — y)?, coz po tpravé da rovnici y(2z + y + 1) = 0. Rozlisime proto, ktery z obou
¢initelt na jeji levé strané je roven nule.

V ptipadé y = 0 z rovnice (1) obdrzime z = —x a po dosazeni y, z do puvodni soustavy
dostaneme pro neznamou z jedinou podminku z(z — 1) = 0, kterou spliiuje pouze x = 0
a z = 1. Jim odpovidaji feseni (z,y, z) tvaru (0,0,0) a (1,0, —1).

V pfipadé, kdy 2x +y+ 1 =0 neboli y = —2x — 1,z (1) mdme z = —x —y =z + 1.
Po dosazeni y, z do puvodni soustavy dostaneme pro neznamou x jedinou podminku
x(x + 1) = 0, kterou spliiuji pouze x = 0 a x = —1. Jim odpovidaji feSeni (z,y, z) tvaru
(0,—1,1) a (—1,1,0).

Zdvér: Dand soustava ma pravé Ctyfi feSeni (z,y,z): trojice (0,0,0), (1,0,—1),
(0,—1,1) a (~1,1,0).

Jiné reseni. Sec¢tenim dvou prvnich rovnic dané soustavy eliminujeme neznédmou x
a dostaneme rovnici y? — 22 = y + z, kterou lze zapsat v sou¢inovém tvaru

(y+2)(y—2—-1)=0. (2)

Rozlisime opét, ktery ze dvou Cinitell v posledni rovnici se rovna nule.

V ptipad€ y+z = 0 ze tfeti rovnice dané soustavy vyjde x = 0 a z prvnich dvou rovnic
po dosazeni x = 0 a z = —y dostaneme pro nezndmou y jedinou podminku y(y + 1) = 0,
tedy y = 0 nebo y = —1. Odpovidajici feseni (x,y, z) jsou (0,0,0) a (0,—1,1).

V pripadé, kdy y — 2z — 1 = 0 neboli z = y — 1, obdrzime ze tfeti rovnice soustavy
r=22—y?=(y—1)? —y? =1—2y. Dosazenim z, z dostaneme pro nezndmou y jedinou
podminku y(y — 1) = 0, tedy y = 0 nebo y = 1. Odpovidajici feSeni (z,y, z) jsou (1,0, —1)
a (—1,1,0).

Za tplné feseni udélte 6 bodu. Odvozeni rovnice (1) nebo aspon jedné ze tii analogickych rovnic v soudi-
novém tvaru (2) ocetite 2 body.

2. Kazdy n-boky hranol ma pravé n vrcholi v kazdé ze svych podstav, takze plati
v = 2n. 7 kazdého vrcholu vychazi n — 3 uhlopficek lezicich v podstavé a dvé tuhlo-
pricky lezici v boc¢nich sténach, celkem je to n — 1 sténovych thlopricek. Z 2n vrchold tedy
vychézi 2n(n — 1) sténovych thlopticek, kazda z nich je vSak zapocitdna dvakrat, proto
s = n(n — 1). Podobné ur¢ime pocet ¢ télesovych thlopiic¢ek: z kazdého vrcholu jich vychazi
n — 3 (do vSech vrcholu druhé podstavy s vyjimkou téch t¥i vrchold, se kterymi je dany
vrchol spojen hranou nebo thlopfickou v boéni sténé), proto t = 2n(n —3) : 2 = n(n — 3).

Hleddme ta celd n = 3, pro néz ¢isla

v=2n, s=nn—1) a t=n(n-23)



tvoii ve vhodném poradi trojici =, y, z s vlastnosti y — x = z — y neboli y = %(az + 2).
Snadnym dosazenim zjistime, ze pro n = 3 jde o nevyhovujici trojici ¢isel 6, 6, 0, zatimco
pro n = 4 vychazi vyhovujici trojice 8, 12, 4 (plati 8 = (4 + 12)). Pro libovolné n = 5
méme n — 1 > n — 3 =2 2, odkud po nasobeni ¢islem n dostaneme s > t = v, takze
pozadovana rovnost s aritmetickym primérem musi byt tvaru t = %(v + s). Po dosazeni
dostavame rovnici

_ 2n+n(n-1)

B 2

s jedinym pfipustnym kofenem n = 7 (kofen n = 0 nemd realny smysl).

n(n —3)

Zaver: Vyhovuji jedine n =4 an=171.

Za Gplné feseni udélte 6 bodt, z toho 1 bod za vyjadfeni poétu s a 2 body za vyjddfeni poctu t (v zavislosti
na proménné n), dalsi body podle tplnosti diskuse, v jakém poradi mohou ¢&isla v, s, t tvofit aritmetickou
posloupnost. Pokud fesitel opomene feSeni n = 4 (napf. prohlasi za zfejmé nerovnosti s > t > v), udélte
nejvyse 5 bodi.

3. Ozna¢me r polomér dané kruznice k a w velikost daného (konvexniho) thlu X SY'.

V libovolném vyhovujicim trojihelniku ABC' ozna¢me obvyklym zptsobem vnitini thly.
V trojahelniku ABS plati (obr. 1)

w=|xASB| =180° — |[xSAB| — |xSBA| = 180° — O‘Tw =90° + %
odkud plyne, ze hledand mnozina je prazdna, pokud w < 90° nebo w = 180°, a Ze vSechny
vyhovujici trojuhelniky ABC' maji vnitini thel ~, pro jehoz velikost plati

v = 2w — 180°.

A B
X Y

Obr. 1

Z pravouhlého trojuhelniku C'ST, kde T je bod dotyku kruznice k£ se stranou AC
(obr. 1), vyjadiime délku pfepony SC' vztahem
ST r
siniy  sin(w —90°)°

1SC| =

Bod C proto lezi na kruznici k; o stiedu S a poloméru r; = r/sin(w — 90°).



Stejné jako tthel ASB jsou i thly ASC a BSC' (neboli thly X SC a Y SC') tupé, nebot

| ASC| = 90° + g a |[¥xBSC|=90°+ % (1)

Dohromady tak dostavame, ze bod C' je vnitinim bodem oblouku K L kruznice ki, ktery
lezi vné daného tthlu X SY a jehoz krajni body K, L jsou urceny pravymi thly XSK
a Y SL (obr.2).

Obr. 2

Vybereme-li naopak libovolny vnitini bod C' oblouku K L, polopiimky SX, SY a SC
rozdé€li rovinu na tii tupé uhly, pficemz polopiimka C'S oddéli body X a Y. Z rovnosti
|SC| = r1 plyne, Ze teéna z bodu C' ke kruznici k sestrojend v poloroviné C'SX svird
s poloptimkou C'S ostry thel w — 90°, takze protne polopfimku SX v bodé, ktery ozna-
¢ime A. Analogicky tecna z bodu C ke kruznici k sestrojend v poloroviné C'SY protne
poloprimku SY v bodé, ktery oznacime B.

Zvolme nyni hodnoty a, 3, v tak, aby w — 90° = 1, [xCSK| = 38, [XCSL| = 1a,
potom z plného thlu u vrcholu S vyplyva

a+ 0
2

:180°—w:90°—% neboli a + 3+ v = 180°.

Jak snadno spocteme, tecna z nalezeného bodu A ke kruznici £ soumérné sdruzena s tec-
nou AC' podle pfimky SX protind polopfimku C'S pod thlem %7 + «, a podobné vyjde,
ze analogicka tecna z nalezeného bodu B protne tutéz polopfimku pod thlem %7 + 0.
Soucet obou uvedenych thld je vsak 180°, proto jsou obé te¢ny ke kruznici k rovnobézné,
a tedy totozné (oba prislusné body dotyku museji totiz leZet uvniti konvexniho thlu X SY').
Nalezeny trojihelnik ABC' ma proto pozadované vlastnosti.

Za 1tplné feseni udélte 6 bodl. Za uréeni thlu « udélte 1 bod, dalsi 2 body za uréeni poloméru r; = |SC|

kruznice k1 a 2 body za vymezeni jejiho oblouku K L. Chybi-li zavérecné zdivodnéni, ze kazdy vnitini
bod C oblouku KL je vrcholem vyhovujiciho trojahelniku ABC, muze Tfesitel ziskat nejvyse 5 bodu.



