57.ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie A

. Necht n je dané prirozené ¢islo vétsi nez 1. Najdéte vSechny dvojice celych ¢isel s a t,
pro které rovnice

" 4+ sx — 2007 =0, " +tr —2008 =0

maji v oboru redlnych cisel aspon jeden spole¢ny kofen.
. V roviné jsou dany dvé kruznice ki, k3 o riznych polomérech, které maji vnéjsi dotyk
v bodé T. Uvazujme libovolné dva body A € ki a B € ko, oba rtuzné od bodu T
a vybrané tak, ze ihel AT B je pravy.

a) Dokazte, Ze vSechny uvazované pfimky AB prochazeji tymz bodem.

b) Najdéte mnozinu stfed vSech takovych tsecek AB.
. Pole tabulky n x n, kde n = 3, jsou sti¥idavé ¢erna a bilé jako na obycejné Sachovnici,
pricemz pole v levém hornim rohu je cerné. Bila pole budeme barvit nacerno néasle-
dujicim postupem. V jednom kroku vybereme libovolny obdélnik 2 x 3 nebo 3 x 2,
ve kterém jsou jesté tii bila pole, a tato tifi pole zaCernime. Pro kterd n mizeme po
ur¢itém poctu krokt zacernit celou tabulku?

. Necht M je libovolny vnitini bod polokruznice k se stfedem S a primérem AB.
Oznacme k4 kruznici vepsanou kruhové vysec¢i ASM a kp kruznici vepsanou kruhové
vyse¢i BSM. Dokazte, ze kruznice k4 a kg lezi v opacénych polorovinach vytatych
nékterou primkou kolmou k tsecce AB.

(KruZnice vepsané kruhové vyseéi se dotyka obou ramen i hrani¢niho oblouku.)

Krajské kolo kategorie A se kona
v utery 22. ledna 2008

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feseni tuloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tulohu miize soutézici ziskat
6 bodtli, ispéSnym TreSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomticky jsou psaci a rysovaci potieby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zakium sdéli pred zahajenim soutéze.



57.ro¢nik matematické olympiady

Reseni tloh krajského kola kategorie A

1. Vyjadfenim c¢lenu 2™ z obou rovnic
" =2007 — sz, x2" =2008—tx

dostaneme po porovnani rovnici 2007 — sz = 2008 — tz, podle které spolecny koien x mize
existovat jen v pfipadé s # t a musi byt tvaru x = 1/(t — s). Takové x je skute¢né kofenem
obou pivodnich rovnic, pravé kdyz je kofenem jedné z nich; po dosazeni napt. do prvni
rovnice dostaneme po upravé ekvivalentni podminku

(t—s)""'-(s—2007(t—s)) = —1.

Protoze oba ¢initelé na levé strané jsou celd ¢isla, musi to byt ¢isla 1 a —1 v nékterém
potadi, takze podle prvniho ¢initele musi rovnéz platit t — s = +1.

a) Je-li t — s = 1, pak nalezend podminka ma tvar s — 2007(t — s) = —1. Dvojice
rovnic pro neznamé hodnoty s, t

t—s=1 s—2007(t—s)=—1

ma jediné feSeni s = 2006 a t = 2007. (Spolecny kofen je z = 1.)
b) Je-llit —s = —1, pak s —2007(t — s) = (—1)", odkud podobné jako v pfipadé a)
nalezneme feseni s = (—1)" —2007 a t = (—1)" — 2008. (Spole¢ny kofen je z = —1.)
Zaveér: Podmince tlohy vyhovuji pravé dvé dvojice (s,t) = (2006,2007) a (s,t) =
= ((-1)™ - 2007, (—1)" — 2008).
Za Gplné feseni udélte 6 bodi. Odvozeni vzorce x = 1/(t — s) oceiite 2 body, nasledné zjisténi ¢t — s = £1
rovnéz 2 body a kone¢né po 1 bodu udélte za uréeni dvojic (s,t) v jednotlivych p¥ipadech a) a b). Spoleé¢ny
koren x je dle zadani rediné Cislo; pokud feSitel nezdivodni, ze je to Cislo celé, pak za jinak uplné feseni
zalozené na Uvaze, ze Cislo x jakozto spolecny délitel Cisel 2007 a 2008 musi byt rovno 41, udélte pouze
1 bod, stejné jako kdyz fesitel obé dvojice (s,t) néjak jinak uhodne (za pouze jednu z nich zddny bod
nepfidélujte). Posudte, zda v protokolech aspirujicich na tplnost nechybi zkouska (v nasem vykladu neni
nutné diky zminéné ekvivalenci), jeji absenci penalizujte ztratou 1 bodu.

2. a) Na obr.1 jsou zakresleny priméry CT, DT danych kruZnic k;i(S1,71), resp.
k2(S2,72) a jedna dvojice vyhovujicich bodid A, B. Protoze stiedna S;.5; a na ni kolmé

ky

Obr. 1



spole¢na te¢na obou kruznic v bodé T rozdéluji rovinu na ¢tyfi kvadranty, je zfejmé, ze
oba body A, B, které s bodem T tvofi pravy thel (a museji proto leZet v sousednich
kvadrantech), lezi v téze poloroviné uréené piimkou S7.55.

Z Thaletovy véty plyne, ze CA 1. AT 1 TB 1 BD, takze AC || BT a AT || BD.
Proto podle véty uu plati AACT ~ ABTD, odkud |AC| : |BT| = |CT| : |TD| =1y : ra.
Je-li napt. r; > ro, pak pfimka AB protne polopiimku CT v takovém bodé H, ze plati
|CH|: |TH| = ry:ry (z podobnych trojihelniki ACH a BT H). Diky této tuméte je bod H
spoleény vSem uvazovanym primkam AB. Stejnou tvahu provedeme i v pripadé r; < ro
(moZnost 71 = ry je zadanim tlohy vylouc¢ena). Tim je tvrzeni a) dokézano.

Dodejme, ze po zjisténich AC || BT a AT || BD jsme se mohli rovnou odvolat na
skolské poznatky o stejnolehlosti dvou kruznic. V piipadé r1 # r2 totiz vzdy existuje
vnéjsi stied H stejnolehlosti kruznic k1, ko, v niz tétivy AC, AT kruznice k1 musi pfejit
v rovnobézné tétivy BT, resp. BD kruznice ko, nebot krajni body C, T prvnich dvou tétiv
prejdou v krajni body 7', resp. D druhych dvou tétiv. Proto bod A prejde do bodu B,
takze primka AB prochazi vnéjsim stfedem H.

b) Ozna¢me M stfed tsecky AB (obr. 1) a vyuZijme znovu vztahy CA 1 AT L
1 TB L BD. Usetky S1 M a SoM jsou stiedni pticky lichobézniktt CTBA, resp. DT AB,
takze plati S1M || TB L AT || SoM, tedy thel S1M S, je pravy. Bod M proto lezi na
Thaletové kruznici nad prumérem 5152 a je rizny od bodua Sy a S2 (tsecka AB stiednou
S1.52 neprotne).

Obrécené, je-li M libovolny bod nalezené Thaletovy kruznice rizny od Sy, So a sestro-
jime-li tétivu T A kruznice k; kolmou k tsefce SiM a tétivu T'B kruZnice ko kolmou
k tsec¢ce Sy M (obr. 2), bude tthel AT B stejné jako thel S M S, pravy a ptimky S1 M, So M
budou osami tsecek T A, resp. T'B. Budou tudiz platit rovnosti |[MA| = |MT| = |M Bj,
takze bod M bude stfedem kruznice opsané pravouhlému trojuhelniku T'AB, bude tedy
sttedem jeho prepony AB.

Obr. 2

Hledanou mnozinou stiedi tsecek AB je kruznice nad primeérem S71.55 s vyloucenymi
bOdy Sl, SQ.

Za Uplné feseni udélte 6 bodu, 3 body za kazdou z obou ¢asti a) a b). V ¢asti a) udélte 1 bod za odvozeni
vztahu AC || BT a AT || BD, 2 body za nalezeni spole¢ného bodu H vSech piimek AB (fesitelé se mohou
odvolat na poznatky o stejnolehlosti kruznic). V ¢asti b) udélte 2 body za odvozeni poznatku, ze stied M
lez{ na objevené Thaletové kruznici a 1 bod za vysvétleni, ze kazdy bod této kruznice (s vyjimkou bodu
S1, S2) je stfedem nékteré vyhovujici secky AB.



3. V jednom kroku zacernime prave tii pole, proto musi byt celkovy pocet bilych poli

dané tabulky délitelny tfemi. Pro sudé n je tento pocet roven %nQ (Gernych i bilych poli je

totiz stejny pocet), pro liché n je pocet bilych poli roven 3(n? — 1) (Eernych poli je o 1 vice
nez biljch). Cislo %nz, resp. %(n2 — 1) je nasobkem t¥i, pravé kdyz n = 6k, resp. n = 6k +1
pro vhodné celé k.

Nyni ukazeme, Ze pro vSechna ¢isla n uvedenych tvart je zacernéni celé tabulky moz-
né. Pro n = 6k je to nasnadé, nebot celou tabulku mtzeme rozdélit na obdélniky 2 x 3
a v kazdém z nich provést zacernéni. Vsimnéme si, ze stejny postup lze uplatnit i v kazdém
obdélniku, jehoz jeden rozmeér je délitelny dvéma a druhy tiemi.

Pro ¢isla n = 6k £+ 1 popiseme zacernéni pomoci matematické indukce. Pro nejmensi

¢islan = 5 an = 7 vidite na obr. 3 obdélniky 2x3 a 3 x2 v prislusnych tabulkéch, ve kterych
n="7

n=3>5

Obr. 3

provedeme zacernéni (pro lepsi prehled je z ptivodniho Sachovnicového obarveni za¢ernéno
jen stfedové, obdélniky nepokryté pole). Ve druhém indukénim kroku staci ukazat, ze lze-li
zaCernit celou tabulku n xn pro nékteré liché n, lze udélat totéz i s tabulkou (n+6) x (n+6).
Postup je jasny z obr. 4: nejprve zacernime ,stiedovou tabulku n x n (ta ma ¢erna rohova
pole) a pak zacernime kazdy ze ¢tyt vyznacenych obdélnikii o rozmérech (n + 3) x 3 nebo
3 X (n + 3). (To je mozné podle zavéru predchoziho odstavce, nebot pro liché n je ¢islo
n + 3 délitelné dvéma.)
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Obr. 4



Zaver: Celou tabulku mtuZeme zacernit, pravé kdyz je ¢islo n tvaru 6k, 6k + 1 nebo
6k — 1 pro né€jaké celé k.

Za Uplné feseni udélte 6 bodi, z toho 1 bod za tivahu o délitelnosti tfemi celkového poctu bilych poli
a dalsi 2 body, pokud je tivaha dovedena az k nutnym tvarim n = 6k, n = 6k + 1, n = 6k + 5, takze
jsou vylouCena vsechna n = 6k + 2, n = 6k + 3 a n = 6k + 4. Za popis zacCernéni pro jednotlivé ze tii
skupin moznych ¢isel n udélte po 1 bodu. Je-li u druhé a treti skupiny popsano pouze zacernéni pro prvni
hodnoty n = 5 a n = 7 (pfipadné i pro koneény pocet dalsich n = 11, n = 13,...), muze Fesitel za celou
ulohu ziskat nejvyse 4 body.

4. Podle obr. 5 zavedme oznaceni ka(Sa,7r4), kg(Sp,78), Ta € ABNka, T € ABN
Nkg, p = %|§:ASM|. Protoze poloptimky SS4, SSp jsou osami vedlejSich ahla ASM
a BSM, je thel SpSSp pravy a plati p = [£ASS4| = |&<SSETx|.

Primka s pozadovanou vlastnosti existuje, pravé kdyz kolmé priméty kruznic k4, kp
na primku AB maji nejvyse jeden spole¢ny bod. Témito pruméty jsou usecky se stiedy
T, T a jejich délky jsou 2r4 a 2rp, takze podminka z predchozi véty je ekvivalentni
nerovnosti

|TATg| 2714 +7B. (1)

Oznac¢me jesté r polomér polokruznice k. Pak |SSa| =17 —ra, |SSp| =r —rp a z pravo-
uhlych trojuhelnikd S4ST4, SpSTpE plynou vyjadieni

ra=(r—ra)sing, |TaS|=(r—ra)cosyp,

rp = (r—rp)cosp, |[TpS|=(r—rp)siney,

z nichz snadnym vypoctem dostaneme

rsin ¢ 7 COS
= — TyS|= ——F—
= 1+sing’ ITas] 1+sing’
7 COS rsin ¢
=——— |ITBS|= +—.
B 1+ cosyp TS| 1+ cosep



Protoze |TaTp| = |TaS| + |TpS|, mizeme ¢tyfi posledni vztahy dosadit do zkoumané
nerovnosti (1) a tu dale ekvivalentné upravovat:

7 COS P rsin ¢ rsin ¢ 7 COS
1+sing 1+cosep ~— 1+sing 1+cose’

cos (1 + cos ) + sin p(1 4 sin ) = sin (1 + cos ) + cos (1 + sin @),

Y,

1 = 2sin pcos @,
sin2¢p < 1.

Posledni nerovnost zfejmé plati, takze plati i nerovnost (1) a tloha je vyfeSena.

Jiné reseni. Bez 1jmy na obecnosti budeme piedpokladat, Ze pro poloméry obou
kruznic plati r4 < rp (pro shodné kruznice k4, kp je tvrzeni tlohy trivialni), coz je ekvi-
valentni nerovnosti |SS4| > |SSp|. Protoze poloptimky SS4, SSp jsou osami vedlejsich
uhla ASM a BSM, je thel S4SSg pravy (obr.6). V pravouhlém trojihelniku S4.S5Sg pro
thel proti delsi odvésné S4S tudiz plati |<S455S| > 45° a naopak [£SpSaS| < 45°. To
navic znamend, Ze i thel S4SA, ktery je mensi nez tthel SpS4.S (nebot 74 < rp), je mensi
nez 45°, neboli thel ASM je ostry.

Ozna¢me N prusecik stfedné S4Sp obou kruznic s tecnou SM a sestrojme dru-
hou vnitini spole¢nou te¢nu S’N (obr.6), kde S’ je bod, v némz zminéna te¢na protne
usecku AS (obé te¢ny jsou soumérné sdruzeny podle stfedné S4Sg). Jeji dotykovy bod
s kruznici kg oznac¢me T a bod dotyku téze kruznice s prvni te¢cnou SM ozna¢me U.

k

Zaméime se ted na trojihelnik S’ SN, ktery m4 u vrcholu S tihel shodny s thlem ASM,
jenz je, jak jsme jiz zdivodnili, ostry. UkdZeme nyni, Ze také tthel u vrcholu S’ je ostry. Ze
zfejmé shodnosti dvojic thla S’NS, TSgU a S'SN, TpSgU (jejich ramena jsou navzéjem
kolméa) pro soucet thli u vrcholu S a N zkoumaného trojuhelniku S’SN totiz plyne

|<S'NS|+ |xS'SN| = |xTSpU| + |xTpSpU| = 2|xSaSpS| > 90°.

To znamen4, ze pfimka obsahujici vysku z vrcholu N v trojuhelniku S”S N mé pozadovanou
vlastnost: oddéluje obé kruznice k4, kg a je kolma na AB.

Za plné feseni udélte 6 bodii. Sestaveni nerovnosti (1) ocerite 2 body. Podobné ocenite myslenku, ze kolmice
z bodu N na AB ma& pozadovanou vlastnost.



