56. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy klauzurni ¢3sti Skolniho kola kategorie C

1. Urcete pocet vSech ¢tyfmistnych prirozenych cisel, kterd jsou délitelna Sesti a v jejichz
zapisu se vyskytuji prave dvé jednicky.

2. Kruznice k se stfedem S je opsana pravidelnému Sestitthelniku ABCDFEF. Tecna
v bodé A ke kruznici k protne primku SB v bodé K a te¢na v bodé B protne ptimku
SC' v bodé L. Dokazte, ze ctyfuhelniku K LCB lze opsat kruznici, kterd je shodnéa
s kruznici k.

3. Urcete vSechny dvojice (a, b) ptirozenych ¢isel, jejichz rozdil a — b je patou mocninou
nékterého prvodisla a pro néz plati a — 4vb = b + 4V a.

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie C se kona
ve ctvrtek 25. ledna 2007

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu muize soutézici ziskat
6 bodtl, Gspésnym TeSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomicky jsou psaci a rysovaci potieby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zaktim sdéli pred zahajenim soutéze.



56. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh klauzurni ¢asti skolniho kola kategorie C

1. Aby cdislo bylo délitelné Sesti, musi byt sudé a mit ciferny soucet délitelny tiemi.
Oznacme tedy b ¢islici na misté jednotek (ta musi byt suda, b € {0,2,4,6,8}) a a tu ¢islici,
kterd je spolu s ¢islicemi 1, 1 (a # 1) na prvnich tfech mistech ¢tyfmistného ¢isla, jez
spliiuje pozadavky tulohy.

Aby byl soucet ¢islic a + 1+ 1+ b takového ¢isla délitelny tfemi, musi ¢islo a + b davat
pii déleni tfemi zbytek 1. Pro b € {0,6} tak mame pro a moznosti a € {4,7} (a # 1),
pro b € {2,8} je a € {2,5,8} a koneéné pro b =4 je a € {0,3,6,9}. Pro kazdé zvolené b
a odpovidajici a # 0 jsou zfejmé tii moznosti, jak ¢islice 1, 1 a a na prvnich tfech mistech
usporadat, to je dohromady (2-2+42-3+3) -3 = 39 moznosti, pro a = 0 (kdyz b = 4) pak
jsou jen dvé moznosti (¢islice nula nemtze byt prvni ¢islici ¢tyFmistného ¢isla).

Celkem existuje 41 ¢tyfmistnych prirozenych cisel, jez spliiuji podminky tlohy.

Za uplné feseni udélte 6 bodd, z toho 3 body za vyuziti poznatku, ze posledni ¢islice musi byt suda. Pokud
ovSem nékdo rozebere vsech 81 pripadid zbyvajicich dvou ¢islic a k nim spravné uréi pocet vyhovujicich

¢isel, mé rovnéz narok na 6 bodu. Pti popsani efektivniho postupu za pripadné aritmetické chyby pfi urceni
konecného poctu nestrhavejte vice nez 2 body.

2. Tecna ke kruznici k£ v bodé A je kolma na primér AD, a tedy i na stranu BC
daného Sestitthelniku (obr.1). Zaroven piimky SB a AB sviraji s BC Sedesatistupiiovy
thel, takze jsou soumeérné sdruzené podle osy BC'. Bod K je tudiz soumérné sdruzeny
s bodem A podle osy BC.
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Podobné tecna BL je kolmé na BS, takze svird s primkou BC thel 30° stejné jako
primka BD. Piimka BL je tudiz soumérné sdruzena s primkou BD podle osy BC. Také
primky SC a CD jsou soumérné sdruzené dle osy BC, takze bod L je podle téze osy
soumérné sdruzeny s bodem D.

Dostali jsem tak, ze ¢tyruhelnik K LC B je soumérné sdruzeny s lichobéznikem ADCB,
kterému je opsana kruznice k. Vrcholy ¢tyithelniku K LC'B proto lezi na kruznici soumérné
sdruzené s kruznici k podle osy BC'. Tim je tvrzeni tlohy dokazano.

Za tuplné teseni udeélte 6 bodt, z toho 2 body za rozhodnuti fesitele dokazovat hypotézu o shodnosti
¢tytahelniki ABCD a KLC B. Pti vyuziti osové soumérnosti udélte 2 body za diikaz sdruzenosti boda A,



K a 2 body za sdruzenost bodt D, L. Misto soumérnosti lze dokazovat shodnost pfislusnych trojihelnika.
Lze také nejdiive sestrojit obrazy A’, D’ vrchold A a D v soumérnosti podle osy BC a pak ukazat, Ze
A'=KaD' =L.

3. Z rovnosti a — 4vb = b + 4v/a plyne rovnost a — b = 4(\/& + \/5) Protoze
a—b= (f — \/5) (\/E + \/13), dostévame po vydéleni kladnym ¢&islem va + v/b rovnost

Va— Vb =4, (1)

neboli

Va=vb+4. (2)

Jejim umocnénim vyjde a = b+ 16 + 8V/b. Protoze &slo r = 8v/b musi byt celé, je Vb
racionalni odmocnina pfirozeného &isla, takze b = n? pro vhodné pfirozené ¢islo n. Z rov-
nosti (2) tak mame a = (n+4)2aa—b= (n+4)2 —n? =23(n+2). Cislo a — b je tudiz
patou mocninou prvoéisla, jen kdyz n + 2 = 22 neboli n = 2.

Jedinou vyhovujici dvojici (a,b) je dvojice (36,4).

Poznamka. Kdyz si po odvozeni vztahu (1) uvédomime, Ze v zavorce na pravé strané
rovnosti a — b = 4(\/& + \/5) je kladné racionalni, a tedy pfirozené cislo, vidime, ze musi

platit @ — b = 2°. Pro odmocniny v/a, v/b tak dostaneme soustavu dvou rovnic

Va+ Vb =3,
Va— Vb =4,

jejichz se¢tenim vyjde va = 6 a odectenim /b = 2.

Za Uplné feseni udélte 6 bodu. Poznatek, Ze odmocnina z prirozeného &isla je bud iraciondlni, nebo éislo
pfirozené, neni nutno dokazovat (viz téz prvni pomocnou tlohu k 1. tloze doméciho kola).



