56. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
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Ulohy domaci casti . kola kategorie C

1. Urcete vsechny dvojice (a,b) prirozenych cisel, pro néz plati
a+5Vb=b+5Va.
2

RESENI. Substituci m = \/E, n=+vb pfevedeme rovnici na tvar m? — n? — 5(m —
—n) = 0, odkud s pomoci vzorce pro rozdil ¢tvercti dostaneme (m —n)(m+n—>5) = 0.
Je tedy m —n = 0 nebo m +n =5.

V prvnim pripadé po zpétné substituci zjistime, ze tloze vyhovuji vSechny dvojice
piirozenych &sel a, b, pro néz plati b = a. Ve druhém dostavame va + vb = 5. Je tedy
1 < Va, Vb < 4, proto stadi postupné dosazovat a = 1,2, ..., 16 do vztahu

b=(5—-a)’ (1)

a zjistovat, zda je odpovidajici ¢islo b pFirozené.

Dané rovnice se neméni zdménou neznamych a, b. Mizeme tedy predpokladat a < b,
coz spolu s rovnosti va+ /b = 5 znamené, ze v/a < 2,5. Odtud a < 6,25. Proto se stadi
pfi dosazovani omezit jen na hodnoty a = 1,2,...,6 a zbyla feseni urcit zaménou cisel
a, b v nalezenych dvojicich.

Vtipnéjsi postup spo¢ivd v umocnéni zavorky na pravé strané vztahu (1) a nésledné

Upravé na tvar
25+a—0
R 2

z néhoz je zfejmé, Ze Cislo a (a vzhledem k symetrii dané rovnice i ¢islo b) je druhou
mocninou pfirozeného ¢isla. (V opaéném piipadé by na levé strané rovnosti (2) bylo ¢islo
racionalni, kdezto na pravé ¢islo iracionalni.) Pak je i leva strana vztahu (2) pfirozené
¢islo mensi nez pét. Odtud plyne, ze rozdil a — b je lichy nasobek péti. Za predpokladu
a < b je tedy bud (a,b) = (4,9), nebo (a,b) = (1, 16). Dalsi dvé feseni vzniknou zaménou
¢isel a, b.

Zdvér: Dané rovnici vyhovuji jen dvojice (a,b) = (1, 16), (4,9), (9,4), (16, 1) a vSech-
ny dvojice (a,a), kde a je libovolné pfirozené ¢islo.

ULOHY K PROCVICENT:

1. Soucet druhych odmocnin pfirozenych cisel a, b je Cislo pfirozené, pravé kdyz jsou
éisla a, b druhymi mocninami pfirozenych ¢&isel. Dokazte. [Je-li r = v + /b kladné
racionalni &islo, je Vb = r — Va, takie b = 12 — 2rva 4+ a a vVa = (r2 4+ a —b)/2r.
Odmocnina va jako racionalni odmocnina pfirozeného cisla je tudiz celociselna, coz

vzhledem k symetrii pouzitého vztahu plati i pro odmocninu v/b. ]
2. Najdéte vSechny dvojice (x,y) pfirozenych ¢&isel, pro které plati

yvx — 3vx — 4y + 12 = 0.

[Resenim jsou vSechny dvojice (16,n) a (n,3), kde n € N.]
3. Najdéte vSechny dvojice a, b nezapornych realnych cisel, pro které plati

Va2 +b+ Vb2 +a=+a2+b2+Va+b.

[48-C-S-1]



2. Najdéte vsechny trojuhelniky, ktere lze rozrezat na lichobézniky se stranami délek
lcm, 1ecm, 1cm a 2cm.

RESEN. Lichobézniky se stranami délek 1cm, 1cm, 1cm a 2cm jsou vSechny na-
vzajem shodné a skladaji se ze tfi rovnostrannych trojihelniki (obr.1la). (Zakladny
kazdého lichobézniku maji dvé rtuzné délky, v nasem piipadé to musi byt 2cm a 1cm.)
Budeme je nazyvat zdkladni lichobézniky. Rovnostranny trojihelnik s délkou strany 1 cm
nazveme zakladni trojuhelnik.
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Vidime, ze kazdy z hledanych trojuhelnik 1ze roziezat na koneény pocet zakladnich
trojihelnikt. Proto jsou velikosti jeho vnitinich ihld nasobky Sedesati stupnd. Vnitini
uhly kazdého trojuhelniku jsou tfi a soucet jejich velikosti je 180°, ma tedy smysl hledat
jen trojuhelniky rovnostranné. Z podminky roziezani na konec¢ny pocet zakladnich troj-
thelniki dale plyne, ze délka strany hledaného trojuhelniku vyjadiend v centimetrech
je piirozené ¢islo. Oznaéime-li ji a, lze nas trojuhelnik roziezat pravé na a? zdkladnich
trojihelnikti. To lze odvodit napriklad vydélenim jeho obsahu S, = ia2 3 a obsahu
S1 = 1v/3 zakladniho trojthelniku. Obecnéji plati: dva trojihelniky, které jsou podobné
s koeficientem k, maji obsahy v poméru k2.

Jiné odvozeni poctu zékladnich trojuhelnikti v rovnostranném trojuhelniku se stra-
nou acm plyne z doplnéni trojuhelniku na kosoctverec podle obr. 1b, kde bylo zvoleno
a = 3. Kosoctverec je slozen ze dvou rovnostrannych trojihelniki se stranou délky a cm.
Lze jej tedy roziezat na a? kosoétvercti (jeden je zobrazen v pravé dolni ¢asti obrazku),
z nichz kazdy je slozen ze dvou zakladnich trojuhelniki a kterym rovnéz budeme rikat
zékladni. Odtud plyne, Ze rovnostranny trojihelnik obsahuje stejny pocet zakladnich
trojuhelnikt, jako jemu prislusny kosoctverec obsahuje zakladnich kosoctverci.

Zjistili jsme, ze kazdy z hledanych trojuhelnikt je rovnostranny se stranou délky
acm (a € N) a Ze je slozen z a? zékladnich trojuhelnikt. ProtoZe kazdy zakladni li-
chobéznik obsahuje pravé tii zakladni trojuhelniky, musi byt ¢islo a2, a tedy i ¢islo a
délitelné tfemi. Z obr. 2 pak plyne, ze kazdy rovnostranny trojuhelnik se stranou délky
3ncm, kde n = 1,2, ..., lze rozfezat na zakladni lichobézniky.

Zaver: Podminkdm tlohy vyhovuji jen rovnostranné trojihelniky s délkou strany
a = 3ncm, kde n je pfirozené cislo.

ULOHY K PROCVICENT{:

1. Dany rovnostranny trojuhelnik rozdélte na: a) 18, b) 19, ¢) 20 rovnostrannych, ne nutné
shodnych trojuhelniki. [41-Z7-1I-1]

2. Rozdélte ¢tverec se stranou délky 12cm na tfi obdélniky s co nejmensimi stejnymi
obvody. [49-Z6-1-2]



3. Urcete viechny ¢tverce, které se daji beze zbytku roziezat na T-tetramina (obrazce cth
slozené ze ¢tyf jednotkovych Etverct). [41-Z8-1-6]

3. Najdéte vsechna prirozend cisla, jejichZ zapis meobsahuje nulu a md ndsledujici
vlastnost: vynechame-li v ném libovolnou cislici, dostaneme cislo, které je délitelem
puvodniho cisla.

RESENI. Hledané ¢&islo n obsahuje aspon dvé cifry. Zapisme je ve tvaru n = 10a +
+ b, kde a je cislo, jez vznikne Skrtnutim posledni ¢islice b ¢isla n. Podle zadani plati
a | 10a + b. Odtud a | b. Uvazime-li navic, Ze b # 0, musi byt a jednociferné ¢islo, takze
n je dvojciferné s nenulovymi ¢islicemi a, b, pticemz b = ka, k € N.
Skrtneme-li é&islici a v éisle n, ziistane ¢islo b, které musi délit ptvodni éislo n =
= 10a + b, z ¢ehoz postupné dostavame b | 10a, ka | 10a, k | 10 a odtud k € {1,2,5}.
Dosazenim do b = ka dostaneme tii mozné pripady b = a, b = 2a a b = 5a a v kazdém
z nich snadno uréime vyhovujici dvojice ¢islic a, b. Tak zjistime, jak museji hledana cisla
n = 10a + b vypadat.
Zdvér: Resenim tlohy jsou ¢&isla: 11, 12, 15, 22, 24, 33, 36, 44, 48, 55, 66, 77, 88 a 99.
Zkouskou se presvédcéime, ze vSechna vyhovuji podminkam tlohy.
ULOHY K PROCVICENT{:
1. Najdéte vSechna celad ¢isla od 1 do 1000000, které se skrtnutim prvni ¢islice 73krat
zmensi. [Vyhovuji éisla 9125, 91 250, 912 500; 45-Z7-1-3]
2. Pfed dané trojciferné c¢islo napiseme jeho osminasobek. Vznikne Sesticiferné nebo os-

miciferné ¢islo. (Naptiklad pro éislo 103 vznikne ¢islo 824 103.) Ukazte, ze vzniklé ¢islo
je ve vSech piipadech délitelné aspori tfemi rtiznymi prvocisly. [41-Z8-111-3]

4. Je dan lichobéznik ABCD se zdkladnami AB o CD. Oznacme E stied strany AB,
F stred usecky DE a G prusecik usecek BD a CE. Vyjddrete obsah lichobézniku
ABCD pomoct jeho vysky v a délky d usecky FG za predpokladu, Ze body A, F, C
lezi v primce.

Obr. 3

RESEN{. Podle zadéni jsou thly EFD a AFC ptimé, takze plati (obr. 3)

|xCDF| = |<AEF| (ahly stfidavé),
|xCFD|=|xAFE| (ahly vrcholové).

Navic bod F pili tsecku DE, proto |DF| = |EF| a trojuhelniky CDF a AEF jsou
shodné podle véty usu. Odtud plyne |CD| = |AE|, coz spolu s rovnosti |AE| = |EB|

3



vede k zavéru, ze EB a DC jsou dvé shodné a rovnobézné tsecky. To znamena, ze
¢tyfuhelnik £ BC'D je rovnobéznik. Prisecik G jeho tthlopricek proto piili kazdou z nich.
Body F a G jsou stiedy stran AC, EC trojuhelniku AEC, takze tsecka F'G je jeho
stfedni pfickou a |AE| = 2|FG/|. Plati proto:

|AB| = 2|AE| =4d a |CD|=|AE| = 2d.

Obsah lichobézniku ABCD je S = 5(|AB|+ |CD|)v = 3dv.

1
2

ULOHY K PROCVICENI:

1. V konvexnim ¢tyfuhelniku ABC'D ozna¢me pismeny K, L, M a N po fadé stfedy
stran AB, BC, CD a DA. Dokazte, ze ¢tyfuhelnik K LM N je rovnobéznik. Pro které
¢tyftuhelniky ABCD je KLMN &tverec?

2. Sestrojte lichobéznik, jsou-li dany délky 9cm a 12 cm jeho tthlopricek, délka 8 cm jeho
stfedni pticky a vzdalenost 2 cm stfed uhlopficek. [50-C—1-2]

5. Zjistéte, pro ktere prirozené cislo n je podil

33000
(n—4)(n+1)

a) co nejvétsi, b) co nejmensi prirozené cislo.

RESENI. Plati 33000 =1-2-2-2-3-5-5-5-11 a (n+ 1) — (n — 4) = 5. Protoze
pro kazdé prirozené n je hodnota n + 1 kladnd, dany podil je kladny, jen kdyz je kladna
i hodnota n — 4, odtud n = 5.

a) Pro kazdé piirozené n = 5 platin—4 =2 1 an+1 = 6, proto je nejvétsi hodnota
daného podilu rovna 33000 : (1-6) = 5500 a dosahneme ji pro n = 5.

b) Pfi hledani nejmensiho podilu ozna¢me jako a, b ¢isla n+1, n —4 v poradi, které
teprve upresnime. Predpokladejme nejprve, ze rozklad cisla ab na soucin prvocinitelt
obsahuje prvocisla 11 a 5. Pak jsou a, b po sobé jdouci nasobky péti a pravé jedno z nich,
dejme tomu a, je ndsobkem ¢isla 55.

Uvazujme nejprve a = 55. Ze dvou moznych hodnot b = 50 a b = 60 vybereme tu
vétsi (abychom dostali mensi hodnotu zkoumaného podilu). Hodnoté b = 60 z rovnosti
n+ 1 =60 (nebo rovnosti n — 4 = 55) odpovidd n = 59 a zkoumany podil je pak roven
¢islu 10.

Pro a = 110 (resp. a = 165) neni ¢islo 33000 délitelné zadnym ze sousednich
nasobku péti, tedy ¢isly 105 a 115 (resp. 160 a 170).

Pro dalsi (vétsi) nasobky a ¢isla 55 dostavame ab = 215 - 220 > 33 000.

Neobsahuje-li rozklad ¢isla ab na soucin prvocinitelt prvocislo 11 nebo prvocislo 5,
je zkoumany podil (za predpokladu, Ze je celociselny) délitelny ¢islem 11 resp. ¢islem 125,
takze je to cislo vétsi nez hodnota 10, kterou jsme nalezli drive.

Zaver: Nejvétsi hodnota daného podilu je 5500 pro n = 5 a nejmensi je 10 pro
n = 59.

ULOHY K PROCVICENI:
1. Z (ne nutné vsech) ¢&islic 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9 utvorte co nejvétsi ¢islo s raznymi ciframi
tak, aby bylo délitelné 72. [98 653 104; 42-Z6-1-2]
2. V disle 71 839 664 518 nahradte nékteré cifry ¢tyrkami tak, aby vzniklo co nejmensi
¢islo deélitelné 18. [41 434 444 548; 48-Z7-1-1]



6. Je ddn ostrouhly trojuhelnik ABC, v nemz D je pata vysky z vrcholu C o'V prusecik
vysek. Dokazte, Ze |AD| - |BD| = |AB| - |V D|, pravé kdyz |CD| = |AB|.

RESEN{. Pii oznac¢eni podle obr. 4 plati:

|XADV| = |xCDB| = 90°,
|XVAD| = |xBAE| = 90° — 3 = |xBCD|.

C

Obr. 4

Jsou tedy trojuhelniky ADV a CDB podobné podle véty uu. Z této podobnosti

plyne
|AD| |V D|

|CD|  |BD|

aodtud |AD|-|BD| = |CD|-|V D|. Zduraznéme, Ze tato rovnost plati pro kazdy ostrothly
trojuhelnik ABC. Vztah |AD| - |BD| = |AB| - |V D| ze zadani ulohy tedy plati, pravé
kdyz |CD| = |AB|.

ULOHY K PROCVICENI:

1. Uhlopticky konvexniho &tyithelniku ABCD se protinaji v bodé F. Dokazte, e strany
BC a AD jsou rovnobézné, pravé kdyz |AE| - |BE| = |CE| - |DE]|.

2. Necht V je priseéik vysek trojuhelniku ABC a A’, B’, C’ paty jeho vysek z vrcholi
A, B, C. Dokazte, ze plati: |[AV|-|A'V| = |BV|-|B'V|=|CV]|-|C'V]|.

3. Necht AC je delsi thlop¥icka rovnobézniku ABCD a body E a F jsou paty kolmic
z vrcholu C na piimky AB a AD. Dokazte, ze plati |AB|-|AE|+ |AD|-|AF| = |AC|?.
[Navod: Oznacte G patu kolmice z bodu B na usecku AC a dokazte nejprve podobnost
trojuhelnikit ABG, ACE a podobnost trojuhelniktt CBG, ACF'.]
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