56. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

/

Ulohy domaci casti |. kola kategorie B

1. Najdéte vsechny dvojice (a,b) celjch ¢isel, jez vyhovugi rovnici
a® 4 Tab+ 6b° + 5a + 4b+ 3 = 0.

RESEN{. Rovnici fesime jako kvadratickou s nezndmou a a parametrem b. Jeji dis-
kriminant je
D = (Tb+5)% — 4(6b + 4b + 3) = 25b% + 54b + 13

a koreny /D
—7—-5+vD
pu— 2 .

Jsou-li a i b cela &sla, musi byt i vD = 4(2a + 7b + 5) celé &slo. Mizeme tedy psét

ai 2

D = 25b% 4+ 54b + 13 = ¢?,
kde c je celé nezaporné. Rovnici
25b% +54b+ 13 — > =0

opét fesime jako kvadratickou. Jeji kofeny jsou

—27 ++/272 — 25 - 13 + 25¢2
25 '

b2 =

Jsou-li b a ¢ celd ¢isla, musi byt /404 + 25¢2 druhou mocninou néjakého celého neza-
porného é&isla d. Pro celd nezéporna éisla ¢, d tedy plati d? — 25¢? = 404 ¢&ili

(d+ 5¢)(d — be) = 404.
Rozdil (d+ 5¢) — (d — 5¢) = 10c je sudy, takze ¢isla d + 5¢ a d — 5¢ maji stejnou paritu.
Navic pro nezaporné c¢ je d + 5¢ = d — 5¢ a d + 5¢ = 0, takze z rozkladu ¢isla 404 na
soucin dvou celych ¢isel vyhovuje jediny, a to
d+ 5¢c =202, d—b5c=2.
Odtud d = 102, ¢ = 20. Z kofent

—27+d
bio=——



je celym c¢islem jenom b = 3. Potom

-T—-5=+c

a2 = 9 )

tedy a1 = —3 a ay = —23.
Dané rovnici vyhovuji dvé dvojice ¢isel (a,b), a to (—3,3) a (—23, 3).

Jiné FeSeni. Trojclen a? + 7ab + 6b*> = (a + b)(a + 6b) se d4 rozloZit na soucin.
Pokusme se na soudin rozlozit i vyraz a? + 7ab + 6b® + 5a + 4b + ¢, kde ¢ je vhodna
konstanta. Rozklad bude mit tvar

a® +7ab+6b> +5a+4b+c= (a+b+x)(a+6b+y).
Po roznésobeni pravé strany a porovnani koeficientd u a a b dostaneme

r+y=95 6x+y=4,

neboli
26
xrT = —— [ —
b y 5 b
takze vyjde
26
c=xy=——.
T

Danou rovnici tak mtizeme postupné upravit na tvar

26 26
2 2
b+ 6b g2 gD
a? + Tab + 6b2 + 5a + - 32
1 26 101
(a—i— = )(a+60+ = o

(5a + 5b — 1)(5a + 30b + 26) = — 101.

Protoze ba +5b—1 = —1 mod 5 a ba + 300 + 26 = 1 mod 5, vyhovuji ze étyf vyjadieni
¢isla —101 ve tvaru soucinu dvou celych ¢isel jen nasledujici dve:

5a +5b—1= -1, ba+ 30b+ 26 = 101, a tedy a = —3, b = 3;

5a +5b— 1= —101, 5a+ 30b+ 26 =1, a tedy a = —23, b = 3.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. V mnoziné celych &isel vyteste rovnici 422 — 122y +9y? + Tz —6y—11 = 0. [z = 4—3n?2,
y=3+n—2n% nc7Z

2. Najdéte viechna celociselna feseni rovnice 222 — 4xy + 3y?2 —z — 2y — 19 = 0. [z = 7,
y=6ar=Ty=4r=2y=-Lar=-ly=2z=-2y=-3z=-2y=1]

3. V mnoziné celych ¢&isel vyfeste rovnici % + % =5 [r=y=mn,n¢eZ—{0}
x=3n—2,y=2n—1,n€ 7]

4. Najdéte vsechny dvojice celych ¢isel a, b takovych, Ze soucet a + b je kofenem rovnice
22+ax+b=0.la=b=0;a=0,b=—1;a=—6,b=8;a=—6, b=9; 55-A-I11-1]



2. Je dana kruznice k s prumeérem AB. K libovolnému bodu Y kruznice k, Y # A,
sestrojme na poloprimce AY bod X, pro ktery plati |AX| = |Y B|. Uréete mnozinu
vsech takovych bodu X .

RESEN{. Jestlize Y = B, potom X = A.

Necht Y # B. Ozna¢me p piimku prochézejici bodem A a kolmou na AB a C
ten bod primky p lezici v poloroviné ABY', pro néjz plati |[AC| = |AB]| (obr.1). Podle
zadani plati |AX| = |BY|. Uhel AY B je podle Thaletovy véty pravy, proto |XABY| =
=90° — |[XYAB| = |xCAX]|. Trojahelniky ABY a C'AX jsou tedy shodné podle véty
sus. Odtud vyplyva, ze |KCXA| = |<xAY B| = 90°. Bod X proto lezi na Thaletové
pulkruznici nad primérem AC.

Necht naopak X je libovolny vnitini bod této ptlkruznice a Y prusec¢ik pfimky AX
s kruznici k (Y # A). Trojahelniky CAX a ABY jsou shodné podle véty usu, a proto
|AX| = |BY|. Bod X tedy patii do hledané mnoziny.

Hledanou mnozinou vSech bodt X je sjednoceni dvou ptlkruznic nad praméry AC
a AC5 lezicich v téze poloroviné jako bod B; Cy a (s jsou body lezici na kolmici vedené
bodem A k pfimce AB, pficemz |AC;| = |AC3| = |AB| (obr.2). Bod A do hledané
mnoziny patii, body C; a Cs nikoliv.
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Obr. 1 Obr. 2

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:
1. Uvnitf strany BC ¢tverce ABC D zvolme libovolné bod X. Oznaéme P, @ paty kolmic
z bodi B a D na pfimku AX. Dokazte, Ze trojuhelniky ABP a DAQ jsou shodné.
2. Je dan obdélnik ABCD. Dokazte, ze prusecik P kruznic sestrojenych nad priméry AB
a AD (P # A) lezi na tise¢ce BD.



3. Najdéte nejmenst prirozené cislo k takove, Ze kazZdad k-prvkova mnoZina troymistnych
po dvou nesoudélnych cisel obsahuje aspon jedno prvocislo.

RESENI. Ke konstrukci mnoziny po dvou nesoudélnych trojmistnych slozenych ¢isel
s velkym poctem prvki miizeme vyuzit toho, Ze mocniny dvou riiznych prvocisel jsou
nesoudélné. Mnozina

{27,3% 53, 73,112,132 172,192,232 292, 31%}

obsahuje 11 po dvou nesoudélnych trojmistnych c¢isel a neni v ni zadné prvocislo. Pro
dalsi prvocislo 37 uz plati 372 > 1000, takze kazdé slozené trojmistné ¢islo je délitelné
aspon jednim prvocislem mensim nez 37.

Dokazeme, ze kazda aspon dvanactiprvkova mnozina po dvou nesoudélnych troj-
mistnych ¢isel uz obsahuje prvocislo. Mnozinu vsech slozenych trojmistnych cisel lze
rozdélit na 11 podmnoiin AQ, A3, A5, A7, All, A137 A17, A197 A23, Agg, A31, kde Az
obsahuje ta cisla, jejichz nejmensim prvocinitelem je ¢islo . Kazda dvé rizna cisla z téze
mnoziny A; jsou soudélna. Necht mnozina B trojmistnych po dvou nesoudélnych ¢isel
ma aspon 12 prvki. Kdyby v B byla pouze slozend ¢isla, podle Dirichletova principu
by B obsahovala dvé ¢isla z téze mnoziny A;; tato ¢isla by ale byla soudélna. Proto
mnozina B musi obsahovat aspon jedno prvocislo.

Hledané nejmensi ¢islo £ je tedy 12.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Ukazte, ze pfi zkoumani, zda je dané prirozené cislo N prvocislo, staci provérit jeho
délitelnost prvoéisly p < v/ N.

2. Najdéte nejmensi prirozené ¢islo n s nasledujici vlastnosti: Zvolime-li libovolné n riz-
nych &isel z mnoziny {1,2,...,100}, jsou mezi nimi dvé takovd, jejichz rozdil je a) 11;
b) 13. [a) 56; b) 53]

3. Na vecirku je 20 lidi. Dokazte, Ze jsou mezi nimi dva, ktefi maji mezi ostatnimi tiCastniky
vecirku stejny pocet pratel (pratelstvi je symetrické: je-li A prfitelem B, potom B je
pfitelem A).

4. Urcete nejmensi prirozené ¢islo n s nasledujici vlastnosti: Zvolime-li libovolnych n pfi-

rozenych ¢isel mensich nez 2 006, jsou mezi nimi dvé takova, ze podil souctu a rozdilu
jejich druhych mocnin je vétsi nez 3. [21; 55-B—1-6]

4. V libovolném trojuhelniku ABC oznacme T téziste, D stred strany AC a E stred
strany BC'. Najdéte vSechny pravouhlé trojuhelniky ABC' s preponou AB, pro néz
je ctyruhelnik CDTE tecnovy.

RESENI. Konvexni ¢tyfahelnik je te¢novy, pravé kdyz soucty délek jeho protilehlych
stran jsou stejné.

V pravothlém trojtihelniku ABC' s pfeponou AB ozna¢me a = |BC|, b = |AC|
(obr. 3). Podle Pythagorovy véty plati

|BD| = \/|[BC]2 + [CDJ? = /a2 + (g)z IAE| = (/b2 + (g)Q

vvev

1 1 by 2 1 1 a2
TD| = =|BD| = =1/ a? (—) TE| = ~|AE| = =/ b2 (—)
70| = 2D = Syfa+ (), e = Lam = 1y (8
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Obr. 3 Obr. 4

B

Ctytihelnik CDTE je te¢novy, pravé kdyz |CD|+|TE| = |EC|+|TD|, tedy pravé kdyz

b 1 a\ 2
Lo )
2+3 +

Je-li a = b, rovnost zfejmé plati.
Je-li a > b, je a® + in > b% 4 %az, takze

b 1 a2 a 1 by 2
AT ) b e - 2 v
+ b+(2)>2+3 a+(2>.

Ctytahelnik CDTE je tedy tecnovy, pravé kdyz je trojiuhelnik ABC rovnoramenny.

Jiné reseni. Oznacime-li béznym zptsobem a, b, ¢ strany daného trojuhelniku a
ta, tp, te délky jeho téznic, bude ¢tyruhelnik CDTE te¢novy, pravé kdyz

1 1 1 1 1 1
501 + §tb = §b + gta neboli 5(0/ — b) = §(ta — tb) (1)
Ukéazeme, ze uvedend rovnost plati, prave kdyz a = b.
V libovolném trojuhelniku ABC totiz plati
a<b, pravékdyz t,>t. (2)

urcené osou strany AB jako vrchol C (obr.4), piicemz |TA| = 2t,, |TB| = 2t
Je-li a = b, rovnost (1) plati. Naopak je-li napt. a < b, je podle (1) a (2)
1 1
0>=(a—b)=—(ta —ty) >0,
> 2a—b) = 3(ta—15) >

coz nelze. Proto a = b.
Ctyithelnik CDTE je te¢novy, pravé kdyz je (pravotuhly) trojihelnik ABC rovno-
ramenny.



NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Dokazte, ze konvexni ¢tyithelnik ABCD je te¢novy, pravé kdyz |AB|+ |CD| = |BC|+
+ |DA.
2. Dokazte, ze v trojuhelniku ABC plati vq < vy, pravé kdyz tq < tp. [Obé nerovnosti
jsou ekvivalentni s a > b.]
3. V rovnoramenném trojuhelniku ABC ma zakladna AB délku ¢ = 4 a rameno AC
délku 7. Vypoéitejte délky téznic. [ta = t, = 5, tc = V/45]

5. Najdéte vsechny dvojice (p,q) redlnijch ¢isel takové, e mnohodclen x2 + px + q je
délitelem mnohoclenu x* + px? + q.

RESEN{. Délenim mnohoélenu z# + pr? + ¢ mnohoé¢lenem z2 + px + q zjistime, ze
plati
ot +pa? +q = (® +pr+q)(2® —pr+p* +p—q)+ (2pg —p° —pP)z+q—p’q—pa+¢>.
Mnohoé¢len 22 + pz + ¢ je délitelem mnohoélenu z* + pz? + ¢, pravé kdyz je zbytek
(2pq — p® — p?)x + q — p?q — pq + ¢* nulovy mnohoclen, tedy pravé kdyz plati soucasné

2pg —p* —p* =p(2¢ —p* —p) =0

¢—p°q—pg+q°=q(l—p*—p+q)=0.

Je-li p =0, potom ¢ = 0 nebo ¢ = —1.

Je-li ¢ = 0, potom p = 0 nebo p = —1.

Je-lip # 0i ¢ # 0, potom musi platit 2¢ —p?> —p=0al—p> —p+q = 0.
Z druhé rovnice vyjadiime ¢ = p? + p — 1. Po dosazeni do prvni rovnice mame 2p? +
+2p—2—-p —p=p*+p—-2=(p+2)(p—1)=0aodtud p=1, ¢=1nebo p = —2,
q=1.

Vyhovuje tedy pét dVOjiC (p, Q)7 a to (0> 0)3 (07 _1)7 (_1a O)a (17 1)7 (_27 1)

Jiné FeSeni. Mnohoélen 2 + px + ¢ je délitelem mnohoé¢lenu z* + px? + ¢, pravé
kdyz existuji takova redlnd cisla a a b, ze

2t +pr*+q= (2 +pr+q)(2* +ax +b) =
=2+ (a+p)2® + (b+ap + q)x* + (bp + ag)x + bg.

Porovnanim koeficientid dostaneme podminky

a+p=0, (1)
b+ap+q=np, (2)
bp + aq =0, (3)
bg = q. (4)

Jestlize ¢ = 0, potom podle (3) p = 0 nebo b = 0. Dosazenim b = 0 do (2) s vyuzitim
(1) dostaneme —p? = p, takze kromé p = 0 vyhovuje i p = —1.

Jestlize ¢ # 0, vyplyva ze (4) b = 1. Vztahy (3) a (1) potom dévaji p—pg = 0, tedy
p = 0 nebo ¢ = 1. V prvnim piipadé musi byt podle (2) ¢ = —1, ve druhém 1—p?+1 =p
a odtud p = 1 nebo p = —2.

Vyhovuje tedy pét dVOjiC (p7 Q)7 a to (07 0)7 (07 _1)7 (_L O)a (17 1), (_27 1)
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NAVODNE A DOPLNUJICi ULOHY:

1. Dokazte, ze pro kazdé a je mnohoclen z# + (1 — a)z3 + 22 + a délitelny mnohoc¢lenem

ﬂc2—ax+a.

2. Zjistéte, pro kterou hodnotu parametru a je mnoho¢len 223 + 4z2 + 2ax + 9 délitelny

mnohoélenem z2 — z — a. [a = —%]

3. Najdéte spole¢né koteny mnohoclenti x4 +2x3 + 122 —9 a 4 — 322 +4x—3. [~ % + % V13]

6. Je ddna usecka AAg a primka p. Sestrojte trojuhelnik s vrcholem A a vyskou AAy,
jehoZ tézisté a stred kruznice opsané leZi na primce p.

RESENI. Piedpokladejme, ze ABC' je hledanym trojuhelnikem. Jeho strana BC
lezi na primce ¢, kterd prochazi bodem Ay a je kolmé na tisecku AAy. Na této primce
A a koeficientem %, lezi proto na piimce ¢’, kterd je obrazem piimky ¢ ve zminéné
stejnolehlosti. Stied S opsané kruznice lezi na ose o strany BC' ¢ili na primce, ktera
prochazi bodem D a je rovnobézné s useckou AAg, (obr.5).

A

. B

Obr. 5

Konstrukce: Bodem Ay vedeme pifimku ¢ kolmou na tsecku AAg. Sestrojime ob-
raz ¢’ pfimky ¢ ve stejnolehlosti se stifedem A a koeficientem % Oznacime T prusecik
piimky ¢’ s pfimkou p a D pruseéik pfimky AT s pfimkou ¢. Bodem D vedeme rovno-
bézku o s AAg a jeji prisecik s primkou p oznac¢ime S. Priseciky kruznice k se stfedem S
a polomérem |SA| s pfimkou ¢ jsou vrcholy B a C hledaného trojahelniku.

Diikaz: Usecka AAg je kolma na stranu BC, je to tedy vyska trojuhelniku ABC.
Bod S lezici na piimce p je stfedem kruznice opsané trojuhelniku ABC'. Ze shodnosti
trojuhelniki BDS a CDS (Ssu) vyplyva, ze D je stied strany BC'. Proto je AD téznice
a T tézisté trojuhelniku ABC (plati totiz |AT| = 2|AD)).

Diskuse: Neni-li pfimka p rovnobézna s tseckou AA( ani na ni kolma, jsou body
T a S jednoznacéné uréeny. V tom piipadé mé tloha prévé jedno feSeni (aZ na oznaceni
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bodi B a C), pokud kruznice k protina pfimku ¢ ve dvou riznych bodech; neprotina-li
k pfimku p ve dvou rtiznych bodech, nemé tloha fesSeni.

Je-1i tisecka AA( ¢asti pfimky p, neni bod S jednozna¢né urcen; vyhovuji vSechny
rovnoramenné trojuhelniky se zakladnou BC, ktera ma stfed v bodé Ag. Je-li tisecka A A
rovnobézna s primkou p, ale nelezi na ni, nema tloha feseni.

Je-li primka p kolmé na tsecku AAp, ma tloha feSeni pouze tehdy, jsou-li primky
¢’ a p totozné. To nastane, jestlize pfimka p protind tsecku AAy v bodé V, pro néjz
plati |[AV| = 2|4¢V|. V takovém piipadé muzeme bod T zvolit na p kdekoliv a tloha
ma nekonecné mnoho feseni.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Dokazte, ze v kazdém nerovnostranném trojuhelniku lezi ortocentrum V, tézisté T
a stfed S opsané kruznice na jedné pfimce, pficemz T lezi mezi V a S a plati |[TV| =
= 2|ST|. (P¥imka, na niz lezi body S, T a V, se nazyva Eulerova primka.)
2. Jsou dény body A, D a V. Sestrojte trojuhelnik ABC, v némz D je stfed strany BC
a V prisecik vysek.



