56. ro¢nik matematické olympiady

Ve

Ulohy klauzurni &asti $kolniho kola kategorie A

1. Urcete vSechna realnd ¢isla s, pro néz ma rovnice
4ot —202° 4 s2® + 220 —2=0

CtyTi riizné redlné kofeny, pficemz soucin dvou z nich je roven ¢islu —2.

2. Uvazujme mnozinu {1,2,4,5,8,10,16,20,32,40,80,160} a vSechny jeji t¥iprvkové
podmnoziny. Rozhodnéte, zda je vice téch, které maji soucin svych prvki vétsi nez
2006, nebo téch, které maji soucin svych prvki mensi nez 2 006.

3. Je dan lichobéznik ABCD s pravym tuhlem pri vrcholu A a zdkladnou AB, v némz
plati |AB| > |CD| 2 |DA|. Ozna¢me S prusecik os jeho vnitinich Ghla p#i vrcholech
A, B a T prusecik os vnitinich thla pti vrcholech C', D. Podobné oznac¢me U, V
pruseciky os vnitfnich thla pfi vrcholech A, D, resp. B, C.

a) Ukazte, ze pfimky UV a AB jsou rovnobézné.
b) Dokazte, ze pruse¢ik E poloptimky DT s pfimkou AB a body S, T, B lezi na
téze kruznici.

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie A se kona
v atery 5. prosince 2006

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu muize soutézici ziskat
6 bodtl, Gspésnym TeSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomicky jsou psaci a rysovaci potieby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zaktim sdéli pred zahajenim soutéze.



56. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tloh klauzurni ¢asti skolniho kola kategorie A

1. Predpokladejme, zZe ¢islo s vyhovuje zadani ulohy, a ozna¢me koteny x1, x2, 3,
x4 dané rovnice tak, aby platilo
T1To = —2. (0)

7 rozkladu na kofenové cCinitele
4ot — 202 4+ 52?4+ 220 — 2 = 4(x — 11)(x — 22)(z — 23) (z — 24)
po roznasobeni a porovnani koeficientti u stejnych mocnin x dostaneme Vietovy vztahy

1+ T2 +2x3+ T4 =5

S
T1T2 + 123 + T1T4 + ToX3 + ToTg + T3Tg4 = 1 (2)
11
T1T2T3 + T1T2T4 + L1X3L4 + T2X3X4 = Ty (3)
1
L1X2X3Ty4 — —§~ (4)

Z rovnosti (0) a (4) ihned plyne
X3y = —.
Z rovnosti (3) upravené do tvaru

11
(1 + x2)x3T4 + (T3 + T4)T 122 = )

po dosazeni hodnot xyx5 a x3x4 vychazi rovnice

11

1
1(2131 +22) — 2(z3 +x4) = 5

kterd spolu s rovnici (1) tvofi soustavu dvou linearnich rovnic pro nezndmé soucty i + x2
a r3 + r4. Snadnym vypoctem zjistime, ze feSenim této soustavy je dvojice hodnot

1 +r9=2 a x3+x4=3.

Dosadime-li vSe zjisténé do rovnosti (2) upravené do tvaru

r122 + (1 + 22) (23 + 24) + 2324 = —,

ISV

zjistime, ze nutné s = 17.
Nyni musime provést zkousku: z rovnosti

T1+x9=2 a x1T9=-—2



vyplyva, Ze ¢isla x1 o jsou kofeny kvadratické rovnice
22 =20 -2=0, tedy z12=1%3; (5)

7 rovnosti .
r3+2x4=3 a x3x4:Z

zase plyne, ze ¢isla x3 4 jsou kofeny kvadratické rovnice
x* —3x + 1= 0, tedy x34= 5 + V2. (6)

Vidime, Ze 712,34 jsou skutecné ¢tyfi navzajem rizna redlna cisla, kterd splnuji sou-
stavu rovnic (1)—(4) pro hodnotu s = 17, takze to jsou kofeny rovnice ze zadani. Zduraz-
néme, ze zadanim ulohy nebylo tyto kofeny vypocitat. Nestacilo by ovsem jen ovérit, ze
kazda z kvadratickych rovnic v (5) a (6) ma dva ruzné realné koreny (to nastane, pravé
kdyz jejich diskriminanty jsou kladna ¢isla), kromé toho by bylo nutné jesté ukazat, ze tyto
dvé rovnice nemaji spolecny koten.

Hledané cislo s je jediné a mé hodnotu s = 17.

Jiné feseni. Oznacme z; 2 ty kofeny dané rovnice, pro néz ma platit 122 = —2. Mno-
ho¢len z levé strany rovnice je délitelny mnohoclenem (z — x1)(x — x2), tedy mnohoclenem
tvaru 22 + pxr — 2 (kde p = —x1 — x2), plati tudiz rozklad

4ot — 202° 4 sa® 4 222 — 2 = (22 + px — 2)(42” + qx + 7).
Roznasobenim a porovnanim koeficientt u stejnych mocnin x dostaneme soustavu
—20=4p+gq, s=—-8+pqg+r, 22=-2q+pr, —2=-2r.

Ze ¢tvrté rovnice mame r = 1, po dosazeni do tieti 22 = —2¢ + p, coz spolu s prvni rovnici
davd p = —2 a ¢ = —12. Ze zbylé (druhé) rovnice pak uré¢ime hodnotu s = 17. Vime, ze
pro ni ma mnohoclen ze zadané rovnice rozklad

4ot — 2003 4+ 1727 + 222 — 2 = (2% — 2z — 2)(42® — 122 + 1),

zbyva provést zkousku (stejné jako pfi prvnim postupu).

Za Uplné feseni udélte 6 bodt, z toho 4 body za nalezeni hodnoty s = 17, pfitom 1 bod za nalezeni
obou troj¢lentd s kofeny x1,2 resp. 3,4 a 1 bod za zkousku. Pokud resitel pouze spravné vypise soustavu
Vietovych vztaht (a z ni pfipadné jesté urci hodnotu soudinu x3z4), udélte 2 body.

2. Uvazovani mnozina je mnozinou pravé viech (prirozenyjch) déliteldi ¢isla 160 = 2°-5.
Jeji prvky mtzeme sdruzit do dvojic tak, aby soucin ¢isel v kazdé dvojici byl roven ¢islu 160:

1-160=2-80=4-40=5-32=8-20=10-16.

To znameni, Ze je-li A = {a,b, c} trojice navzajem ruznych délitelt ¢isla 160, je i A’ =
= {160/a, 160/b,160/c} trojice navzajem ruznych délitelu ¢isla 160.



Soucin abc prvku trojice A se da vyjadrit ve tvaru
2F5! kde k€ {0,1,2,...,14},1 € {0,1,2,3} (1)

(¢islo 160 mé4 jen dva délitele, jez jsou nasobkem 2°, proto se v rozkladu soucinu abc nemitize
objevit 215). Neni t&7ké zjistit, Ze nejvétsi ptirozené ¢islo tvaru (1), které je mensi nez 2 006,
je ¢islo 2000 = 2% - 5% a nejmensi ptirozené ¢islo, které je tvaru (1) a je vétsi nez 2006, je
¢islo 2048 = 21! (samo ¢islo 2006 tvaru (1) neni). P¥itom 2000 - 2048 = 1603.

Je-li tedy soucin prvki trojice A mensi nez 2006, je nutné abc < 2000 a soucin
1603 /(abc) prvkt odpovidajici trojice A’ je nejméné 1603/2000 = 2048. Naopak, je-li
soudin prvku trojice A vétsi nez ¢islo 2006, je abc = 2048 a soucin prvkl trojice A’
je nejvyse 160%/2048 = 2000. Jinymi slovy triprvkovijch podmnoZin se soucinem prvki
mensim nez 2006 je prave tolik jako triprvkovych podmmnoZin se soucinem prvkid véetsim
nez 2 006.

Za Uplné feseni udélte 6 bodt, z toho 2 body za zjisténi, ze uvazovand mnozina je mnozinou déli-
telu ¢isla 160, dalsi 2 body za nésledné parovéani tfiprvkovych podmnozin. Uvede-li FeSitel fakt abc ¢
¢ (2001,2047) bez dikazu, neni to na zavadu (celd ¢isla z tohoto intervalu lze na prvocinitele rychle

jednotlivé otestovat). Protokol, ve kterém se zadk pouze zabyva otézkou, jakych konkrétnich hodnot muze
souéin abc nabyvat (ne vSak kolikrat se tak pro jednotlivé hodnoty stane), ocente nejvyse 2 body.

3. Bod U jako prtsecik os vnitinich thla p#i vrcholech A a D daného lichobézniku
ma stejnou vzdalenost od stran AB, AD a zaroven i od stran AD, DC'. To znamena, ze
ma stejnou vzdalenost od obou zakladen AB, C'D lichobézniku ABCD. Podobné i bod V/,
ktery je prisecikem os uhlta pfi vrcholech B a ', ma od obou zakladen stejnou vzdalenost.
Jsou tedy ptimky UV a AB rovnobézné. Tim je vyfeSena ¢ast a).

Protoze soucet vnitfnich thla jak pfi vrcholech A a D, tak pri vrcholech B a C je
180°, je soucet uhli prilehlych strané AD trojihelniku ADU roven 90° stejné jako soucet
uhla prilehlych strané BC' trojuhelniku BC'V. To znamend, ze oba uvedené trojuihelniky
jsou pravotihlé (s pravym tthlem pii vrcholu U, resp. V, obr. 1). Ctyfthelnik UTV S je tedy
tétivovy (z predpokladu tdlohy |AB| > |CD| = |DA| plyne, Ze polopfimky AU a CV se
neprotinaji, body S a T proto lezi v opa¢nych polorovinach urcenych ptimkou UV a body
U, T, V, S lezi na kruznici v uvedeném poradi).

D C
S
U %
T
A B
Obr. 1

Jak uz vime, jsou pfimky UV, AB a C'D rovnobéziné, je tedy |<VUT = |xCDT| =
= 45°. Z rovnosti obvodovych 1hld nad stranou T'V tétivového ¢tytuhelniku UTV'S tak
plyne |xVST| = |xVUT| = 45°. To je zaroven i velikost obvodového tthlu 7S B pfislusného



tétivé T'B kruznice opsané trojuhelniku ST B (obr.2). Zbyva ukéazat, Ze na téze kruznici
lezi i bod E. To je zfejmé, pokud E = T. V opacném ptipadé staci zjistit, ze velikost
thlu TEB je 180° —45° nebo 45° podle toho, zda ptimka BT body S, E oddéluje ¢i nikoli,
coz okamzité plyne z toho, ze pfimka DT svira se zdkladnou AB thel 45° (obr.2 a 3). Tim
je vyfeSena Cast b).
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Za tplné feseni udélte 6 bodi, z toho 2 body za diikaz rovnobéznosti UV || AB, dale 1 bod za objev
pravych thla AUD a BVC a 1 bod za dusledek, ze ¢tyfuhelnik UTV' S je tétivovy. Nelze cekat, ze zaci
pouziji charakterizaci cykli¢nosti ¢ty bod pomoci orientovanych thld primek, jejich feseni by tedy méelo
pamatovat pfinejmensim na dvé mozné vzajemné polohy bodd E a T (opominuti trividlniho pfipadu £ =T
ztratou bodu netrestejte). Pokud bude ditkaz proveden jen pro jednu z moznych poloh, strhnéte 1 bod.



