55. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie A

1. Najdéte vSechny dvojice celych cisel a, b takovych, ze soucet a + b je kofenem rovnice
22 +ax+b=0.

2. Posloupnost realnych ¢isel (ay,)52

n=

1 splituje pro kazdé n = 1 rovnost

Ap+3 — Ap42 o An+3 + An+2

Gp — Qp4-1 an + an41
a navic plati a11 = 4, ass = 2, agz = 1. Dokazte, ze pro kazdé prirozené cislo £ je
soucet
k k k
ai +ag + ...+ ajyg

druhou mocninou prirozeného ¢isla.

3. Je dan trojuhelnik ABC a uvnitf ného bod P. Ozna¢me X prusecik piimky AP
se stranou BC' a Y prisecik piimky BP se stranou AC. Dokazte, ze ¢tyithelnik
ABXY je tétivovy, pravé kdyz druhy prisecik (rizny od bodu C') kruznic opsanych
trojuhelnikim AC'X a BCY lezi na primce C'P.

4. V oboru redlnych cisel reste soustavu rovnic

sin® z + cos? Yy = y2,

sin? Y+ cos® x = z2.

Krajské kolo kategorie A se kona
v atery 24. ledna 2006

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feseni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu muize soutézici ziskat
6 bodtl, Gspésnym TeSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomicky jsou psaci a rysovaci potieby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zaktim sdéli pred zahajenim soutéze.



55. ro¢nik matematické olympiady Reseni tiloh krajského kola kategorie A

1. Hleddme cel4 ¢isla a, b, pro kterd (a+b)? +a(a+0b)+b = 0, coz je pro nezndmou b
kvadratickd rovnice b% + (3a + 1)b+ 2a? = 0 s celodiselnymi koeficienty. Ta mé celo¢iselny
kofen, jedin€ kdyz je jeji diskriminant

D=Ba+1)?—-4-2a>=(a+3)?-38

tplny étverec. Ten je pfitom o osm mensi nez jiny uplny ¢tverec (a+3)2. Jak snadno zjistime
(rozdily druhych mocnin dvou sousednich pfirozenych ¢isel postupné rostou), rozdil 8 maji
pouze plné ¢tverce 9 a 1, takze (a+3)? = 9, odkud plyne a = —6 nebo a = 0. Proa = —6
vychdzi b=8ab=29, pro a = 0 vychazi b = 0 a b = —1. Dostavame tak ¢tyfi feseni: (a, b)
je jedna z dvojic (—6,8), (—6,9), (0,0), (0,—1).

Pozndmky. Zvolime-li za nezndmou a misto b, vyjde rovnice 2a2 + 3ba + (b2 +b) = 0
s diskriminantem D’ = 9b* — 8 - (b? + b) = (b — 4)? — 16; Gplné ¢tverce lisici se o 16 jsou
pouze 0, 16 a 9, 25.

Ulohu nalézt dva tplné étverce 22 a y? s danym rozdilem d lze pro malé hodnoty d

(jako d = 8 ¢i d = 16 v nasi uloze) vyfesit otestovanim nékolika prvnich ¢tverca 0, 1,
4,9, ... Pro jakékoli pfirozené d lze postupovat tak, Ze rovnici 22 — y? = d upravime
na (r — y)(z + y) = d a vypiSeme vSechny rozklady daného ¢isla d na soucin dyds dvou
celociselnych ¢initell; z rovnic dy =z — y, do =  + y pak vypocteme piislusna = a y.
Za Uplné feseni udélte 6 bodu. Za takové povazujte i feseni, ve kterém jsou uplné ctverce lisici se o 8 ¢i 16
vypsény (uhodnuty) bez vysvétleni, pro¢ jiné takové ¢tverce neexistuji. Za nalezeni feSeni pouze pro a = 0
(napf. chybnou tavahou, ze ¢islo a + b déli ¢islo b jediné pro a = 0) udélte 1 bod. Za uhodnuti vSech éty¥
feSeni (napf. experimentovanim s malymi &isly a, b) udélte 2 body.

2. Nejdiive dokazeme, ze pro ¢leny zkoumané posloupnosti (a,)5%; plati: rovnost
a, = 0 je splnéna pro nékteré prirozené n, pravé kdyz pro totéz n plati a,,+3 = 0. Skutecné,
je-li a,, = 0, pak jmenovatelé zlomki v zadané rovnosti jsou navzajem opacna (nenulova)
Cisla, takze takovi musi byt i jejich citatelé. Z rovnosti

Ap+3 — Ap42 = _(an—‘,—B + an+2)

uz plyne a,4+3 = 0. Obracené, plati-li a,,+3 = 0, jsou Citatelé zminénych zlomkt navzajem
opacna c¢isla, takze takovi musi byt i jejich jmenovatelé, odkud a,, = 0.

Dokézané vlastnost ma tento dusledek: z podminky ass # 0 plyne agi # 0 (pro kazdé
k 2 1), z aza # 0 plyne asgy1 # 0 a z a11 # 0 plyne asgy2 # 0 (vzdy pro kazdé k = 0).
Dohromady vychazi, ze Zddny clen a,, zkoumané posloupnosti neni roven nule.

Z rovnosti ze zadani plyne rovnost

(Gnts — ant2)(an + ant1) = (Ants + anyo)(an — Gny1),

z niz po roznasobeni a nasledném zjednoduseni dostaneme (pro libovolné pfirozené n)

Up+10n43 = Qnln42.



Zvétsime-li n o 1, dostaneme analogicky vztah, ktery plati pro libovolné nezaporné celé n:

n420n4+4 = Qp410n4-3-
Vynésobime-li obé rovnosti a vysledek zkratime (nenulovym!) éislem a,,11ay,4+26,+3, vyjde
Gntq = Qp, tj. dand posloupnost ma periodu 4. Proto a; = as3 = 1, aa = agy = 2,
as = ay;p = 4, a4 = alag/ag = 2, tudiz
2
af +ak + ...+ afy = 25(1F + 28 + 4% 4+ 27) = (5(1 + 2F))".
Tim je dikaz hotov.

Za tplné feseni udélte 6 bodu. 2 body udélte za odvozeni dulezité podminky, ze a, # 0 pro vSechna n,
tj. feSeni, v némz se déli ¢islem a,41an+2an+3 bez ovéreni jeho nenulovosti, ocerite pouhymi 4 body, z toho
1 bod za konec¢nou tpravu souctu k-tych mocnin do tvaru druhé mocniny.

3. Dané ¢tyfi body A, B, X, Y lezi na kruznici (obr.), pravé kdyz
|PA|-|PX|=|PB|-|PY]|.

Kruznice opsana trojuhelniku AC X protne polopiimku opac¢nou k poloptimce PC' v bodé,
ktery oznacime D. Pro tento bod plati

|PA|-|PX|=|PC|-|PD|.
Rovnost z prvni véty feSeni tedy nastane, praveé kdyz plati
|PB|- |PY|=|PC|-|PD|.

Tato rovnost je splnéna, pravé kdyz bod D lezi na kruznici opsané trojihelniku BCY,
tedy praveé kdyz je bod D # C druhym prisecikem kruznic opsanych trojuhelnikiim AC'X
a BCY . Dikaz je hotov.

A ! B

Pozndmky. Ulohu je mozné ihned vyfesit na zékladé poznatku o tom, jak vypada
mnozina vSech bodi, které maji stejnou mocnost ke dvéma danym kruznicim. Je to vzdy
pfimka (zvand chordala), jez je kolma ke stFfedné obou kruznic a prochézi jejich spoleénymi
body (pokud existuji). Rovnost z prvni véty feseni proto vyjadfuje pravé to, ze bod P lezi
na chordéle kruznic opsanych trojihelnikim ACX a BCY'.

Za uplné feseni udélte 6 boda. Za dikaz pouze jedné z obou implikaci udélte tii body.



4. Pfedné si uvédomme, Ze s kazdym redlnym feSenim (z,y) dané soustavy rovnic
jsou jejimi feSenimi také dvojice (z,—y), (—z,y) a (—x,—y), Sta¢l se proto omezit na
feSeni v oboru nezapornych redlnych ¢isel. Navic s kazdym feSenim (x,y) je FeSenim dané
soustavy i dvojice (y, z). Mizeme proto dale predpoklddat, ze 0 < = < y.

Pfepisme nejprve obé rovnice soustavy pomoci téhoz zndmého vzorce cos?a = 1 —
— sin? o
sin? x 4+ 1 — sin® y = 32,
sin?y + 1 —sin? z = 22
Sectenim obou rovnic pak dostaneme
2 2
Yyt =2 (1)
Odecteme-li druhou rovnici od prvni, dostaneme
2sin® x — 2sin’ y = 3% — 22,
neboli
2(sinz + siny)(sinz — siny) = y* — z2. (2)

Za uvedeného predpokladu 0 £ x < y ze vztahu (1) navic plyne, 7e 0 < =z < y =
< V2 < %TE, a protoze funkce sinus je v intervalu (0, %TE) nezaporna a rostouci, vidime,

ze pro takova redlnd ¢isla x a y je leva strana rovnice (2) nekladnd, zatimco prava strana
je nezaporna. To znamend, Ze musi byt y?> — 22 = 0, coz za uvedenych piedpokladii dava
x =y aspolus (1) tak madme z =y = 1.

V oboru nezapornych realnych ¢isel ma dana soustava rovnic jediné feseni, a to (z,y) =
=(1,1).

Zaveér. Dand soustava rovnic méa pravé ctyfi feSeni v oboru realnych ¢isel. Jsou jimi
nasledujici dvojice: (1,1), (1,-1), (—=1,1) a (—1,-1).
Za aplné feseni udélte 6 bodi. Za zjisténi rovnosti 2 + y? = 2 bez dalsiho podstatného pokroku udélte
1 bod. Za uhodnuti vSech feseni (napi. v disledku chybné uvahy, Ze z pouhé symetrie soustavy okamzité
plyne rovnost z = y) udélte 1 bod. Zminku o symetrii nezndmych z, y ¢i moznosti ménit u jejich hodnot
libovolné znaménka ocente 1 bodem. Zminéné dil¢i jednobodové zisky nelze kumulovat s¢itanim. Pokud

student vyftesi tlohu jen v nékterém kvadrantu, aniz by nasel feSeni i v ostatnich kvadrantech, udélte
4 body.



