55. roénik matematické olympiady

Ulohy klauzurni ¢3sti Skolniho kola kategorie B

1. Dokazte, ze pro libovolna kladné ¢isla a, b a ¢ plati nerovnost

(e D)oo 2

Zjistéte, kdy nastane rovnost.

2. Na preponé AB pravothlého trojuhelniku ABC' uvazujme body P a @ takové, ze
|AP| = |AC| a |BQ| = |BC|. Ozna¢me M prusecik kolmice z vrcholu A na pfimku C'P
a kolmice z vrcholu B na pfimku C'Q). Dokazte, ze ptimky PM a QM jsou navzajem
kolmé.

3. Najdéte vsechny dvojice celych ¢isel a a b, pro néz zadna z rovnic
2> +ar+b=0, y*+by+a=0

nema dva riizné redlné koreny.

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie B se kona
ve ¢tvrtek 26. ledna 2006

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu muze soutézici ziskat
6 bodtl, Gspésnym TesSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomitcky jsou psaci a rysovaci potieby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zaktim sdéli pred zahajenim soutéze.



55. roénik matematické olympiady Reseni klauzurni ¢asti skolniho kola kategorie B

1. Levou stranu L dokazované nerovnosti nejprve upravime roznasobenim a vzniklé
Cleny sdruzime do dvojic navzajem prevracenych vyrazi:

L= (CH—%)(b—l—%)(c—l—é) - (ab+1+%+i>(e+é> _
~ (abe+ $>+(a+%>+(b+%)+(c+%>.

V kazdé z poslednich zavorek je tedy soucet tvaru u + 1/u, kde u > 0, ktery ma, jak vime,
hodnotu aspon 2, pfi¢emz rovnost ¢islu 2 nastane jediné pro u = 1. Podle tohoto znamého
tvrzeni, které lze dokazat naptiklad apravou

(o 2)-2= (Vi Jp) 20

pro vyraz L plati L = 2+ 2+ 2 + 2 = 8, coz jsme méli dokdzat. Rovnost L = 8 ovSem
nastane, praveé kdyz plati

1 1 1 1
abc+ —=a+—-—=b+-=c+ - =2,
abce a b c

tedy jak jsme uz vzpomenuli, pravé kdyz abc =a =b=c=1,tj. prave kdyza =b=c = 1.
Pozndmka. Dodejme, Ze upravend nerovnost

1 1 1 1
abc+a+b+c+—-—+—-+-+—28
a b ¢ abe

plyne okamzité z nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primérem osmi cisel

11 1 1
be, a, b, ¢, =, =, —, —
ac? a’7 7C7 a? b? c? a,bc,

nebot jejich soucin (a tedy i geometricky priamér) je roven ¢islu 1, takze jejich aritmeticky
primeér mé hodnotu aspon 1.

Jiné fesSeni. V dokazované nerovnosti se nejprve zbavime zlomki, a to tak, ze obé
jejl strany vynasobime kladnym ¢islem abc. Dostaneme tak ekvivalentni nerovnost

(ab+1)(bc+ 1)(ac+ 1) = 8abe,
kterd mé po roznasobeni levé strany tvar
a?b?c? + a®be + ab*c + abc® + ab + ac + be + 1 = 8abe.
Posledni nerovnost lze upravit do tvaru

(abe —1)* + ab(c = 1)* + ac(b — 1) + be(a — 1)* 2 0.



Tato nerovnost jiz ziejmé plati, nebot na levé strané stoji soudet ¢ty nezapornych vyrazi,
pritom rovnost nastane, pravé kdyz ma kazdy ze ¢tyt téchto vyrazt nulovou hodnotu, tedy
praveé kdyz

abc—1=c—1=b—-1=a—-1=0

nebolia=b=c=1.

Dalsi reSeni. Danou nerovnost 1ze dokazat i bez roznasobovani jeji levé strany. Staci
zapsat t¥i AG-nerovnosti

R O RO CHEN

Jejich vynasobenim dostaneme

oD 30D 3 D T

odkud po néasobeni osmi obdrzime dokazovanou nerovnost. Rovnost v ni nastane, prave
kdyz nastane rovnost v kazdé ze t¥i pouzitych AG-nerovnosti, tedy pravé kdyz se cisla
v kazdé primérované dvojici rovnaji:

a=-, b=

1
_,C:
Cc

1
b a’

Z prvnich dvou rovnosti plyne a = ¢, po dosazeni do tfeti rovnosti pak vychazi a = ¢ =1,
tudiz i b = 1.

Za uplné tfeseni udeélte 6 bodt, z toho 4 body za diikaz nerovnosti a 2 body za Uplnou analyzu pfipadu
rovnosti (1 bod za uvedeni pfipadu a = b = ¢ = 1, 1 bod za vylouceni jiné moznosti). Za spravné
roznasobeni levé strany nerovnosti udélte 1 bod, 1 az 2 body za Gc¢elné vyuziti jedné ¢i né€kolika AG-ne-

rovnosti nebo nerovnosti u+1/u 2 2 (oboji mo#no povazovat za zndmé poznatky, véetné p¥ipadii rovnosti,
neni zapotfebi je dokazovat), 1 bod za dokonéeni diikazu nerovnosti.

2. Podle zadani je trojihelnik APC rovnoramenny, pfimka AM prochézi jeho hlavnim
vrcholem A kolmo k zékladné C'P, je tudiz osou vnitiniho thlu CAP (obr.1). Body C a P
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Obr. 1



jsou proto soumérné sdruzené podle ptimky AM, takze ihly APM a ACM jsou shodné.
(Jingmi slovy trojuhelniky APM a ACM jsou shodné podle véty sus: odpovidajici si
strany AC a AP sviraji se spole¢nou stranou AM tyz thel diky tomu, ze AM je osou thlu
CAP.) Podobné z rovnoramenného trojuhelniku BQC' odvodime, ze BM je osou thlu
CBQ, takze i thly BQM a BC'M jsou shodné.

Rovnosti [« APM| = |[xACM| a |« BQM| = |« BCM| znamenaji, ze pro vnitini thly
trojuhelniku PQM pti vrcholech P, () plati

| XQPM|+ |xPQM| = |xAPM|+ |xBQM| =
= |<xACM|+ |«BCM| = |<ACB| = 90°,

tudiz vnitini thel u tfetiho vrcholu M je pravy.

Jiny postup. Bod M jako prisecik os thli CAB a CBA lezi i na ose pravého thlu
ACB. Proto uhly ACM a BCM malji oba velikost 45°, takze |« APM| = | ACM| = 45°,
|« BQM| = |<xBCM]| = 45° a trojuhelnik PQM je rovnoramenny pravouhly s pravym
thlem pti vrcholu M.

Jiny postup. Ze soumérnosti bodi P a C podle pfimky AM plyne |PM| = |CM]|, ze
soumérnosti bodi @ a C podle BM plyne |QM| = |CM]|. Je tudiz |PM| = |QM| = |CM|
a bod M je tak stfedem kruznice opsané trojuhelniku PQC. Pfitom oznacime-li o a (3
thly pii vrcholech A a B (obr.2), je a4+ 5 =90° a

(90° — 1a) + (90° — 18) — [x PCQ| = 90°,

takze |« PCQ| = 45°. To je velikost obvodového thlu nad tétivou PQ zminéné kruznice.
Velikost odpovidajiciho sttedového tthlu PM @ je tudiz 90°.
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Za Uplné feseni udélte 6 bodt, z toho 2 body za zdtivodnéni, ze bod M je prisecikem os vnitinich thla
trojuhelniku ABC.

3. Jak vime, kvadratickd rovnice md dva rizné redlné koreny, pravé kdyz je jeji
diskriminant kladny. Proto rovnice ze zadani tlohy tuto vlastnost nemaji, pravé kdyz jsou
jejich diskriminanty

Di=a®>—4b, Dy, =1%>—4a



nekladné, tedy prave kdyz plati
a®<4b a b < 4a. (1)

Odtud ptedné plyne, Ze obé ¢isla b i a jsou nezédporna (protoze jsou nezaporna obé ¢isla
a? a b?). Nyni na (1) pohlédneme jako na soustavu nerovnic s nezndmou b a nezépornym
parametrem a a snadno ji v oboru nezapornych cisel vyfesime:

2
a
y <b<2Va. (2)
Nalezeny interval je neprazdny, pravé kdyz pro nezadporny parametr a plati nerovnost
2
a
T <2v/a, mneboli a<4.

Protoze ¢isla a, b jsou podle zadéni celd, z odvozenych nerovnosti 0 < a < 4 plyne, ze
¢islo a lezi v mnoziné {0,1,2,3,4}. Kazdé takové a jednotlivé do krajnich vyrazi v (2)
dosadime a vypiseme, kterd celd b v prislusném intervalu lezi:

a=0: 05050 < be {0},

a=1 1<b<2 <« be{l,2},
a=2 1<b<2V2 «— be{l,2},
a=3 2<b<2V3 < be {3},
a=4: 4<bhb<4 = be {4}.

Odpovéd’: Vyhovuje pravé sedm dvojic (a, b):
(0,0), (1,1), (1,2), (2,1), (2,2), (3,3) a (4,4).

Pozndmka. Z nerovnosti (1) 1ze odvodit nejen 0 < a < 4, ale z divodu symetrie rovnéz
0 < b < 4. Proto misto ndmi popsaného FeSeni tipravou na soustavu (2) staci jednotlivé
otestovat 25 dvojic (a,b), kde a,b € {0,1,2,3,4}, zda vyhovuji soustavé nerovnosti (1).
Takovou tlohu lze rovnéz interpretovat geometricky: v prvnim kvadrantu souradnicového
systému Oab hledame ty body s celoc¢iselnymi soufadnicemi, které lezi uvnitf nebo na
hranici oblasti omezené parabolami o rovnicich 4a = b? a 4b = a? (obr. 3).

2
Obr. 3

Za uplné feseni udé€lte 6 bodi, z toho 2 body za vysloveni podminek na oba diskriminanty a jejich vyjadreni
nerovnostmi (1), 2 body za uréeni mezi 0 a 4 pro hodnoty a, b a 2 body za nalezeni vSech feseni. Pokud
feSitel misto neostrych nerovnosti (1) chybné napise pouze piislusné ostré nerovnosti a ty pak spravné
vyfesi (a tak dostane 3 ze 7 feSeni), udélte 3 body.



