55. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ulohy domaciho kola kategorie B

1. Urcete vSechny hodnoty celociselného parametru a, pro néZ md rovnice
(x+a)(x+2a) = 3a

aspon jeden celociselny koren.

RESENI. Po roznésobeni levé strany a pievedeni ¢lenu 3a z pravé strany na levou
dostaneme kvadratickou rovnici

z? 4 3ax + 2a* — 3a = 0.
Jeji kotfeny (pokud existuji) maji podle zndmého vzorce tvar

—3a++Va?+12a
5 )

T1,2 =

Hodnota takového vyrazu je celé &slo jen tehdy, je-li ¢islo a? + 12a druhou mocninou
néjakého celého ¢isla b, o némz mutzeme predpokladat, ze je nezdporné. Rovnost b =
= v/a? + 12a upravime umocnénim a doplnénim na ¢tverec do tvaru

(a+6)*> =% 436, mneboli (a+6+b)(a+6—b)=36.

Dostali jsme rozklad ¢isla 36 na soucin dvou celociselnych ¢initeli, které proto museji
mit stejné znaménko. Protoze jejich rozdil

(a+6+0)—(a+6—0)=2b

je sudé nezaporné ¢islo (pfipomindme, ze b = 0), maji oba ¢initelé stejnou paritu (jsou

zaroven suda nebo lichd) a druhy ¢initel neni vétsi nez prvni ¢initel. To vSe dohromady

znamena, ze jsou jen ¢tyTi moznosti:

(1) a+6+b=18 a a+ 6 —b = 2. Tato soustava rovnic mé jediné feSeni a« =4 a b = 8.
Zkouska: rovnice (x + 4)(x + 8) = 12 mé kofeny —10 a —2.

(2) a+6+b=6aa+6—b=6.V tomto pfipadé a = 0 a b = 0. Zkouska: rovnice
(z +0)(x 4+ 0) = 0 ma dvojnasobny koten 0.

3) a+6+b=—-2aa+6—b= —18. V tomto pfipadé a = —16 a b = 8. Zkouska:
rovnice (z — 16)(z — 32) = —48 m4 kofeny 20 a 28.

(4 a+6+b=—-6aa+6—b=—6.V tomto pfipadé a = —12 a b = 0. Zkouska:
rovnice (z — 12)(z — 24) = —36 méa dvojnasobny koren 18.

Odpovéd: Hledané hodnoty parametru a jsou ¢tyfi, a to ¢isla 4, 0, —16 a —12.
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Jiné feSeni. Stejné jako v prvnim feseni upravime rovnici do tvaru
2 2 _
z°+3ar +2a° —3a=0

a pokusime se mnohoclen na levé stran€ zapsat ve tvaru soucinu dvou linearnich ¢initelt
tvaru ax+pPBa+7. 1 kdyz takovy rozklad neexistuje, experimentovanim zjistime, ze ,,témér
vyhovuje“ soucin

(x+2a+3)(x+a—3),

ktery se li§f od daného mnohoclenu z2 + 3ax + 2a® — 3a pouze v konstantnim ¢lenu;
presvédcete se o tom roznasobenim. Zkoumanou rovnici tak lze zapsat ve tvaru

(x+2a+3)(x+a—3)=-9.

I kdyz na pravé stran€ neni nula, pro feseni v oboru celych cisel je kazdy podobny
rozklad cenny, nebot existuje pouze koneény pocet rozklada ptislusného ¢isla (v nasem
pripadé —9) na soucin dvou celociselnych ¢initelt. Vypisme je:
(1) z+2a+3=9ax+a—3=—1,nebolia=4ax=-2,
(2) x4+2a+3=3azx+a—3=-3,nebolia=0axz=0,
(3) x+2a+3=1azxz+a—3=-9,nebolia =4 ax=-10,
(4) z+2a+3=—-1lax+a—3=9, nebolia=—16 a x = 28,
(5) z+2a+3=—-3ax+a—3=3,nebolia=—-12ax =18,
(6) x4+2a+3=-9ax+a—3=1, nebolia=-16 a x = 20.
Dochazime tak ke stejné odpovédi jako v prvnim feseni: vyhovujici hodnoty para-
metru a jsou cisla 4, 0, —12 a —16.

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

1. Najdéte vSechny hodnoty celoéiselného parametru a, pro které mé rovnice z2 + ax =
= 2005 celociselné Feseni. [+396, +2 004]

2. V oboru celych ¢isel feste rovnici 2/a + 3/b = %. [Hledané dvojice (a,b) jsou (40, 4),
(107 5)7 (47 10)a (27 _15) a (_107 3)]

3. Pro které dvojice prvoéisel p a ¢ ma rovnice 2 + px = ¢ celoéiselné feseni? [Jediné
p=3aq=2]

4. Najdéte vSechny dvojice piirozenych &isel a a b, pro které ma rovnice 22 —az+b% = 0 dva
kofeny, jejichz rozdil se rovna ¢islu 30. [Hledané dvojice (a,b) jsou (226,112), (78, 36),
(50, 20) a (34, 8).]

2. V daném trojuhelniku ABC' oznacme D ten bod poloprimky C'A, pro ktery plati
|CD| = |CB|. Ddle oznac¢me po tadé E, F stredy usecek AD a BC. Dokazte, Ze
|xBAC|=2|xCEF|, pravé kdyz |AB| = |BC|.

RESENI. Oznaéme G ten bod polopfimky opac¢né k polopiimce AC, pro ktery plati
|AG| = |BC| = |CD] (obr. la pro situaci, kdy |AC| > |BC|, a obr. 1b pro situaci, kdy
|AC| < |BC| — sami nakreslete a rozmyslete situaci, kdy |AC| = |BC|). V trojuhelniku
ABG oznacme jesté ¢ = |[XABG| a 0 = |XBGA|. Protoze |EA| = |ED| a |AG| = |CD|,
je bod E stied usecky C'G, tudiz tsecka E'F je stfedni pricka trojuhelniku BC'G. Plati
proto EF || GB a z rovnosti souhlasnych uhlit BGA a FEC dostavame |xFEC| = 0.
Protoze tthel BAC je vnéjsim thlem trojihelniku ABG, pro jeho velikost o = [< BAC|
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Obr. 1a Obr. 1b

plati @ = € + §. To znamena, Ze rovnost o = 26 ze zadani tlohy nastane, pravé kdyz
€4 d = 29, neboli € = §. Z trojuhelniku ABG ovsem plyne, Ze rovnost € = § je splnéna,
pravé kdyz |AB| = |AG|, neboli |AB| = |BC|. Tim je ekvivalence rovnosti o« = 26
a |AB| = |BC| dokazéna.

Jiné reseni. Misto ,trikové“ zvoleného pomocného bodu G z prvniho feseni se-
strojime osu o vnitiniho tthlu BAC' daného trojuhelniku ABC' a jeji priisecik se stranou
BC oznacime H (obr.2a a 2b pro situace |AC| > |BC|, resp. |AC| < |BC|). Vyznam
osy o pro feSeni nasi ulohy je ziejmy: podle souhlasnych thld CEF a C'AH usoudime,
ze rovnost |[XBAC| = 2|<CEF)| ze zadani ulohy nastane, pravé kdyz budou usecky
AH a EF rovnobézné, neboli trojuhelniky CAH a C'EF podobné. Podle véty sus jsou
trojuhelniky CAH a C'EF podobné, pravé kdyz je splnéna timéra

|AC|: |HC| = |EC| : |FC). (+)

Rovnost |[<BAC| = 2|<CEF| je tedy ekvivalentni s podminkou (x), kterou nyni pro-
zkoumame.
Délky tsecek zastoupenych v (x) nejprve vyjadiime pomoci délek

a=|BC|, b=|AC|, c¢=|AB|

stran vychoziho trojuhelniku ABC'. Protoze bod F' je stred usecky BC a bod E stied
tsecky AD, plati |FC| = 1|BC| = a a

[AC| +|DC| _ |AC|+|BC| _b+a

EC| =
|EC] 2 2 2

Zbyva vyjadiit délku tsecky HC'. Z rovnosti

\HC| + |HB| =a, |HC|:|HB|=b:c



S

A B A B
FE

D
Obr. 2a Obr. 2b

(prvni z nich je trividlni, druhd vyjadifuje zndmy fakt o poméru, ve kterém osa vnitiniho
thlu déli protéjsi stranu trojuhelniku, viz 3. ndvodnou tlohu) dostaneme po snadném
vypoctu vyjadreni

ab
b+c
Dosadme nyni vSechny urcené délky do rovnosti (*) a pak ji dale ekvivalentné upravuj-
me:

HC| =

b ab :a+b.g
"b+ec 2 2
b—l—c_a—l—b

a  a
b+c=a+0,
c=a.

Dokéazali jsme potifebné: podminka (x) plati, pravé kdyz ¢ = a, neboli |AB| = |BC|.

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

1. K libovolnému trojihelniku ABC sestrojime ten bod D poloptimky CA, pro ktery
plati |CD| = |CB]|. Vyjadiete velikost thlu ABD pomoci velikosti a = |xBAC|
a 8 = |xABC|. [|[xABD| = %|a — Bl. Uvazte, ze CBD je thel pii zékladné BD
rovnoramenného trojihelniku BC'D.]

2. Oznaéme obvyklym zpisobem «, (3, v vnitini Ghly trojihelniku ABC a pro stied D
strany AC' uvazujme jesté uhly 6 = |XADB| a ¢ = |xBDC)|. Dokazte, ze rovnosti
d = 27y, e = 2a a B = 90° jsou navzadjem ekvivalentni. [Kazda ze tii rovnosti je
ekvivalentni s tim, ze |AD| = |BD| = |CD|.]

3. Dokazte, zZe osa vnitfniho thlu BAC protne protéjsi stranu BC obecného trojuhelniku
ABC v bodé H, pro néjz plati |HB| : |[HC| = |AB]| : |AC|. [Dvojim zpisobem vyjadfete
pomér obsahti trojuhelniki ABH a ACH se shodnymi vyskami z kazdého ze spoleénych
vrcholu A a H.]

3. Rozhodnéte, zda nerovnost
alb+1)+blc+1)+ec(d+1)+da+1) = i(a+1)(b+1)(c+1)(d+1)

plati pro libovolna kladnd cisla a, b, c, d, ktera vyhovuji podmince
a) ab=cd=1; b)ac=0bd=1.



RESEN{. a) Danou nerovnost budeme ekvivalentné upravovat postupnym roznéso-
bovanim; jakmile se pritom nékde objevi soucin ab nebo cd, nahradime ho ¢islem 1:

2@b+a+bc+b+cd+c+da+d) 2 (ab+a+b+1)(cd+c+d+1),
2(ad+bc+a+b+c+d+2)2(a+b+2)(c+d+2),
2(ad+bc) +2(a+b+c+d)+4=2ac+ad+bc+bd+2(a+b+c+d)+4,
ad + be 2 ac + bd,
(a—b)(c—d)=0.

Posledni nerovnost obecné neplati, jak ukazuje ptiklad a =c=2ab=d = % (hodnoty
jsou zvoleny tak, aby byly splnén predpoklad ab = c¢d = 1).
b) Danou nerovnost budeme upravovat s podobnou strategii jako v ¢asti a). Protoze

vsak tentokrat miizeme ¢islem 1 nahrazovat souciny ac a bd, vynasobime na pravé strané
nerovnosti nejprve prvni cinitel s tfetim a druhy cinitel se ¢tvrtym:

2ab+a+bc+b+cd+c+da+d) 2 (act+a+c+1)(bd+b+d+1),
2(ab+bc+ced+ad+a+b+c+d) 2 (a+c+2)(b+d+2),
2(ab+bc+cd+ad)+2(a+b+c+d) 2ab+ad+bc+cd+2(a+b+c+d)+4,
ab + be + cd + da 2 4,
(a+c)(b+d) = 4.

Posledni nerovnost plati pro vSechny c¢tverice kladnych cisel a, b, ¢, d splnujici predpoklad
ac = bd = 1, protoze kazdy z obou ciniteld a + ¢ a b + d, jsa souc¢tem kladného cisla
a Cisla k nému prevraceného, je vétsi nebo roven c¢islu 2. Tento znamy vysledek

1
u>0 = u+—-—2=2 (%)

u

plyne primo z identické rovnosti

NG

a poznatku, Ze druhd mocnina libovolného redlného ¢isla je nezdporna. Odhad (x) lze
rovnéz ziskat ze zndmé nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primeérem

u+%:<f—i)2+2

a1 +as + ..
n

A=

.t+a
- EG: vaias ... ay

libovolnych nezdpornych ¢isel a;, kdyz zvolime n = 2, a1 = u a as = 1/u.
Odpovéd: Zkoumand nerovnost za podminky a) obecné neplati, za podminky b)
plati.

Jiné FeSeni. a) PouZijeme ,dosazovaci strategii“: z dané podminky ab = cd = 1
vypocteme b = 1/a, d = 1/c a takto vyjadiena ¢isla b a d dosadime do zkoumané
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nerovnosti. Dostaneme nerovnost s dvéma (jiz nezavislymi) proménnymi a a c¢; nasi
ulohou bude zjistit, zda plati pro libovolné hodnoty a > 0 a ¢ > 0:

1 1 1
a(Z+1) + (et Dte(-+1)+
a a C

c a 1
24+a+c+-—4+—-—+-—+
a ¢ a
1 1 1 1 1

c a c a 1
2+a+c+—+—+—+—§2+a+c+—+—+—(ac+—+—+—),
a c a c a c 2 a c ac

Vidime, ze posledni nerovnost pro kladna cisla a,c obecné neplati, staci zvolit napf.
hodnoty a = ¢ = 2, kterym odpovidaji hodnoty b = d = %

b) Podobné jako v ¢asti a) z dané podminky ac = bd = 1 vypocteme tentokrat
¢ =1/a,d = 1/b a po dosazeni za ¢, d do zkoumané nerovnosti dostaneme nerovnost
s nezavislymi proménnymi a > 0 a b > 0:

a(b—i—l)-l—b(l-i-l)—I—%(l-l—l)-i-%(a—i-l)g %(a+1)(b+1)(%+1)(%+1),

b
11 b1 1 1 1
5 23(2rar)(2ro+g)
abtatbt ottt (24a+ ) (2404 3),
11 b1 1 2 2 b 1
abtatb+ o+ lrld 2442t Brabt S 44l ),
b b a ab a b a b ab
b1
b >4
ab+Z -+ —2

Posledni nerovnost ovSem ziejmé plati pro libovolna kladné ¢isla a a b, nebot je souctem
dvou nerovnosti

SIS
v
Do

1
ab+— =22 a
ab

Sl

typu (*) z prvniho FeSeni, a to pro hodnoty u = ab, resp. u = a/b.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Je-lia>0,b>0aab=2, pak (a+ 1)(b+ 2) = 8, dokazte.
2. Dokazte, Ze a? +3 2 2v/a? + 2 pro kazdé realné a. [UZijte odhad (*) pro u = Va2 + 2.]

1 1
3. Dokazte, ze (ab+ cd) (— + Q) 2 4 pro libovolna kladna é&isla a, b, ¢, d. [Roznasobte
ac

a uzijte dvé nerovnosti (x).]

4. Dokazte, ze (a? +a+1)(b2+b+1)(c2+c+1)(d®+d+1) = 8labed pro libovolna kladné
&isla a, b, ¢, d. [Cinitele na levé strané vydélte po fads &isly a, b, ¢, d a pak uzijte &ty¥i
nerovnosti (*).]



4. KaZdou z hvezdicek v zdpisech dvandctimistnych cisel A = *88 888 888 888, B =
= x11111111 111 nahradte néjakou éislici tak, aby vyraz |[14A — 13B| mél co nej-
mensi hodnotu.

RESENI. Hvézdicku v éisle A nahradime éislici a, hvézdicku v éisle B &slici b a vyja-
dfime vyraz 14 A —13B algebraicky jako linearni funkci (nezndmgych) ¢islic a a b. Protoze
plati
99999999999999 101 —1

11111111111111 = ,
9 9

maji ¢isla A a B vyjadreni

A:a~1011+§-(1011—1) a B:b.1011+%~(1011—1),

odkud dostavame

(14-8 —13)
9

= (14a — 13b + 11) - 10" — 11.

14A — 13B = (14a — 13b) - 10 + S(10M —1) =

(%)

Jisté si uvédomime, ze absolutni hodnota takového vyrazu je minimalni, praveé kdyz je
minimalni absolutni hodnota vyrazu 14a—13b+11. Precizné to zdtivodnime nerovnostmi
az poté, co zjistime, zda pro nékteré ¢islice a, b dokonce neplati rovnost 14a—13b6+11 = 0.
Vyjadirime-li z takové rovnice neznamou b,
14a + 11 a—2

b= 3 =a+1+ 3
a vSimneme si, ze pro libovolnou ¢islici a plati —2 < a — 2 < 7, vidime, Ze hodnota b
dané poslednim vzorcem je celociselna jediné v pripadé a —2 =0, kdy a =2 a b = 3.
Jediné pro takové cislice a, b plati 14a — 13b + 11 = 0, takZe podle (x) pak mame
|14A —13B| = 11. Pro libovolnou jinou dvojici €islic a, b ovsem plati 14a — 13b+ 11 # 0,
takze tentokrat podle (x) usoudime, ze

bud 14a—13b+112>1, atedy 144 —13B > 10" —11 > 11,
nebo 14a —13b+11 < —1, atedy 144 —13B < —10'! —11 < —11,

v obou pfipadech tedy |14A — 13B| > 11.
Odpovéd: Vyraz |14A — 13B| mé nejmensi moznou hodnotu jediné tehdy, kdyz
hvézdicky v ¢islech A, B nahradime po fadé ¢islicemi 2 a 3.

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

1. Najdéte vSechny dvojice pfirozenych &isel a a b, pro néz plati 55a + 16b = 2005. [Vy-
hovuji dvojice (a, b) tvaru (3,115), (19,60) a (35,5). Navod: Cislo b musi byt délitelné
péti, ¢islo 5b — 3 délitelné jedenécti.] L

2. Najdéte nejvétsi zapornou a nejmensi kladnou hodnotu vyrazu 12 -a555 — 5 - b777, kde
a a b jsou prvni Cislice ¢tyfmistnych cisel, jejichz dekadicky zapis je vyznacen cCarou
nad éislicemi. [—225, resp. 1775.]

3. Pro ktera pfirozena &isla a, b, ¢ plati 7a + 5b = 333 a zéaroverni 4a + 11c = 2227 [Jediné
a =39, b =12 a ¢ = 6. Zkoumejte délitelnost ¢isly 11, 7, 5 a 4.]



5. Kruh o stredu S a poloméru r je rozdelen na ctyri casti dvema tétivami, z nichZ
jedna ma délku r a druhd ma od stredu S vzddlenost %r. Dokazte, Ze absolutni hod-
nota rozdilu obsahi téch dvou cdsti, které maji spolecny pravé jeden bod, a pritom
Zadna z nich neobsahuje stred S, je rovna jedné Sestiné obsahu kruhu.

RESEN{. Oznaéme dané tétivy AB a C'D jako na obr.3, kde je rovnéz vyznacen
stted P tétivy AB, takZe podle zadani plati [SP| = ir a |CD| = r. Zkoumany rozdil

A
CD

Obr. 3

obsahtl dvou svétle vybarvenych ¢asti kruhu se nezméni, kdyz ke kazdé z nich pfipojime
tutéz (tfeti) ¢ast kruhu, jez ma s jeho hraniéni kruznici spole¢ny oblouk AC a je na obr. 3
vybarvena tmaveé. Tak vzniknou dvé kruhové tusece, jedna nad tétivou AB, druha nad
tétivou C'D. Jejich obsahy jsou urceny velikostmi thld ASB a C'SD. Z rovnostranného
trojuhelniku C'SD ihned mame |<CSD| = 60°, takze obsah S; tsece nad tétivou CD

je roven
w?  r2y/3
Sp=—— )
6 4
V pravothlém trojuhelniku APS plati |AS| : |[SP| = 2 : 1, tudiz |<ASP| = 60°,
|<xASB| = 2|<ASP| = 120°, | AB| = rv/3 a obsah S, tiseCe nad tétivou AB je roven

w2 r2y/3
Sy = — .
3 1

Nyni jiz snadno uréime rozdil Sy — Si:

6 4

-2 r2\/§ -2 r2\/§ o2
Roh={g ) -

coz je prave Sestina obsahu celého kruhu.
NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Necht P je priisecik thlopricek konvexniho ¢tyfahelniku ABCD. Dokazte, Ze trojihel-
niky ADP a BC P maji stejny obsah, pravé kdyz AB || C'D. [Rozdil obsahti trojuhelnikt
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ADP a BCP je stejny jako rozdil obsaht trojuhelniki ABD a ABC), které maji spolec-
nou stranu AB, takZe maji stejny obsah, pravé kdyz maji shodné vysky z protilehlych
vrchold D a C\]

2. Vypoététe obsah priniku kruhtt Ki(S1,7) a K2(S2,7v3), je-li |S1S2] = 2r. [%nrQ —

— 2\/§]

r

3. Kruhy Ki, K2, K3 a K4 se shodnym polomérem r maji stfedy ve vrcholech ¢tverce
C o strané rv/2. Kruh K o poloméru 2r méa stfed v priseciku thlopficek étverce C.

Vypocéitejte obsah rovinné mnoziny K — (K1 U K2 U K3 U Ky). [(2n — 4)r?]

6. Urcete neymensi prirozené cislo n s nasledujici vlastnosti: Zvolime-li n riznych
prirozenych cisel mensich nezZ 2006, jsou mezi nimi dvé takovd, Ze podil souctu
a rozdilu jejich druhych mocnin je vetsi nez tri.

RESENI. Zjistime nejdiive, pro kterd pfirozena &isla a, b plati zminéna nerovnost

a? + b?

a

Aby byl zlomek na levé strané kladny, musi platit a® > b2, neboli a > b. Je-li tato nutna
podminka splnéna, vynisobime obé strany zkoumané nerovnosti kladnym é&islem a2 — b?
a dalsimi apravami dostaneme

a® +b* > 3(a® — b?),
4% > 242,

b2 > a.

Zjistili jsme, ze dvé prirozena ¢isla a, b vyhovuji podmince (x), pravé kdyz plati nerov-
nosti 1 < a/b < V2.

Prirozena c¢isla od 1 do 2005 nyni rozdélime do skupin tak, aby v nich bylo co
nejvice ¢isel a aby podil nejvétsiho a nejmensiho ¢isla kazdé skupiny byl mensi nez

V2. Provedeme to tak, Ze do skupin budeme postupné zafazovat ¢isla 1,2,... a k nové
skupiné vzdy prejdeme, az to bude nezbytné.! Dostaneme tak téchto dvacet skupin:

Ay = {1}, Ay = {2},

Az = {3,4}, Ay ={5,6,7},

As ={8,...,11}, Ag = {12,...,16},

A7 ={17,...,24}, Ag ={25,...,35},

Ag = {36,...,50}, Ao ={51,...,72},

A1 ={73,...,103}, Ao ={104,...,147},

A1z = {148, ...,209}, Ay ={210,...,296},
Ay = {297, ...,420}, Ay = {421, ...,595},
Ayr = {596,...,842}, Az = {843,...,1192},
Apg={1193,...,1687}, Ay = {1688,...,2005}.

1 K porovnéavani podilii a/b s éislem v/2 vyhodné vyuzijeme tieba kalkulacku.
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Vysvétlime napiiklad, jak vznikla skupina A;;. Cislo 73 jsme jiz nemohli zafadit do
skupiny A1g, nebot pro jeho podil s nejmensim ¢islem 53 této skupiny plati

73
5:1,431...>1,414...:\/§;

Cislo 103 jsme jesté mohli do skupiny A;; zafadit, nebof

%:1,410...<1,414...:\/§.

Jaké ma sestrojené rozdéleni vyznam pro feseni zadané tlohy? Pro libovolna dveé
Cisla a, b z téze skupiny A; nerovnost (x) plati. Skupin A; je dohromady 20; vybereme-li
proto libovolné 21 ¢isel z mnoziny A;UAsU. ..U Asg, budou nékterd dvé z nich pattit do
téze skupiny A;,? tudiz budou splitovat (*). Proto &slo n = 21 mé vlastnost ze zadani
alohy. Cislo n = 20 ji oviem nemé: vybereme-li z kazdé ze skupin A; jeji nejmensi prvek,
dostaneme dvacet cisel

1,2,3,5,8, 12,17, 25, 36, 51, 73, 104, 148, 210, 297, 421, 596, 843, 1193, 1688, ()

mezi nimiz nejsou zadné dvé ¢isla a, b spliiujici (%), nebot podle nasi konstrukce je podil
nasledujiciho é&fsla k ¢islu predchozimu vzdy vétsi nez v/2.

Poznamenejme, ze pouhé uvedeni dvaceti Cisel (k%) z posledniho odstavce nelze
povazovat za Uplné feseni ulohy, i kdyz prohlasime, Ze jsme tuto dvacetici vybrali ,,co
nejlépe”, tj. aby méla co nejvice prvki a aby z4dné dva z nich nesplitovaly (*).3 Ne-
moznost vybéru podobné skupiny 21 ¢isel je tieba nezpochybnitelné zdivodnit; k tomu
nam poslouzil prihradkovy princip uplatnény k sestrojenym skupinam A;.

Odpovéd: Nejmensi prirozené ¢islo s pozadovanou vlastnosti je n = 21.

NAVODNE A DOPLNUJIiCI ULOHY:

1. Na vecirku je né€kolik hostt. Dokazte, ze dva z nich maji mezi ostatnimi hosty stejny
pocet pratel (pratelstvi je symetricky vztah: je-li A pfitelem B, je i B pfitelem A).
[Pokud kazdy z hostt mé na vedirku aspoii jednoho ptitele, rozdélte hosty do skupin
tak, aby v téze skupiné byli praveé ti, ktefi maji na vecirku stejny pocet pratel. Skupin je
méné nez hostli. V opacném piipadé mizeme predpokladat, ze na vecirku je jediny host
bez pratel. Na ostatni hosty pak pouzijeme ptredchozi tvahu. Anebo si uvédomte, zZe
nemohou soucasné existovat host bez pratel a host, ktery je spratelen se vSemi ostanimi
hosty! Odtud rovnou plyne, Ze zminénych skupin je méné nez hosti.]

2. Dokazte, ze z libovolné n-tice celych cisel 1ze vybrat jedno nebo nékolik ¢isel tak, ze
souéet vybranych ¢isel je délitelny éislem n. [Oznacte éisla ai,...,an a rozdélte n
souc¢tt s1 = a1, s2 = a1 + ag, S, = a1 + ...+ an do skupin podle jejich zbytka pti
déleni ¢islem n.]

3. Vybereme-li ve ¢tverci 3 X 3 libovolnych deset bodti, pak nékteré dva z nich maji
vzdalenost nejvyse /2, dokazte. [Rozdélte cely ¢tverec na 9 &tvercii 1 x 1, v jednom
z nich lez{ dva z vybranych bodi.]

2 Tomuto zfejmému poznatku se Fkéa prihrddkovy nebo téz Dirichletiv princip. Obecnéji zni takto:
Je-li mk + 1 predmétd umisténo do m skupin, lezi v nékteré z nich aspon k + 1 z téchto predmeétu.
V nasem pripadé jem =20 a k= 1.

3 K ovéfeni poznatku, Ze ¢islo n = 20 zkoumanou vlastnost neméa, mohou poslouzit i mnohé jiné
dvacetice ¢isel. Napiiklad ¢islo 1688 v (x*) miiZzeme zaménit kterymkoliv jinym ¢islem ze skupiny
Az apod.
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4. Urcete nejmensi prirozené ¢islo n s vlastnosti: vybereme-li libovolnych n rtznych cisel
z mnoziny {1,2,...,100}, pak mezi vybranymi ¢&isly existuji dvé &isla, jejichz a) rozdil
je délitelny ¢islem 11, b) rozdil je roven 11, c¢) soucet je roven 111. [a) n = 12, b) n =
= 56, ¢) n = 56. Navod k b): Cisla od 1 do 110 (nikoliv pouze do 100) rozdélte
do 55 dvouprvkovych skupin {z,z + 11}, kde x = 22k + j, k € {0,1,2,3,4} a 5 €
€ {1,2,...,11}. Vybereme-li z kazdé skupiny mensi z obou é&isel, dostaneme 55 &isel
z mnoziny {1,2,...,100}, které pozadovanou vlastnost nemaji. Vybereme-li 56 &isel
z mnoziny {1,2,...,100}, lezi dvé z nich ve stejné skuping. Navod k c): Cisla od 1 do 110
rozdélte do 55 dvouprvkovych skupin {z,111 — z}, kde = € {1,2,...,55}, a provedte
obdobnou Gvahu jako v éasti b).]
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