55. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy klauzurni Casti skolniho kola kategorie A

1. Najdéte vSechny dvojice celych cisel x a y, pro néz plati

\/T—W:\/6¢5—10.

2. Je dan rovnostranny trojuhelnik ABC o obsahu S a jeho vnitini bod M. Ozna¢me po
fadé Ay, By, Cy ty body stran BC, CA a AB, pro néz plati M A, | AB, M B, || BC
a MC, || CA. Pruseciky os tse¢ek M Ay, M By a MCy tvori vrcholy trojuhelniku
o obsahu 7T'. Dokazte, ze plati S = 3T.

3. V oboru realnych cisel feste rovnici

x4+ T r—T
1 i - si =0.
+ sin 5 sin 11

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie A se kona
v atery 6. prosince 2005

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu muize soutézici ziskat
6 bodtl, Gspésnym TeSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomiicky jsou psaci a rysovaci potieby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zaktim sdéli pred zahajenim soutéze.



55. roénik matematické olympiady Reseni klauzurni &éasti skolniho kola kategorie A

1. Z tvaru dané rovnice ihned plyne, ze x > y = 0 (nebof 6v/5 — 10 > 0). Pro takova
x, y muzeme umocnit obé (kladné) strany rovnice na druhou a provést dalsi ekvivalentni
upravy:

V5 — 24/5zy + yv5 = 635 — 10,
x—QN/xy—l—y:6—2\/g,
x+y—6:2(‘/xy—\/g). (1)

Umocnénim a dalsi upravou dostaneme, ze pro hledana celé ¢isla z, y musi platit

(z+y—6)*=4(zy — 21/5zy +5),
8v/bxy = 4(xy +5) — (z +y — 6)%. (2)

Z posledni rovnice plyne, ze hodnota /5y je racionalni, a tedy celé ¢islo,! takze 5y je
druh4 mocnina nezdporného celého &isla, jez je ziejmé délitelné péti.? Plati tedy 5xy =
= (5k)? neboli xy = 5k2, kde k je nezdporné celé ¢islo. Uz ted je vyhodné dosadit ne do
rovnice (2), ale rovnou do rovnice (1). Dostaneme totiz rovnici

m+y—6:2(\/5k2—\/g) neboli x +y—6=2(k—1)V5,

odkud diky iracionalité ¢isla /5 vyplyva, Ze ke splnéni rovnice (1) je nutné a stadi, aby
platily ob€ rovnosti k =1 a x + y — 6 = 0. Ze soustavy rovnic

xy=5k=5 x+y==6

snadno zjistime, ze {z,y} = {5,1}, tedy x =5 a y = 1, nebot x > y podle tivodni Gvahy.
Hledana dvojice (z,y) je jedin, a to (z,y) = (5,1).

Za uplné feseni udélte 6 bodd, z toho 1 bod za prvni a 2 body za druhé z obou umocnéni. Zndmé poznatky

o druhych odmocninach a mocninach uvedené v obou poznamkéch pod ¢arou mohou fesitelé uzit pfimo,

aniz je formuluji (¢i dokonce dokazuji) jako pravidla (tj. v obecné podobé). Pokud v jinak Uplném Ffeseni

neni vylouéena dvojice (z,y) = (1,5) nebo neni zminéna podminka = > y a chybi zkouska pii dusledkové
upravé umocnénim (kterd v predvedeném feseni neni potieba), udélte jen 5 bodi.

2. Oznacme P, Q, R vrcholy vzniklého trojihelniku. Protoze kazda z os tsecek M A,
M By a M (1 je kolmé na odpovidajici stranu trojuhelniku ABC, sviraji kazdé dvé ze stran
trojuhelniku PQR tuhel 60 stupni, takze se jedna o rovnostranny trojuhelnik (obr.).

I Druh& odmocnina nezdporného celého ¢isla je bud ¢islo celé, nebo ¢islo iraciondlni.
2 Je-li n celé a n? je délitelné péti, je i n délitelné péti.



UkéZeme nyni, ze soucet délek tisetek M A;, M B; a MCy je (nezéavisle na poloze
bodu M) roven délce a strany vychoziho trojihelniku ABC. Ozna¢me proto po fadé Ba, Cs
a A, pruseciky primek M Ay, M By a M C se stranami C A, AB a BC'. Protoze trojuhelniky
MAAs, M B1By a MC1C5 jsou rovnostranné, je

|MA1| 4+ |[MB1| + |MCy| = |A1As| + |A2C| 4 |A1B| = |BC| = a.

Pro libovolny (vnitini) bod rovnostranného trojuhelniku plati, ze soucet jeho vzda-
lenosti od vsSech stran trojuhelniku je roven prislusné vysce. To je snadno vidét napft.
z vyjadreni obsahu takového trojihelniku jako souctu obsahti tii trojuhelnikt tvorenych
danym (vnitfnim) bodem a dvojici vrchold. Protoze bod M ma od stran (rovnostranného)
trojuhelniku PQR vzdélenosti 1|M A, 1|M By | a 3| MC1|, mé vyska ¢ tohoto trojuhelniku
velikost ¢ = 2 (|MA;| + |[MBy| 4+ |MC1|) = 1a. Protoze pro vysku v rovnostranného troj-
thelniku ABC plati v = %a\/g, je S = %av = %UQ\/g. Podobné pro obsah T trojuhelniku
PQR s vyskou t dostavame
e (e By -

3

1
— Y-, 2 _ -
3 3 \2 =9V 3%

T
9 3

V3
neboli § = 3T, coz jsme chtéli dokazat.

Za Gplné feseni udélte 6 bodu. Zjisténi (véetné néjakého podpurného argumentu), ze trojuhelnik PQR je
rovnostranny, ocente 3 body.

3. Protoze vSechny hodnoty funkce sinus lezi v intervalu (—1, 1), je sou¢in dvou hodnot
sinu roven ¢&islu —1, jen kdyZ je jedna hodnota 1 a druha hodnota je —1. Cislo = € R je tedy
feSenim dané rovnice, pravé kdyz existuji ¢isla k,l € Z takova, ze plati dvojice rovnosti

x+n:g+2k’n, x+nz—g+2kn,
x E T T nebo x E T
11 g T TR R
Vytesime-li tyto linearni rovnice, dostaneme vyjadieni
3 7
x:§+10kﬂc, x:—§+10kn,
In nebo 13n
r=—— 4+ 22Im, r=— 4+ 22Im.

2 2



Najdeme nyni vSechny dvojice celych ¢isel (k,1), pro néz plati

3 9 1
77[ + 10kn = —?T[ + 22[w, resp. — % + 10kn = % + 22[m.

Snadnou upravou téchto rovnic (vcetné kraceni ¢islem 21) dostaneme
5k +3 =111, resp. bk —5=111.

Upravime-li prvni rovnici na tvar 5(k — 6) = 11(I — 3), pak tvahou o délitelnosti ne-
soudélnymi ¢isly 5 a 11 zjistime, Ze vSechna celociselnd feSeni takové rovnice jsou tvaru
k=6+11lnal=3+5n,kden € Z. Dosazenim do prislusného vzorce pro x tak dostavame
prvni skupinu feseni

3 3
z = 3“ + 10kn = g +10(6 + 11n)x = 61,57 + 110n™.
Podobné z druhé rovnice 5k — 5 = 111 upravené do tvaru 5(k — 1) = 11[ zjistime, Ze

k =1+ 11n, | = 5n pro libovolné n € 7, takze druha skupina feseni mé vyjadieni

7 7
z = _EK + 10kn = _EK +10(1 + 11n)x = 6,57 + 1100

Shrnuti: VSechna feseni dané rovnice jsou dana vzorci
r=6151+110nt a x=26,5nt+ 110nn, kden € 7. (1)
Protoze 61,5 — 6,5 = 55 = %, lze vSechna feSeni zapsat jednim vzorcem

x = 6,51+ 5bnn, kden € Z. (2)

Jiné feseni. Diky goniometrickému vzorci

cos(A — B) — cos(A + B)
2

sin Asin B =

lze rovnici 1 4 sin A sin B = 0 prepsat do tvaru
cos(A+ B) —cos(A— B) = 2.

S ohledem na obor hodnot funkce kosinus je posledni rovnice splnéna, pravé kdyz plati
cos(A+ B) =1 a cos(A — B) = —1. Pro zlomky A, B z ptivodni rovnice tak dostavame
soustavu rovnosti

rT+n T

s
+ 5 + 11 kr,

T+ T T —T
5 11

A—-B=

= 1+ 2Im,



ktera musi platit pro vhodné ¢isla k,l € Z. Sectenim a odectenim dostaneme

r+ = T r—T T
3 —§+(k+l)rc a 11 ——§+(k—l)ﬂ,
odkud dvojim zptsobem vyjadiime neznamou x:
3 9
r = §+5(k+l)n:—§+11(k—z)n.

Snadno zjistime, Ze €isla k, [ jsou zde svazdna podminkou 3(k — 1) = 8, coZ znamena,
zel =3n ak =8n+4 1 pro vhodné n € 7. Dosazenim do vzorce pro x tak dojdeme ke
stejnému vyjadieni
137
T = > + 551 = 6,5m + 55N

jako v prvnim feSeni.

Za Uplné feseni udélte 6 bodd, z toho 1 bod za tvahu o hodnotach goniometrickych funkci sinus ¢i kosinus
a dalsi 2 body za sestaveni analogickych vztaht pro hledané feseni x. Za vyjadieni = ve tvaru (1) nebo (2)
udélte zbyvajici 3 body.



